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Poglavlje 2

Matrice

Definicija 2.1. Neka je F € {R,C} polje, a m,n > 1 prirodni brojevi.
Preslikavanje

A A{l,...om} x{l,...,n} = F
zovemo matrica tipa (m,n), a vrijednost A(i,j) € F element (koeficijent)
matrice. Element matrice A neki puta éemo oznacavati s a;; ili [A;;.

Uobicajeno je da se skup svih vrijednosti preslikavanja A takoder zove

matrica i oznacava kao

ail aig ... Aln
a1 a2 ... Q2 .

A= " i A=layl (2.1)
aml Am2 ... Gmn

Skup svih matrica tipa (m,n) oznacavamo s M,,,. Specijalno ako je m = n,

govorimo o skupu kvadratnih matrica M,,.

Primjer 2.1. Nul matrica O je matrica ¢iji su svi elementi jednaki O;
Jedinicna matrica I € M, je kvadratna matrica koja se zapisuje pomocu
1, akoi=3j

0, akoi##j

Glavnu dijagonalu matrice A cine elementi a1y, ass,. .. ;

Kroneckerovog simbola 6;; = {

Dijagonalna matrica je kvadratna matrica D € M, kojoj svi elementi izvan
glavne dijagonale isc¢ezavaju. Pisemo je kao D = diag(dy, ..., dy);
Za matricu U kaZemo da je gornjetrokutasta (donjetrokutasta) ako svi njeni

elementi ispod (iznad) glavne dijagonale iscezavaju;
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POGLAVLJE 2. MATRICE

A je simetricna matrica ako vrijedi a;; = aj;;

A je antisimetrina matrica ako vrijedi a;; = —aj;;

Matrica koju dobijemo od matrice A zamjenom redaka ¢ stupaca naziva se

transponirana matrica i oznacava s AT. Za simetricnu matricu A vrijedi

AT =

A, a za antisimetricnu AT = —A;

Kazemo da su dvije matrice A, B € My,,, jednake, ako su istog tipa i ako su

im svi odgovarajuci elementi jednaki a;; = by, i=1,...,m, j=1,...,n.
2.1 Racunske operacije
a) Zbrajanje matrica
Za dvije matrice A, B € M, zbroj A + B je matrica C € M, s
elementima
cij = ajj + bjj, 1=1,....m, j5=1,...,n.
b) MnozZenje matrice sa skalarom

Za matricu A € M, i skalar A € F produkt AA je matrica D € M,,,

s elementima
dij:)\aij, izl,...,m, jzl,...,n.

Primjer 2.2. (M, +, ) je vektorski prostor dimenzije m - n.

Zadatak 2.1. Odredite barem jednu bazu u vektorskom prostoru Mass.

MnozZenje matrica
Kazemo da su matrice A € M,,,, B € My, ulanane ako je r = s. Za
dvije ulancane matrice A € M,,,., B € M,, njihov produkt A - B je

matrica C € M,,,, s elementima

.
Cijzzaikbkj7 t1=1,....m, j=1...,n.
k=1
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Primjer 2.3. Navest éemo nekoliko primjera koji se najcescée pojav-

ljuju:
2 -1 ., . [2
A-B= (2 =2 -[0 _1]: -2 0| =0
0 2 0 -2
3
-5
A-B=[2 5 3 =3]-| | =[-22] =
5
3 -3 6 -3
AB=|-1]-[-1 2 ~1]=|1 -2 1]|=C
0 0 0 0
Svojstva.

(a) MnozZenje matrica opéenito nije binarna operacija, ali na skupu kva-
dratnih matrica M,, mnozenje matrica -: M,, x M,, — M, je binarna

operacija;

(b) Za mnoZenje matrica (ako je izvodivo) opéenito ne vrijedi zakon ko-

mutacije;

(c) Za svaku matricu A € M, i odgovarajuée ulanc¢anu nul-matricu O
vrijedi: A-O=010-A=0;

(d) Za svaku matricu A € M,,,, i odgovarajuée ulanc¢anu jedini¢nu matricu
Ivrijedi: A-I=Ail-A=A.

Teorem 2.1. Skup svih kvadratnih matrica M, snabdjeven binarnom ope-
racijom mnozenja je asocijativna algebra s jedinicom, tj. za sve A, B,C € M,

i za svaki o € F vrijedi:
(1) A-(B+C)=A-B+A-C;
(2) (A+B)-C=A-C+B-C;
(3) (¢A)-B=A-(aB)=a(A-B);

(4) (A-B)-C=A-(B-C);
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(5) 1-A=A-T=A.

Dokaz. Dokazat ¢emo samo svojstvo (1). Ostala svojstva dokazuju se ana-
logno.

[AB+CO)ij =Y au[B+Clij =Y awbrj + cry) = Y airbrj + Y aikcrj
P k=1 k=1 k=1

O

Zadatak 2.2. Matematickom indukcijom pokazite da za kvadratne matrice
Ay, ..., A € M, vrijedi

(Ay - AT = AL ... AT,

2.2 Svojstva mnoZenja u algebri M,

e Moguce je pronaci matrice A, B € M,,, A, B # O, takve da je AB = O.

Primjerice, A = {g 8], B = B g],

e Za neku matricu A € M,, moguce je pronadi takvu matricu B € M,
tako da bude: AB = BA = I. Primjerice, za I € M, I -1 = 1.

Navedimo i jedan netrivijalni primjer. Za matrice A = B g} i B=
3 5] ..o , . . 0 1
{_1 9 ] vrijedi spomenuta jednakost, ali za matricu A = [0 2} takva

matrica B ne postoji.

Definicija 2.2. Za matricu A € M,, kaZemo da je regularna (nesingularna,

invertibilna) ako postoji matrica B € M, takva da je
AB=BA=1. (2.2)

KazZemo da je matrica C' € M, singularna ako nije regularna.

Primjerice, jedini¢na matrica I € M, je regularna jer vrijedi I - I = I.
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Propozicija 2.1. Za regularnu matricu A € M,, postoji jedinstvena matrica
B € M, za koju vrijedi (2.2).

Dokaz. Dokaz ove tvrdnje provest ¢emo kontradikcijom. Pretpostavimo da

postoji jos jedna matrica D € M, takva da vrijedi
AD=DA=1.

Tada je
D=D-1=D-(AB)=(DA)B=1-B=0B.

O]

Bududi da sukladno Propoziciji 2.1 za regularnu matricu A € M,, postoji
jedinstvena matrica B € M, sa svojstvom (2.2), tu matricu oznacavat ¢emo

s A~! € M, i zvati inverzna matrica matrice A € M,,. Dakle,

AA =A"1A=1T (2.3)

Skup svih regularnih matrica reda n oznacit ¢emo s GL,. Skup GL,
nije prazan jer je I € GL,, ali GL,, # M, jer O ¢ GL,,.

Sljededi teorem pokazuje da je skup G L, snabdjeven binarnom operaci-
jom mnozenja grupa, koju zovemo [1] op¢a linearna grupa reda n.

Teorem 2.2.
(1) Produkt dviju regularnih matrica A, B € GL,, je reqularna matrica;
(2) Vrijedi asocijativnost;
(3) Jedinicna matrica je u skupu GLy, i za nju vrijedi

ATl =TA=A, VA& GLy;

(4) Za svaku reqularnu matricu A € GL,, postoji jedinstvena inverzna
matrica A~ € GL,,.
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Dokaz.

(1) Za dvije regularne matrice A, B € GL,, njihov produkt AB je takoder
regularna matrica. Naime, lako se moze pokazati da je (AB)™! :=
B71A71 jer vrijedi:

(B'AYAB)=B ' (A'A)B=B"'B=1
(AB)(B'A ™YY =ABB YA 1 =447 =T

(2) Vrijedi asocijativnost na ¢itavom skupu M,, pa onda i na skupu GL,,.

Pri tome za proizvoljne A, B,C € GL,, i matrice (AB)C, A(BC) su

regularne.

(3) Jedini¢na matrica I € M, je regularna, a njena inverzna matrica je

ponovo 1.

(4) Za regularnu matricu A € GL,, njena inverzna matrica A~! je takoder

regularna i vrijedi (A71)~! = A.

O]

Zadatak 2.3. Matematickom indukcijom pokazite da je za regularne matrice
Ay, ..., A, € GLy, njihov produkt takoder regularna matrica. Sto je inverzna

matrica matrice (Aj - -- Ag)?

2.3 Elementarne transformacije nad stupcima i ret-
cima matrice

Uvedimo najprije zapis matrice A € M,,,, pomocu njezinih stupaca:

a11 ain
A =lai] = [a1,...,ay], gdjejear = | 1 |, ,ap =

am1 Gmn,

ili redaka

A = [a] = (al,...,am), gdje je a' = (@11, -y a1n)y -, @™ = (Aml, -+ Qmn)-
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Sada mozemo stupce (odnosno retke) promatrati kao vektore, ispitivati

njihovu linearnu zavisnost i pomoc¢u njih uvesti vektorske prostore:

R(A) = L(ay,...,a,) : vektorski prostor razapet stupcima matrice;

R*(A) = L(a',...,a™) : vektorski prostor razapet retcima matrice.

Definicija 2.3. Maksimalni broj linearno nezavisnih stupaca matrice zo-
vemo rang matrice po stupcima (dim R(A)), a maksimalni broj linearno ne-

zavisnih redaka matrice zovemo rang matrice po retcima (dim R*(A))
Rang matrice A € M,,,, po stupcima jednak je rangu matrice po retcima

i oznacava se jednostavno s r(A) [1-3].

* ok k% ok

Pod elementarnim transformacijama nad stupcima i retcima matrice po-

drazumijevamo:
(1) Izmjena (permutacija) dvaju stupaca (odnosno redaka) matrice;
(2) Mnozenje jednog stupca (odnosno retka) matrice brojem A # 0;

(3) Dodavanje nekom stupcu (odnosno retku) nekog drugog stupca (od-

nosno retka) prethodno pomnozenog nekim brojem A € R.

Poopéenje svojstva (3) znaci da se nekom stupcu (odnosno retku) dodaje
proizvoljna linearna kombinacija ostalih stupaca (odnosno redaka).

Ako uvedemo tzv. elementarne matrice, onda se prethodno spomenute
elementarne operacije s matricama mogu formalno zapisati kao mnozenje

matrice s nekom elementarnom matricom.

Definicija 2.4. Neka je I = [eq,...,e,] € M, jedinicna matrica sa stupcima
et,...,en. Kvadratna matrica P;; € My, i # j je matrica koja se iz jednicne
matrice I dobiva permutacijom i-tog i j-tog stupca.

Ako neku matricu A € M,,, zdesna pomnozimo nekom matricom F;; €

M,, u matrici A zamijenit ¢e mjesta i-ti i j-ti stupac

APj=Al--ej--ei--] =] Aej---Aej---]=[+-a;--a;--].



8 POGLAVLJE 2. MATRICE
. . 12 -1 3 2 3 -1
Primjer 2.4. Neka je A = 1 2 _s3l 1 _3 9 ]

matrica koja je od matrice A dobivena zamjenom drugog i treceg stupca.

Tada je APs3 = [

Zadatak 2.4. Kako treba postupiti s matricom A € M,,, da se od nje dobije

matrica u kojoj su i-ti i j-ti redak zamijenili mjesta? Ilustrirajte primjerom.
Zadatak 2.5. Koliko ima svih matrica P;; € M,? Sto je Pigl(?

Definicija 2.5. P;(\) € M,, A\ # 0, ¢ = 1,...,n je matrica koja se od

jedinicne matrice I dobije tako da stupac e; pomnozimo brojem A

P(A) = Aes--].

Mnozenjem zdesna matrice A € M,,,, matricom P;(\) € M, i-ti stupac
matrice A bit ée pomnozen brojem A
AP(N) = Al Xej--]=[-Ae;---]=[Aa;---].

2 -1 3

1 9 _31 € Moz zdesna pomnozimo ma-

Primjerice, ako matricu A = [

1 2x -3

Zadatak 2.6. Je 1i matrica P;(\) regularna? Ako jest, Sto je njena inverzna

tricom P(\) € M3, dobivamo AP,(\) = [2 3 ]
matrica?

Definicija 2.6. P;()\;j), i # j € My, je matrica koja se od jedinicne matrice

I dobije tako da stupcu e; dodamo stupac ej prethodno pomnoZen brojem X

Bi(Ng) =1-eitAej---ej--].

Mnozenjem matrice A € M,,, zdesna matricom P;(};j), i-tom stupcu

matrice A bit ée dodan j-ti stupac prethodno pomnoZen brojem A

2 -1 3

Primjerice, ako matricu A = ll 9 _3

] € Moz zdesna pomnozimo ma-

tricom P5(\;3) € M3, dobivamo AP,();3) = E _21_+3?:\)‘ _33]

.
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Zadatak 2.7. Je li matrica P;(\; j) regularna? Ako jest, Sto je njena inverzna

matrica?

Primjedba 2.1. S Q;;, Qi()\), Qi();j) redom oznacimo kvadratne matrice
reda m koje se dobiju transponiranjem matrica Pij, P;(X), P;(\;j) € Mp,.
Primijetite da su matrice P;j i P;(\) simetricne, pa je Qi = Pij © Qi(\) =
Pi(X). MnoZenje matrice A zdesna matricama Pij, P;(X), Py(\;j) € M,
odgovara elementarnim transformacijama nad stupcima matrice A, a mno-
Zenje matrice A slijeva matricama Qij, Qi(X\), Qi(A;5) € My, odgovara ele-
mentarnim transformacijama nad retcima matrice A. Matrice tipa P: P;j,
Pi(X), P;i(X\;7) @ matrice tipa Q: Qij, Qi(N), Qi(X;j) su regularne matrice i

zovu se elementarne matrice.

Definicija 2.7. Za dvije matrice A, B € My, kaZemo da su ekvivalentne
ako se jedna iz druge dobiva primjenom konacno mnogo elementarnih tran-
sformacija ili preciznije, matrice A, B € My, su ekvivalentne ako postoje

elementarne matrice Py, ..., P., Q1,...,Qs takve da vrijedi

B=Q,---Qs - A-P - P, (2.4)

Rangovi dviju ekvivalentnih matrica su jednaki.

4 —4
Zadatak 2.8. Za matricu A = | -5 —3| odredite matrice Q1(—5)A1Q1(—5;2)A.
-2 4
1 -5 1
Zadatak 2.9. Mnozenjem matrice A = |0 3 1 | odgovaraju¢im ele-
4 2 =3
mentarnim matricama konstruirajte ekvivalentnu gornjetrokutastu matricu
X X X
B=|0 x x
0 0 x

2.4 Prakticno odredivanje ranga matrice

Kao $to smo naveli ranije, retke matrice A € M,,,, mozemo promatrati kao

skup od m vektora, a stupce kao skup od n vektora. Pri tome broj linearno
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nezavisnih redaka jednak je broju linearno nezavisnih stupaca. Taj broj
nazivamo rang matrice A i oznacavamo s r(A) (vidi Definiciju 2.3).

Mnozenjem matrice A € M,,,, zdesna nekom elementarnom P-matricom
ili slijeva nekom elementarnom (-matricom rang matrice nece se promi-
jeniti. Na taj nacin elementarnim transformacijama nad retcima i stup-
cima matricu A € M,,, moguée je svesti na dijagonalnu matricu oblikal
A ~ diag(1,...,1,0...,0). Broj jedinica ove dijagonalne matrice odgovara
rangu? r(A) matrice A. Specijalno, matrica A € M,, je regularna onda i
samo onda ako je r(A4) = n.

Primjer 2.5. Sukcesivnom primjenom elementarnih transformacija nad ret-

cima 1 stupcima matrice dobivamo

2 1 11 2 1 2 11 2 1 2 11 2
A |1 0 4 —1fpp |0 1 4 1fQan |0 1 4 -1
11 4 5 5 4 11 56 5 0 3 12 -3
2 -1 5 -6 1 2 5 -6 -1 2 5 -6
12 11 2 12 11 2 1 2 11 2
Qi1;1) |0 1 4 —-1]@Qs5(-32 |0 1 4 —1|Qa-42 |0 1 4 -1
T o312 =3 7 oo o0 o0 “ oo 0 o0
0 4 16 —4 0 4 16 —4 00 0 0

Nadalje, sukcesivnim primjenama elementarnih transformacija nad stup-
cima moguce je postici A ~ diag(1,1,0,0). Dakle, r(A) = 2.

Primjer 2.6. Primjenom elementarnih transformacija nad retcima i stup-

ctma matrice moze se pokazati da vrijeds

-2 1 -3 4 1 100 00
A -2 1 -1 0 0 01000
0 1 0 -4 -3 00100
-4 1 0 0 2 0 00 O0O

Dakle, r(A) = 3.

U tu svrhu koristite Mathematica-program E1Matrice.nb http://www.mathos.unios.
hr/images/homepages/scitowsk/ElMatrice.nb.

2U programskom sustavu Mathematica rang matrice A odreduje se naredbom
MatrixRank [A]


http://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/ElMatrice.nb
http://www.mathos.unios.hr/images/homepages/scitowsk/ElMatrice.nb
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Zadatak 2.10. Odredite rang matrice

2 1 1 1
0 4 10 1 4 12 6 8 2 1 3 11
) 4 8 18 7 b) 6 104 21 9 17 ) 11 4 1
“ 110 18 40 17| 7 6 3 4 1|0 Y1115
1 7 17 3 35 30 15 20 5 1 2 3 4
11 1 1]
RjeSenje: a) r=2; b) r=2; ¢) r=4.
Zadatak 2.11. Ispitajte regularnost sljedeé¢ih kvadratnih matrica
-2 -2 3 -1 4 3 ; _31 g _12
a) |3 3 0 b) |-4 0 -1 c) 1 4 92 3
—4 —4 -1 -3 2 -3

-4 2 -4 =2

RjeSenje: a) singularna jer je r = 2; b) regularna jer je r = 3; c¢) singu-

larna jer je r = 2.

2.5 Invertiranje regularne matrice

Teorem 2.3. Neka je A € GL,, i D € M,, Tada se primjenom elemen-
tarnih transformacija samo nad retcima blok-matrice [A; D] moZe se dobiti
blok-matrica [I; R1|, gdje su I,Ry € My, tj. postoji elementarne matrice
Q1,...,Q, takve da je Q1,...,Q.[A; D] = [I; Ry].

Dokaz ovog teorema je konstruktivan (vidi primjerice [3, str. 179]) i
ne¢emo ga navoditi.
Korolar 2.1. Ako je A € GL,,, onda postoje elementarne matrice Q1, ..., Q,

1 elementarne P-matrice Py, ..., Py takve da je
A=Q1--Q, A=P---P,. (2.5)

Dokaz. Za regularnu matricu A~! Teorem 2.3 daje elementarne (-matrice
Q1,...,Q, takve da je

Qi QAT =1,
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odakle slijedi A = Q1 --- Q.
Specijalno, za matricu A7 postoje elementarne Q-matrice Q1 ..., Qs

takve da je AT = Q1 Q. Transponiranjem dobivamo
A= QZ e QIT’
sto je prikaz matrice A kao produkt elementarnih P-matrica. ]

Specijalno, samo primjenom elementarnih transformacija nad retcima
blok matrice [A;I], A € GL,, mozemo dobiti blok matricu [I; R;], Sto daje
matricu A~! = R;. Naime, prema Teoremu 2.3 za regularnu matricu A

postoje elementarne Q-matrice @1, ..., Q, takve da je
Q1 Qr [A 1] = [I; Ry,

odnosno
Q1 QrA;Q1---Qr I = [I; Ry],
odakle slijedi

Primjerice,
r2 2 3 | 1 00 Lo—10 |01 0], -1
AN=1]1 -1 0 | 0 1 of% |2 2 3| 10 0@ 0 14
-1 2 1 | 0 0 1 -1 2 1] 00 1 -1 2
-t oo 10 1 -1 0 ] 0 1 » -1
BEV 0 4 3 ] 1 20 ®lo 1 1] 0 1 1|0 1
o 1 1] 0 1 1 0 4 3 | 1 —20 0 0
Lo 1o 1 Sfro1 o0 21 Lo
Q890 1 01 o0 o1 1Y o1 1] o 1 1T o 1
0 0 -1 | 1 -6 -4 00 1 ] -1 6 4 00
oy [ OO |1 -4 3
Y0 10 ] 1 -5 =3
0 0 1 | -1 6 4

1 -4 -3 2 2 3
Provjerite da je A™* = | 1 —5 —3| inverzna matrica matrice A= | 1 -1 0
-1 6 4

—o MO0 OrR O

|
—



2.5. INVERTIRANJE REGULARNE MATRICE

Zadatak 2.12. Ako postoji, odredite inverznu matricu matrice:

1 1 1 1 2 1 0 0
a b 1 1 -1 -1 3 2 0 0
“)[C d]’ D1y o1 a9 1 340 D
1 -1 -1 1 9 -1 2 3

—_

—
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