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Poglavlje 1

Vektori u ravnini i prostoru

Neka je E skup toc¢aka u prostoru, a A, B € E dvije proizvoljne tocke. Tada
skup svih tocaka na pravcu odredenom tockama A, B, a koje leze izmedu
tocaka A i B zovemo duZinom i oznac¢avamo s AB. Ako primjerice, tocku
A proglasimo pocetnom, a tocku B zavrsnom, onda takvu duzinu nazivamo

usmjerenom duzinom i oznac¢avamo s AB.

—
Definicija 1.1. KaZemo da su dvije usmjerene duZine fﬁ, A’'B’ ekviva-
lentne i pisemo AB ~ A'B onda ako postoji translacija prostora koja tocku
A prevodi u A, a tocku B u B’.

Primjedba 1.1. Primijetimo da za dvije ekvivalentne usmjerene duZine zﬁ
i A'B" vrijedi
e
o« AB i A'B su paralelne;

—
° A§ i A’B’ imaju istu orijentaciju, odnosno imaju isti vizualni smisao

kretanja od pocetne prema zavrsnoj tocki;
T
« AB i AR imagu istu duljinu', koju emo oznaciti s HEH, odnosno s

—
|4 B[

Primjedba 1.2. Primijetimo jos da je ekvivalencija usmjerenih duzina jedna

relacija ekvivalencije, tj. da vrijedi

U literaturi se za duljinu usmjerene duzine pojavljuju jos i izrazi: norma, intenzitet,
modul.
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1. AB ~ AB (refleksivnost)
9. AB ~ CD — CD ~ AB (simetri¢nost)
3. AB ~ CDNCD ~ EF = AB ~ EF (tranzitivnost)

Sada mozemo definirati osnovni pojam — pojam vektora:

Definicija 1.2. Vektor d je klasa ekvivalencije svih medusobno ekvivalentnih

usmjerenth duzina,
i = [AB] = {PQ : PG ~ AB)

Svaku usmjerenu duzinu ]@ ekvivalentnu usmjerenoj duzing ﬁ nazivamo
reprezentant vektora d. Pritome pod normom vektora podrazumijevamo
duljinu bilo kojeg reprezentanta, a oznacit éemo ju s ||d||.

U daljnjem tekstu ¢esto ¢emo govoriti o vektoru, a crtat ¢emo neki njegov

reprezentant.

Primjer 1.1. Nulvektor je klasa ekvivalencije svih usmgjerenih duZina koje

imaju istu pocetnu i zavrsnu tocku. Oznacavat éemo ga s 0, pri cemu je
0] = o.

Jedini¢ni vektor zvat éemo svaki vektor € za koga je ||€]] = 1.

Suprotni vektor wvektora @ je klasa ekvivalencije svih usmgjerenih duZina
koje imaju suprotnu orijentaciju od orijentacije usmjerenih duzina vektora

a i oznacavamo ga s (—a).

Primjedba 1.3. Ako je O proizvoljna, ali fiksna tocka u prostoru E, a d
dani vektor, onda postoji jedinstvena tocka P € E, takva da je d = [O?]
(vidi Sliku 1.1).

Sl
e

O
Slika 1.1:
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Navedimo jos nekoliko ¢esto koristenih pojmova.

e kazemo da su dva ili vise vektora kolinearni ako njihovi reprezentanti

leze na istom ili na paralelnim pravcima;

e kazemo da su tri ili viSe vektora komplanarni ako njihovi reprezentanti

leze u istoj ili u paralelnim ravninama.

U daljnjem tekstu koristit ¢emo sljedeée oznake [7]:

X (F) — skup svih vektora u prostoru F;
X (M) — skup svih vektora u ravnini M;
X (p) — skup svih vektora na pravcu p.

Ako izaberemo jednu fiksnu tocku O € FE, onda svakoj tocki P € E
pripada jedinstvena usmjerena duzina OT%, koju zovemo radijvektor ili
vektor polozaja [1, 5, 7] (vidi takodjer Dodatak: Vektori u [12]). Skup svih

ovakvih radijvektora oznacit ¢emo s
Xo = Xo(E) := {OP : P € E}.
Ocigledno postoji bijekcija (obostrano jednoznacéno preslikavanje) izmedu
skupova F i Xj.
Zadatak 1.1. Napisite definiciju realacije ekvivalencije.
a) U skupu Z definirana je relacija ,,djeljivosti” na sljedeéi nacin: Cijeli broj

a je u relaciji p s cijelim brojem b i pisSemo apb ako je a djeljiv s b. Zasto

relacija p nije relacija ekvivalencije?

b) Koje od sljedecih relacija nisu relacije ekvivalencije u skupu Xo(E)? Za-
sto?

a) paralelnost b) okomitost c¢) kolinearnost d) komplanarnost

1.1 Operacije s vektorima
1.1.1 Zbrajanje vektora

Zbrajanje vektora je binarna operacija, tj. funkcija dviju varijabli + : X (E)x
X(E) — X(E). Za dva vektora @, b € X (E) definiramo novi vektor @ := a+b
pravilom trokuta (vidi Sliku 1.2.a) ili pravilom paralelograma (vidi Sliku 1.2.b).
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a) Pravilo trokuta b) Pravilo paralelograma

b

T

Slika 1.2: Pravila za zbrajanje vektora

Binarna operacija zbrajanja vektora ima svojstvo zatvorenosti ili grupo-
idnosti, tj. rezultat operacije zbrajanja dva vektora opet je jedan vektor.

Pored toga,

(i) vrijedi svojstvo asocijativnosti, tj. za svaka tri vektora a, b,Ce X(E)
vrijedi:
(@+b) +c=a+ (b+0);

(ii) postoji neutralni element 0, tako da za proizvoljni vektor @ € X (E)

vrijedi: @+ 0 = @;

(iii) za svaki vektor @ € X(F) postoji inverzni element — suprotni vektor
(—a), takav da vrijedi:
a+(—a) =0;

(iv) vrijedi zakon komutacije, tj. za svaka dva vektora @,b € X (E) vrijedi:
G+b="b+a

Navedena svojstva lako se mogu ilustrirati. Primjerice, svojstvo asocija-
tivnosti ilustrirano je na Slici 1.3.

Skup svih vektora u prostoru snabdjeven racunskom operacijom zbraja-
nja i prethodno navedenim svojstvima nazivamo komutativna ili Abelova
grupa? i oznacavamo s (X (E), +).

Zadatak 1.2. Definirajte binarnu operaciju zbrajanja na skupu Xo(E) i na-

vedite njena svojstva.

*Niels Abel (1802-1829), norveski matematicar.
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Slika 1.3: Tlustracija svojstva asocijativnosti zbrajanja vektora

Primjer 1.2. Odaberimo reprezentante vektora d, g,c" tako da oni leZe na
stranicama trokuta i da bude @= G+ b (vidi Sliku 1.4.a). Kako je u svakom
trokutu duljina jedne njegove stranice manja od zbroja duljina preostale dvije,
vrijedi tzv. nejednakost trokuta

1€l = lla@ + ol < flafl + [[b

Pri tome jednakost vrijedi u slucaju ako su vektori Ei,g kolinearns.

a) Nejednakost trokuta b) Oduzimanje vektora

Slika 1.4: Tlustracija nejednakosti trokuta (lijevo) i oduzimanja vektora (desno)

Primjedba 1.4. Oduzimanje vektora mozZemo definirati preko zbrajanja, ko-



6 POGLAVLJE 1. VEKTORI U RAVNINI I PROSTORU

risteci inverzni element (suprotni vektor — vidi Sliku 1.4.b):
a—b=a+ (—b).

Primjedba 1.5. MnoZenje vektora prirodnim brojem mozZemo definirati in-
duktivno:
n-a=Mm-1)-ad+d, 1-a=a.

Zadaci’

Zadatak 1.3. Zasto skup NU{0}, snabdjeven binarnom operacijom zbrajanja

i skup cijelih brojeva snabdjeven binarnom operacijom mnozenja nisu grupe?

Zadatak 1.4. Neka je G skup svih kompleksnih brojeva razli¢itih od nule
oblika a + ibv/2, gdje su a i b racionalni brojevi, tj. G = {z € C : z =
a+ibyv2, a,becQ)\{0}}. Pokazite da je G Abelova grupa s mnozenjem
kompleksnih brojeva kao binarnom operacijom. Sto je neutralni element u
ovoj grupi? Sto je inverzni element elementa z = a + i by/2 ?

S T _ ;b
Rjesenje: e =1; 27" = 5 — Za2+2b2\/§

Zadatak 1.5. Neka je G = {1, —1, i, —i} C C podskup u skupu kompleksnih
brojeva. Pokazite da je G Abelova grupa s mnozenjem kompleksnih brojeva

kao binarnom operacijom. Sto je neutralni element u ovoj grupi ? Napravite
tablicu mnozenja za ovu grupu.

Rjesenje: e =1

Zadatak 1.6. Zadan je trapez Cije su stranice usmjerene duzine E, B.C>', D?, E
kao na slici, pri ¢emu je ﬁ =2 l% . Prikazite usmjerenu duzinu B? po-

mocu usmjerenih duzina AB i AD. [B—C)” — AD - %E]

Zadatak 1.7. Matematickom indukcijom dokazite generaliziranu nejednakost

trokuta

n n
> dil[ < > llall.
=1 =1

3Studenti trebaju pisati Domade zadade koje ¢e dobivati na Vjezbama iz ovog
predmeta i Domacde zadale za studente koji preferiraju bolju ocjenu koje mogu
preuzeti sa web-stranice predmeta http://www.mathos.unios.hr/index.php/nastava/
preddiplomski-studij-matematika/182 Zadade se piSu koriStenjem KTEX [15] i Salju
voditelju Vjezbi u pdf-formatu
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http://www.mathos.unios.hr/index.php/nastava/preddiplomski-studij-matematika/182
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D C

Kada ¢e u ovoj nejednakosti vrijediti jednakost?

1.1.2 MnozZenje vektora sa skalarom

Mnozenje vektora sa skalarom je funkcija dviju varijabli - : R x X(F) —
X(F). Za realni broj A € R i vektor @ € X(F) definiramo novi vektor
b:= \-d kao na Slici 1.5.

Q

b
[Se ] A

b=\d (A <0)

Slika 1.5: Mnozenje vektora sa skalarom

Primijetite da se analogno moze definirati mnozenje vektora sa skalarom
na skupu Xo(E).

Zadatak 1.8. Za zadane vektore @,b € X (M) nacrtajte vektor @ — 2b.

Zadatak 1.9. Pokazite da se dijagonale paralelograma medusobno raspolav-

ljaju.

Primjer 1.3. Treba dokazati da postoji trokut sa stranicama koje su jednake

i paralelne s teZisnicama bilo kojeg zadanog trokuta (vidi Sliku 1.6).
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Slika 1.6: Slika uz Primjer 1.3

Koristeéi prethodni zadatak, dobivamo:

f, = L(AB+40),
i, = L(BA+BO),
i, = LCA+CB),

odakle zbrajanjem dobivamo , + &, + . = 0.
U kontinuitetu sa svojstvima koja vrijede za zbrajanje vektora, navedimo

i svojstava koja vrijede za mnozenje vektora sa skalarom:

(v) za dva vektora @,b € X(E) i A € R vrijedi distributivnost obzirom na
vektorski faktor: A(@+ b) = A@ + Ab;

(vi) za dva skalara A\, u € R i vektor @ € X (FE) vrijedi distributivnost obzi-
rom na skalarni faktor: (A + p)@ = Ad + pa;

(vii) za dva skalara A\, € R i vektor @ € X (E) vrijedi svojstvo kvaziasoci-

jativnosti: (Ap)ad = A(ud);
(viii) za bilo koji vektor @ € X (E) vrijedi: 1-ad = a.

Svojstvo (v) proizlazi iz sliénosti trokuta i ilustrirano je na Slici 1.7.
Svojstva (vi) i (vit) dokazuju se posebno za svaku kombinaciju predznaka
skalara A i g (vidi [7]).
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Slika 1.7: Tlustracija distributivnosti mnoZenja sa skalarom

Skup X (FE) snabdjeven binarnom operacijom zbrajanja i operacijom
mnozenja sa skalarom, koje imaju navedenih osam svojstava nazivamo vek-
torski prostor i oznacavamo s (X(E),+,-) [1-11, 13, 14, 16]. Analogno
se definiraju i vektorski prostor (X (M),+,+) u ravnini i vektorski prostor
(X(p),+,-) na pravcu. Kako je X(M) C X(F), reéi ¢emo da je vektorski
prostor (X (M), +,-) vektorski potprostor u (X(F),+,). Nadalje ¢emo
ove vektorske prostore oznacavati samo s X(E), X (M), X (p).

Primjedba 1.6. Ako su c_i,l; dva kolinearna vektora, tada postoji pravac p
—
i tocke O, A, B € p takve da je d = OA,b= O§, pri cemu je

leli/llall, a,

a, b imaju isti smjer
—lloll/llall, - a,

SRS

g:Aé’, gdje je )\:{ .
su suprotnog smjera

Matematicku strukturu (Xo, +, -) zovemo vektorski prostor radijvek-
tora (detaljnije vidi [1]), pri ¢emu je + : X x Xo — X zbrajanje sa svoj-

stvima?

“Prije toga uvesti univerzalni (V) i egzistencijalni (3) kvantifikator t. 6.1
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(i) (Va,b,ée Xo) (@+b)+é=d+ (b+¢&) [asocijativnost]

(i) (30 € Xo)(Vae€ Xg) @+0=0+ad=a [0 je neutralni element za

zbrajanje]

(i) (Va@ € Xo)(Ad € Xo) d@+d =d +d =0 [inverzni element:

(iv) (V@,be Xo) d@+b=b+a [komutativnost]

-1 R x X9 — Xp mnozenje sa skalarom sa svojstvima

-,

(v) (Va,be Xo) (WAER) A@—+b) =Ad+Ab [distributivnost u vektor-

skom faktorul]

(vi) Vae Xo) (VA peR) (A+p)d=Aa+pd [distributivnost u skalar-

nom faktorul]
(vii) (Va € Xo) VA, peR) (Au)a= Apa) [kvaziasocijativnost]
(vil) (Vae Xp) l1-d=a
Primjeri vektorskih prostora
o X(E), X(M), X(p), Xo;

e Skup R" ={(a1,...,a,): a; € R}, n=1,2,... s racunskim opera-

cijama
(at,...,ap) 4+ (b1,...,by) = (a1 +b1,...,an + by) (zbrajanje)

Aat, ... an) = (Aay, ..., Aay) (mnozenje sa skalarom)

e Skup C" s odgovarajuéim racunskim operacijama zbrajanja i mnoZenje

sa skalarom;

e Skup polinoma P, stupnja manjeg ili jednakog n s realnim koefici-

jentima (ukljucéujuéi i polinom nultog stupnja) snabdjeven ra¢unskim
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operacijama

zbrajanja:
(ag + art + - - - + ant™) + (bo + byt + - - - + but™)

= (ap + bo) + (a1 + b))t + - + (an + by)t",
mnozenja sa skalarom:

Aap + art + -+ apt™) = (Aag) + (Aar)t + - -+ + (Aap )t".

e Skup C([a,b]) svih neprekidnih funkcija definiranih na segmentu [a, b]

snabdjeven racunskim operacijama

(f+9)@) = f(H) +9(t), telad]  (zbrajanje)
(A)(®) = Af(t), te]a,b] (mnozZenje sa skalarom)

1.1.3 Potprostor

Definicija 1.3. Neka je X vektorski prostor nad poljem R 1Y C X, Y # ().
Ako je (Y,+,-) vektorski prostor nad poljem R s istim operacijama iz X,
onda kaZemo da je'Y potprostor uw X ¢ pisemo Y C X.

Primjerice Xo(M) i Xo(p) su potprostori u Xo(E).

Sliéno, za @ € Xo(M) njegova linearna ljuska L(@) = {Ad: A € R} je
potprostor u Xo(M).

Trivijalni vektorski potprostori vektorskog prostora X su {0} i sam X.

Lako se moze provjeriti da vrijedi:
Propozicija 1.1. Neka je X wvektorski prostor nad poljem R i Y C X,
Y # 0. Tada je' Y potprostor u X onda i samo onda ako vrijedi

(i) a+beY, Va,beY

(ii)) \a €Y VaeY,VXeR

Korolar 1.1. Neka je X wvektorski prostor nad poljem R i Y C X, Y # ().

Tada je Y potprostor u X onda ¢ samo onda ako vrijeds

(i) e +uy €Y, Ve,yeY, VA\pueR.
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1.2 Linearna zavisnost i nezavisnost vektora

Definicija 1.4. Ako su dy,...,d, € Xo vektori, a Ay...,\p € R skalari,
tada vektor @ = M\dy + -+ + Mdn € Xo nazivamo linearna kombina-
cija vektora dy,...,d,. KaZemo jo§ da je vektor d rastavljen (razvijen) po

vektorima d1, . .., dp.

Pogledajmo dva jednostavna fizikalna primjera (vidi Sliku 1.8):

- na tijelo na kosini djeluje sila teza ﬁ, koju po pravilu paralelograma
rastavljamo na sile ﬁl i ﬁg: F= ﬁl + ﬁg;

- na tijelo u vodi djeluje vucna sila ﬁ, koju takoder rastavljamo po

pravilu paralelograma na sile ﬁl i ﬁg: F= ﬁl + FE;

.y
)
F
S N EEE— ]
| B S
; F

Slika 1.8: Rastav sile

Navedene rastave mozemo zapisati kao 1 - F+ (=1)- ﬁl +(—1) -132 =0.

Definicija 1.5. KaZemo da je skup vektora dy, . ..,d, € Xo linearno neza-

visan ako njihova linearna kombinacija iscezava jedino na trivijalan nacin:

U protivnom kazZemo da je skup vektora linearno zavisan, tj. postoji barem

jedna njihova linearna kombinacija koja iscezava na netrivijalan nacin, tj.
My + -+ Mgy =0 pridemu 3N #0.

Primjer 1.4. Ako skup vektora di,...,d, sadrzi nulvektor, on je linearno

zavisan.
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Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je bas prvi vektor

a1 nulvektor. Tada mozemo utvrditi da vrijedi:
1-0+0-d+---+0-d, =0,

pa smo na taj na¢in pronasli jednu linearnu kombinaciju vektora d, ..., dy,
koja iS¢ezava na netrivijalan nacin.

Primijetite da su sile F , ﬁl, F, iz fizikalnih primjera s pocetka odjeljka
takoder linearno zavisne. Sljedeéi teorem ukazuje nam kako se na jedan
operativniji na¢in moze ustanoviti® je 1i skup vektora linearno zavisan ili

nezavisan.

Teorem 1.1. Skup vektora d1,...,d, € Xo je linearno zavisan onda i samo
onda ako se barem jedan od mjih moze prikazati kao linearna kombinacija
ostalih.

Dokaz. (Nuznost) Pretpostavimo da je skup vektora ai,...,d, € Xj
linearno zavisan. Po prethodnoj definiciji to znaci da postoji njihova linearna
kombinacija koja iSCezava na netrivijalan nacin. Bez smanjenja opcenitosti

pretpostavimo da je A\j@; + - -+ + A\pd@n = 0, a da je pri tome A\; # 0. Tada

- /\2 - )\n -
a1—< )\1)CL2+ +( )\1>an'

(Dovoljnost) Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je @; =

mozemo pisati

Bods + - - - + Bpdy iz Cega slijedi
1-dy + (=fBo)da + -+ + (—Bn)dn = 0.

Po definiciji to znadi da su vektori dy,...,d, € Xg linearno zavisni. &
Primjer 1.5. Bilo koja dva vektora @, be Xo(p) su linearno zavisna (mak-

stmalni moguci broj linearno nezavisnih vektora u Xo(p) je jedan).

Primjer 1.6. Bilo koja tri vektora @,b,é € Xo(M) su linearno zavisna

(maksimalni moguéi broj linearno nezavisnih vektora u Xo(M) je dva).

Primjer 1.7. Bilo koja cetiri vektora d, 5,5, de Xo(E) su linearno zavisna

(maksimalni mogudi broj linearno nezavisnih vektora u Xo(E) je tri).

5Prije toga na jednostavnom primjeru objasniti pojam: nuzno i dovoljno t. 6.2
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Slika 1.10: Linearna zavisnost triju vektora a, b,ce Xo(M)

Zadatak 1.10. Pokazite da su dva vektora @,b € Xo(M) kolinearna onda i

samo onda ako su linearno zavisna.

Zadatak 1.11. Pokazite da su tri vektora @,b,& € Xo(E) komplanarna onda
i samo onda ako su linearno zavisna.

Teorem 1.2. Ako su @,b € Xo(M) dva linearno nezavisna vektora u rav-
nini, tada se svaki vektor ¢ € Xo(M) na jedinstven nacin® moZe prikazati

(rastaviti) kao linearna kombinacija vektora @, b.

Dokaz. Prema Primjerul.6 vektori a,b, ¢ su linearno zavisni pa prema

Teoremu 1.1 vrijedi
= A\a+ ub. (1.1)

U svrhu dokaza jedinstvenosti ovog rastava, pretpostavimo suprotno, tj.
pretpostavimo da se vektor ¢ barem na jos jedan nac¢in moze prikazati po-
moéu vektora @ i b:

c=Na+u'b (1.2)
Oduzimanjem jednakosti (1.1), (1.2) dobivamo

(A= X)d+ (u— p')b = 0.

5Prije toga na jednostavnom primjeru objasniti princip kontradikcije, t. 6.3
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Kako su vektori @, b linearno nezavisni, slijedi: A = X' & = ' &
Na slican nac¢in moze se dokazati i sljede¢i teorem.

Teorem 1.3. Ako su d, l_;, ¢ € Xo(E) tri linearno nezavisna vektora u pros-

toru, tada se svaki vektor d e Xo(F) na jedinstven nacin moze prikazati

(rastaviti) kao linearna kombinacija vektora @, b, c.

Zadatak 1.12. Neka je O € F fiksna tocka i neka tocka C' € F dijeli duzinu
AB u omjeru 3 : 1, tj. d(A,C) : d(C,B) = 3 : 1. Vektor 0 prikazite kao
linearnu kombinaciju vektora OA i OB.

Rjesenje: 07>' = iO_jﬁH—%O?.

Zadatak 1.13. Provjerite jesu li vektori: @ =5i — j + 3/2, b =50+ 2j —
E, = —5i — 8;—!— 9k  linearno zavisni.

Rjesenje: Jesu, ¢ = 2d — 3b.
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Poglavlje 6

Dodatak

Neke vazne matematicke pojmove, kao sto su ,pojam nuzno i dovoljno”,
»princip kontradikcije” i ,,univerzalni i egzistencijalni kvantifikator”, a koje
¢emo Cesto koristiti, pokusat éemo objasniti na nekoliko jednostavnih pri-

mjera.

6.1 Egzistencijalni i univerzalni kvantifikator

Egzistencijalni kvantifikator (3) ¢itamo ,,postoji barem jedan” ili ¢eSée samo
,postoji”. Primjerice, ¢injenicu da postoji prirodan broj p > 1 koji dijeli
broj 9 pisemo: (Ip € N) p|9.

Univerzalni kvantifikator (V) ¢itamo ,za svaki” ili ¢esée samo ,svaki”. Pri-
mjerice, ako s P oznac¢imo skup svih prim-brojeva, a s Q skup svih slozenih
brojeva, onda vrijedi N = P U Q U {1}, a ¢injenicu da je svaki slozeni broj

q > 1 djeljiv s barem jednim prim-brojem pisemo: (Vg € Q) (Ip € P) plg.

6.2 Nuzni i dovoljni uvjeti

Primjer 6.1. Iz osnovne skole poznata nam je definicija cetverokuta:
Cetverokut je zatvoren geometrijski lik koji ima ¢etiri kuta i Cetiri stranice.
Sto su nuzni i dovoljni uvjeti da bi neki cetverokut bio kvadrat ?
Da bi neki cetverokut bio kvadrat nuzno je da su mu sve cetiri stranice
jednako dugacke. Je li to i dovoljno? Nije, jer bi to znacilo da je i svaki

romb kvadrat.

17
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Da bi neki cetverokut bio kvadrat nuzno je da su mu kutevi pravi. Je li
to i dovoljno? Nije, jer bi to znacilo da je ¢ svaki pravokutnik kvadrat.

Sustav nuznih 1 dovoljnih uvjeta da bi neki cetverokut bio kvadrat je:
(i) sve njegove stranice jedanako su dugacke;
(ii) svi njegovi kutevi su pravi.

Zato kaZemo:
Cetverokut je kvadrat onda i samo onda ako su sve njegove stranice jednako
dugacke i ako su svi njegovi kutevi pravi.

Svaki od navedenih uvjeta je ,nuzan”, ali ne i dovoljan. Je li navedeni
sustav uvjeta jedini sustav nuznih i dovoljnih uvjeta da bi neki cetverokut bio
kvadrat? Pokusajete definirati neki drugi sustav nuznih i dovoljnih uvjeta da

bi neki cetverokut bio kvadrat.

Primjer 6.2. Iz srednje skole poznata nam je definicija prim-broja (prostog
broja):
Prosti brojevi ili prim-brojevi su svi prirodni brojevi djeljivi bez ostatka
samo s brojem 1 i sami sa sobom, a strogo su veci od broja 1.
Sto su nuzni i dovoljni uvjeti da bi neki prirodni broj bio prim-broj?
Da bi neki prirodni broj bio prim-broj nuzno je da je djeljiv bez ostatka s
brojem 1. Je li to i dovoljno? Nije, jer bi to znacilo da je i broj 8 prim-broj.
Da bi neki prirodni broj bio prim-broj nuzno je da je djeljiv bez ostatka
sam sa sobom. Je li to i dovoljno? Nije, jer bi to znacilo da je i broj 4
prim-broj.

Nuzni ¢ dovoljni uvjeti da bi prirodni broj p € N bio prim-broj su:
(i) broj p djeljiv je bez ostatka s 1;
(ii) broj p djeljiv je bez ostatka sam sa sobom;
(iii) broj p nije djeljiv bez ostatka ni s jednim drugim prirodnim brojem;
(iv) p> 1.

Zato kaZemo:
Prirodni broj p > 1 je prim-broj onda i samo onda ako je djeljiv samo s 1 i sam

sa sobom.
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Svaki od navedenih uvjeta je ,nuzan”, ali ne i dovoljan. Je li navedeni
sustav uvjeta jedini sustav nuznih i dovoljnih uvjeta koji odreduje skup prim-

brojeva?

6.3 Princip kontradikcije

Princip kontradikcije zasniva se na Aristotelovom principu iskljucenja treceg:

»,Neka tvrdnja je istinita ili lazna, a tre¢a moguénost ne postoji”.

Primjer 6.3. U prostoriji se nalazi 400 studenata.

Tvrdnja T': Barem dva studenta imaju na isti dan rodendan.

Tvrdnja T: Svi studenti imaju rodendan na razlicite datume.

Buduéi da godina ima 365 (ili eventualno 366) dana, tvrdnja T nije

istinita. Zato je prema principu kontradikcije tvrdnja T istinita.
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