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Poglavlje 1

Sustavi linearnih jednadzbi

Primjer 1.1. Tri radnika A, B,C radeci zajedno obave neki posao za 10
dana. Isti posao radnici A 1 B obavili bi za 12 dana, a radnici B i C za 15

dana. Koliko dana je potrebno svakom radniku da sam obavi cijeli posao?

Uvedimo oznake:
x: broj dana potreban radniku A da sam obavi cijeli posao;
y: broj dana potreban radniku B da sam obavi cijeli posao;

z: broj dana potreban radniku C' da sam obavi cijeli posao;

1 1
1‘1:5, T = .ngg.

1
y?
Primjerice, x1 je dio posla koji radnik A moze obaviti za 1 dan. Zato

problem mozemo postaviti ovako:

102y + 10z + 10z3 = 1
1227 + 1229 =1
15z + 1523 = 1
Rjesenje ovog sustava je: x1 = %, Ty = %, T3 = %, a rjesenje postavljenog

problema: z = 30, y = 20, z = 60.
Opéenito, sustav od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica nad poljem

R je
a1121 + a2 + - + ATy = by
a21x1 + agrs + - - + awmTy, = by

(1.1)

A1 21 + Qa2 + - -+ AmnTn = by,

1
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Brojevi a;; zovu se koeficijenti sustava, a brojevi b; slobodni koeficijenti. Ko-
eficijenti sustava mogu takoder biti i kompleksni brojevi i tada govorimo o
sustavu linearnih jednadzbi nad poljem kompleksnih brojeva C.

Definicija 1.1. KaZemo da je sustav (1.1) rjesiv ako postoji (&1,...,&,) €
R"™ tako da zamjenom

wlkfl,...,wn%fn,

zadovoljavamo sve jednadzbe u (1.1).

Uvodimo sljede¢e oznake: matrica sustava, vektor nepoznanica, vektor

slobodnih koeficijenata i prosirena matrica sustava:

(255 B Q1n Z1 b1 ai; A1n \
a ... a :L’ b a ... a
A= 21 2n . r= 2 . b= .2 ’ Ap _ 21 2n }
Am1 o Amn Tn bm Am1 T Amn ‘
Sustav (1.1) mozemo zapisati u matricnom obliku
Az =b. (1.2)

U nastavku razmotit ¢emo:
e problem egzistencije rjesenja sustava (1.1);
e opce rjesenje sustava (1.1);

e Gaussovu i Gauss-Jordanovu metodu za rjesavanje sustava (1.1).

1.1 Egzistencija rjesenja

Direktnom provjerom moze se ustanoviti da vrijedi

Propozicija 1.1. Uredena n-torka (&1, ...&,) € R™ je rjesenje sustava (1.1)

onda i samo onda ako vrijedi
b= ¢&1ar + &ax + - + Enan,

gdje je A =la1,az,...,a,| stupcana reprezentacija matrice A.
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Teorem 1.1. (Kronecker—Capelli)

Sustav Ax = b je rjesiv onda i samo onda ako vrijedi

r(A) = r(4p).

Dokaz. Kako je L(ay,...,ay) potprostor u L(aq,...,an,b), vrijedi
r(A) <r(Ap).
Nadalje vrijedi:
r(A) =r(4,) <= L(ai,...,ap) = L(ay,...,an,b)

< beL(al,...,an)

> d&,...,6 €R, takoda je b= a1 + - + &nan

Prop.1.1 o
Lot (&,..., &) je TjeSenje sustava.

1.2 Opce rjesenje sustava linearnih jednadzbi

Definicija 1.2. KaZemo da je sustav (1.1), odnosno (1.2), homogen ako

vrijedi by = -+ = by, = 0, odnosno b =0 7 pisemo
Az =0. (1.3)

Propozicija 1.2. Homogeni sustav (1.3) wvijek je rjesiv. Skup svih rjesenja

Q homogenog sustava (1.3) je vektorski prostor.

Dokaz. Homogeni sustav (1.3) uvijek je rjesiv jer ima barem trivijalno rjeenje

(&1,...,6)T =(0,...,0)T.
Bududi da za uq,up € Q vrijedi Auy = 0, Aup = 0, za linearnu kombina-

ciju Auy + pue vrijedi
A(Aug + pug) = AA(ur) + pA(ug) =0,

iz Cega slijedi A\uj 4 pug € €, Sto prema Korolaru 7?7 znaci da je §2 vektorski

prostor. O
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Propozicija 1.3. Neka je A € My, b € M1, zo rjesenje sustava Ax =
b i Q wvektorski prostor rjeSenja pridruzenog homogenog sustava Ax = 0
(fundamentalni skup rjesenja).

Tada je xo + Q = {zo + u: u € Q} skup svih rjesenja nehomogenog

sustava Ax = b.

Dokaz. Kako je Axg =b1i Au =0, Yu € €, vrijedi
A(zg+u) = Azg+ Au=b+0=0>b,
iz Cega slijedi da je xp + u rjesenje nehomogenog sustava Az = b.

Obratno, pretpostavimo da je x; neko rjesenje nehomogenog sustava
Az = b. Tada je Az; = b. Oduzimanjem jednakosti {Azg = b, Ax; =
b} dobivamo A(x; — z9) = 0 iz ¢ega zakljucujemo da je x1 — ¢ rjeSenje
pridruzenog homogenog sustava, pa postoji u €  takav da je u = 21 — x,

odnosno x1 = xg + u. ]

1.3 Gaussova metoda eliminacije

Razmotrimo sustav!

r1 + 3 + 223 = -1
201 — x0 + 23 = —4 (14)
dry + w9 + 4wy = -2
Ako iz prve jednadzbe izrazimo z; = —1 — z2 — 223 i uvrstimo u drugu i

tre¢u jednadzbu, dobivamo

x| + To + 2x3 = -1
- 3%2 - 21‘3 = =2 (15)
- 3.I2 - 41’3 = 2
Ako sada iz druge jednadzbe izrazimo xo = % — %1'3 i uvrstimo u treéu
jednadzbu, dobivamo
r1 + a2 + 223 = -1
— 3{L‘2 - 21’3 = -2 (1.6)
- 21‘3 = 4

U programskom sustavu Mathematica modul za rjeSavanje sustava Az = b Gaussovom
metodom eliminacije je LinearSolve[A,b]. Ovaj modul daje partikularno rjesenje zo
sustava Ax = b.
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Ovaj postupak doveo je do gornjetrokutaste forme, a u literaturi je poz-
nat pod nazivom Gaussova metoda eliminacije. Nakon toga, postupkom
rjeSavanja unazad redom dobivamo: z3 = —2, z9 = 2, 1 = 1, odnosno
r=(1,2,—-2) € R3.

Primijetimo da smo sustav (1.5) mogli dobiti od sustava (1.4) i tako
da prvu jednadzbu pomnozimo s (—2) i dodamo drugoj jednadzbi te prvu
jednadzbu pomnozimo s (—4) i dodamo treéoj jednadzbi. Sli¢no, sustav
(1.6) mogli smo dobiti od sustava (1.5) i tako da drugu jednadzbu pomno-
zimo s (—1) i dodamo treéoj jednadzbi. U ovim operacijama prepoznajemo

elementarne transformacije.

Formalno, mogli bismo promatrati prosirenu matricu A,, na nju primi-
jeniti elementarne transformacije nad retcima i tako dobiti gornjetrokutastu
matricu. Prakti¢no, proSirenu matricu A, slijeva treba mnoziti odgovaraju-
¢im Q-elementarnim matricama:

11 2 | -1 oscanyonzn |1 L2 | -1 a1y |11
Ay=12 -1 2 | —4| @ 772770 -3 -2 | 2| 7 -3
4 1 4 | =2 0 -3 —4 | 2 0 0

1.3.1 Gauss-Jordanova metoda

Nastavljanjem primjene ()-elementarnih matrica nad retcima posljednje ma-
trice, matrica sustava prelazi u dijagonalnu formu:

112 | ] [ 0 3 e B0 0
0 -3 -2 | =2 "RV 00 -3 0 | -6 A7V 0 -3 0
0 0 -2 | 4 0 0 -2 | 4 0 0 -2
odakle direktno ¢itamo vrijednosti nepoznanica: x3 = —2, x9 = 2, z1 = 1.

Zadatak 1.1. Rijesite sustav linearnih jednadzbi iz Primjera 1.1.

Zadatak 1.2. Kirchoffovi zakoni.
1.3.2 Trazenje opceg rjesenja sustava (1.1) Gaussovom meto-
dom eliminacije

Definicija 1.3. Dva sustava linearnih jednadzbi su ekvivalentna ako imaju

jednaki broj nepoznanica i isti skup rjesenja.
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Primjedba 1.1. Primijetite da primijenimo konacno mnogo elementarnih
transformacija nad jednadzbama sustava (1.1) dobivamo sustav koji je ekvi-
valentan polaznom.

Primjer 1.2. Gaussovom metodom eliminacije potrazimo opce rjeSenje nize
navedenog sustava.

r1 + xr2 + r3 + T4 + s = 7
3r1 + 2z2 + T3 + x4y — 35 = —2
ro + 223 + 2x4 + 6x5 = 23

51y + 4z + 3x3 + 3x4 — rs = 12

Primjenom elementarnih transformacija nad retcima prosirene matrice
dobivamo

1111 1 | 7 11 1 1 1 | 7

L |32 1 1 =3 | =2l emn@esn |0 -1 —2 -2 -6 | -23

PT 1001 2 2 6 | 23 0o 1 2 2 6 | 23

5 4 3 3 -1 | 12 0 -1 -2 -2 —6 | -23

1 1 1 1 1 | 7 1 0 -1 -1 -5

Q-1 |0 1 2 2 6 | 23| @(-12Q3(-1;2)Qa(1;2) |0 1 2 2 6
“ lo 1 2 2 6 | 23 ~ 00 0 0 0
0o -1 -2 -2 -6 | -23 0 0 0 0 0

Ako za vrijednost nepoznanice x3 uzmemo proizvoljni parametar A\; € R,
za T4 parametar Ay € R i za x5 parametar A3 € R, onda iz zadnje matrice

¢itamo
1= —16 4+ A1 + Ay + 53,
Tro = 23 — 2)\1 - 2)\2 - 6)\3

Zato opce rjesenje sustava u skladu s (??) mozemo zapisati kao

T =20+ A1u1 + Aaug + Asug,

gdje je
—16 1 1 5
23 —2 —2 —6
To = 0], wa=|1], u2=1]0], us=10
0 0 1 0
0 0 0 1

Primjer 1.3. Gaussovom metodom eliminacije potrazimo opce rjesenje nize
navedenog sustava.

1 + x2 + 4wz + 34 = 5
+ 22 + x3 + 24 = 3
1 + x2 + 4dx3 + 34 = 5

-16
23
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Opce rjesenje sustava u skladu s (?7) mozemo zapisati kao

T = o + Atur + Aqua,

gdje je

2

Tro = 3 uy =
0 )
0

Zadatak 1.3. Gaussovom metodom eliminacije pokazite da je opce rjesenje
sustava

2x1 — 2rs + T3 — T4 + Trs = 1
1 + 2ry  — T3 + T4 — 205 = 1
4r; — 1022 + bxs — bxs + Trs = 1
207 — 14 + Txs — Txy + 1laxzs = -1
zadano s x = xg + A\ju1 + Aqug + Asus, gdje je g = (%, %,O,O,O)T, Uy =
T

(0) %7 ]-7 07 0)T7 U2 = (07 _%7 07 17 0)T7 us = (_%7 %)0)07 ]-) .

Opéenito, ako je A € Myp, b € My,1 i 7(A) = r < n, onda primjenom
elementarnih transformacija nad retcima proSirene matrice A, dobivamo
ekvivalentnu matricu

10 0 | e o ah | K]

01 0 | a’l2,7"+1 T a/2n | bl2

I R A I R A

Ap: o0 - 1 I Arrt1 "7 Opp | br

0 0 [ I S A

z | o

0 0 0] o0 o | o |

i sustav

T +eot + a/1,1'+1‘7:7”+1 +ooet alln‘rn = /1
€2 +---+ + a/27r+133r+1 4+ a,ann = /2
Iy + CL{,.7T+1.’L‘T+1 + 4 a;ﬂnxn = b;‘
0-z1+ O-290 +---4+ 0.2 + O0-2p41 +---4 02, = b

(1.7)
Sukladno Kronecker-Capellijevom teoremu sustav (1.7) je rjesiv onda i

samo onda ako je
;”+1:"':b;n:0' (1.8)
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Ako je barem jedan od brojeva b;. ¢, ..., by, razli¢it od nule, sustav nema

rjesenja jer bi u tom slucaju bilo r(4,) =r+1 > r =r(A).
Razmotrimo detaljnije slucaj (1.8). U tom slucaju proirena matrica A;,
postaje

[1 0 -+ 0 | @j,qq -+ ay, | 0]
0 1 0 ‘ a/2,r+1 U a’l2n | b/2
HE | : N
0 0 1 ‘ a;“,rJrl U a;”n | b;" )
0 0 o] 0 - 0 | 0
SR T

00 -+ 0 | 0 o0 | 0]

odakle odmah dobivamo partikularno rjesenje nehomogenog sustava g =
(b7, 05,6}, 0,..., 0)T

U cilju pronalazenja baznih vektora uq,...,u,—, pripadnog vektorskog
prostora €2, razmotrimo matricu ekvivalentnu odgovarajucoj prosirenoj ma-
trici pripadnog homogenog sustava

(10 - 0 | dy,yy - ahy | O]
!/ !/
01 - 0| Ay py1 0 Qop | 0
00 1 [ dyyy - a, |0
00 -~ 0 | 0 w0 | o
0 0 -~ 0 | 0 o0 ] 0
Direktnom provjerom moze se utvrditi da su vektori
__all,r+l_ __all,r+2- __a/ln_
_a/2,r+1 _a/2,r+2 _al2n
/ / /
_ar,r+1 _ _ar,r+2 L. — —Qpp
Uy = 1 3 U2 = 0 5 5 Un—r O
0 1 0
L 0 | L 0 | L 1 |

rjesenja pripadnog homogenog sustava. Zasto su ovi vektori linearno neza-
visni?
Opce rjesenje sustava sada mozemo zapisati kao (vidi takoder (?7))

n—r

{L‘:l'o—l-Z)\iui, My Apr € R, (1.9)

=1

Sto je opée rjeSenje homogenog sustava Az = 0, A € M, ako je r(A) = n?
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Zadatak 1.4. Odredite opée rjeSenje sustava

r1 — 2x2 + x3 — T4 + x5 = 0
a) 2r1  + ro — x3 + 2x4 — 3xz5 = 0
3r1 — 2x2 — x3 + T4y — 225 = 0
2c17 — bBxos 4+ x3 — 2x4 + 2x5 = 0
2r1 + x2 — ®3 — T4 + x5 = 1
b) xr1 — T2 + xr3 + xe — 225 = 0
31 + 3x2 — 3x3 — 3x4 + 4dxs = 2
41 + bDx2 — brs — dbry + Tzs = 3

Rjesenje: a) T = xo+A1urt+Aeuz, xo =0, u; = (—%, —%, %,1,0)T, Uy = (£7 %, —%,0, 1)T,
A1, d2 €R.
b) @ = zo + Aur + Xouz + Asus, zo = (3,%,0,0,007,  w = (0,1,1,0,0)", wux =

(0,1,0,1,0)", us = (%,-2,0,0,1)", A1, A2, X3 €R.

1.4 Gaussova metoda kao LU-dekompozicija

Kao sto smo pokazali u prethodnoj tocki, konacnom primjenom elementar-
nih transformacija samo nad retcima matrice A € M,,,, moze se odrediti njoj
ekvivalentna gornjetrokutasta matrica. Naravno, slicno moze se odrediti i
njoj ekvivalentna donjetrokutasta matrica.

Nadalje, detaljnije éemo razmotriti sluc¢aj kvadratne matrice A € M,,.
U nekim sluéajevima moze se odrediti njoj ekvivalentna gornjetrokutasta
(donjetrokutasta) matrica kona¢nom primjenom elementarnih transforma-
cija samo nad retcima matrice A € M,,, a da pri tome ne koristimo izmjenu

redaka.

Primjer 1.4. Navedimo primjer matrice A € M3 za koju to nece biti moguce

Q2(—1;1)-Q3(—-1;1)

~

— = =
[NCRER
— N
S O =
—_ O

1
1
0

Nadalje, bez izmjene drugog i treceqg retka nije moguce dobiti gornjetrokutastu

matricu.

Zadatak 1.5. Konstruirajte primjer kvadratne matrice koji ée pokazati da
bez izmjene redaka nije uvijek mogucée dobiti ekvivalentnu donjetrokutastu

matricu.
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Pretpostavimo dakle, da smo kvadratnoj matrici A € M, uspjeli odrediti
njoj ekvivalentnu gornjetrokutastu matrica U € M, kona¢nom primjenom
elementarnih transformacija samo nad retcima te matrice, a da pri tome
nismo koristili izmjenu redaka. To znaci da postoje Q-elementarne matrice
Q1,...,Q, takve da je

U=Q, --Q1-A. (1.10)

Pri tome lako se vidi da se to moze posti¢i samo primjenom elementarnih
matrica oblika @Q;()\; 7) i da je pri tome i > j (neki redak pomnozimo brojem
A i dodamo nekom drugom retku ispod njega). Zato je matrica Q;(A;J),
i > j, donjetrokutasta s jedinicama na glavnoj dijagonali. Primijetimo da
je i njena inverzna matrica Q;(—\;7) takoder donjetrokutasta s jedinicama
na glavnoj dijagonali. Zato iz (1.10) dobivamo

A=Qr Q7T (1.11)

T

pri cemu su sve matrice Qfl, ..., Q;"! donjetrokutaste s jedinicama na glav-
noj dijagonali.
Lema 1.1. Produkt dvije kvadratne gornjetrokutaste (donjetrokutaste) ma-

trice A, B € M, je ponovo gornjetrokutasta (donjetrokutasta) matrica.

Dokaz. Dokazimo lemu za slucaj gornjetrokutastih matrica (a;; = bj; = 0

zai>j)
ail a2 - GQlp b1 b2 bin
A— 0 ax - am . B= 0 by -+ bay
0 0 - an, 0 0 - by,

Ozna¢imo C' := A - B. Treba pokazati da je ¢;; = 0za i > j. Zai > j

dobivamo
n i—1 n
Cij =Y bk = Y airbrs + aibij + D airby;.
k=1 k=1 k=i+1
i—1

Prva suma ) a;;by; iS¢ezava jer je u njoj k < i — 1 < i pa su svi a;; u

toj sumi jedn_aki nuli. Drugi ¢lan jednak je nuli jer je ¢ > j pa je b;; = 0.



1.4. GAUSSOVA METODA KAO LU-DEKOMPOZICIJA 11

n
Konacno, i druga suma ) a;;by; iSCezava jer je unjoj k > i+1>14>j
k=i+1
pa je u toj sumi by; = 0. O

Zadatak 1.6. Pokazite da je produkt dviju kvadratnih gornjetrokutastih (do-
njetrokutastih) matrice A, B € M, s jedinicama na glavoj dijagonali ponovo
gornjetrokutasta (donjetrokutasta) matrica s jedinicama na glavoj dijago-

nali.

Primjedba 1.2. Koristeéi Lemu 1.1, odnosno rezultat Zadatka 1.6, zaklju-
cujemo da je produkt matrica L := Q7' ---Q;' iz (1.11) donjetrokutasta

matrica s jedinicama na glavnoj dijagonali. Time (1.11) prelazi u
A=L.-U, (1.12)

gdje je L donjetrokutasta matrica s jedinicama na glavoj dijagonali, a U gor-
njetrokutasta matrica. Rastav A = LU nazivamo LU-dekompozicija matrice
A.

U opéem slucaju moze se pokazati (vidi primjerice [T ]) da postoji (mo-
guce je konstruirati) LU-dekompozicija kvadtatne matrice A € M, ako su

svi njezing glavni minori

ailp a2

Ay =ay, Ay=
as; a2

, e, Ap=detA

razliciti od nule.
Ako ovaj uvjet nije ispunjen, onda je moguce naciniti L U-dekompoziciju

matrice PA, gdje je P matrica permutacija redaka (vidi primjerice [1, str.117]).

Primjer 1.5. Provjerimo je li LU-dekompozicija matrice A provediva i ako

jest, pronadimo matrice L ¢ U

1 1 0
A=13 0 5
-3 0 —4

Bududi da je Ay = 1, Ay = ‘ = =3, Az = det A = —3, postupak je

11
30
provediv.
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1 1 0
Dobivamo U = Q3(1;2) - Q3(3;1) - Q2(—3;1)-A= [0 -3 5| i
0 0 1
1 0 0
L=0Q2(3;1)-Q3(=3;1)-Q3(-1;2)= | 3 1 0].
-3 -1 1

Provjerite je i LU = A.

Zadatak 1.7. Ustanovite je li moguéa LU-dekompozicija nize navedenih ma-

trica te ako je moguca, pronadite odgovarajuée matrice L i U.

1 1 =2 1 -1 2 é;l_Qlj
o) [4 4 4l ) =2 0 2, 9|, T, 4
—4 2 —4 -1 -1 0

4 -1 -1 -1

Rjeéenje: a) LU-dekompozicija ove matrice nije moguca jer je Ay = 0,

Lo o Lo 100 o
b)L = |-2 1 0|, U = [0 —2 6,c)L:O_1/2 N
-1 1 1 0 0 -4

4 3/2 -15/7 1
1 -1 2 -2
0 2 -1 -1
0 0 7/2 -—7/2|
0 0 0 1

* %k ok ok ok

Razmotrimo ponovo problem rjesavanja sustava linearnih jednadzbi
Az = b, (1.13)

gdje je A € M,, kvadratna matrica za koju je moguce provesti LU-dekompoziciju
A= LU. U tom slucaju sustav (1.13) glasi

LUz =b. (1.14)

Uz supstituciju
Uz = z, (1.15)

sustav (1.14) prelazi u donjetrokutasti s jedinicama na glavnoj dijagonali

Lz=b. (1.16)
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Ovaj sustav se lako rjesava supstitucijom unaprijed (vidi [2]) pocevsi s 1
(Forward Supstitution). Oznac¢imo njegovo rjesenje sa z*.

Ako sada vektor slobodnih koeficijenata sustava (1.15) zamijenimo sa z*,
dobivamo gornjetrokutasti sustav koji se lako rjesava supstitucijom unazad
(vidi [2]) pocevsi s x,, (Back Supstitution). Oznacimo njegovo rjesenje s z*.
Primjer 1.6. Rijesimo sustav Ax = b, gdje je A matrica iz Zadatka 1.7.0,
a vektor slobodnih koeficijenata b = (5, —2,—1)T.

Najprije supstitucijom unaprijed rijesimo donjetrokutast sustav Lz = b. Dobivamo
z* = (5,8, —4)T. Nakon toga supstitucijom unazad rijesimo gornjetrokutast sustav Uz =
z*. Dobivamo z* = (2, —1,1)%.
Zadatak 1.8. Rijesite sustav Ax = b, gdje je A matrica iz Zadatka 1.7.b, a
vektor b jedan od vektora by = (7,2, —7)1, by = (0, —4,4)T, b3 = (2, -8, —6)T.

Rjesenje: z' = (3,4,4)7, 2° = (0, -4, -2)7, 2* = (4,2,0)7.
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