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Poglavlje 1

Vektori u ravnini i prostoru

Neka je E skup toc¢aka u prostoru, a A, B € E dvije proizvoljne tocke. Tada
skup svih tocaka na pravcu odredenom tockama A, B, a koje leze izmedu
tocaka A i B zovemo duZinom i oznac¢avamo s AB. Ako primjerice, tocku
A proglasimo pocetnom, a tocku B zavrsnom, onda takvu duzinu nazivamo

usmjerenom duzinom i oznac¢avamo s AB.

—
Definicija 1.1. KaZemo da su dvije usmjerene duZine fﬁ, A’'B’ ekviva-
lentne i pisemo AB ~ A'B onda ako postoji translacija prostora koja tocku
A prevodi u A, a tocku B u B’.

Primjedba 1.1. Primijetimo da za dvije ekvivalentne usmjerene duZine zﬁ
i A'B" vrijedi
e
o« AB i A'B su paralelne;

—
° A§ i A’B’ imaju istu orijentaciju, odnosno imaju isti vizualni smisao

kretanja od pocetne prema zavrsnoj tocki;
T
« AB i AR imagu istu duljinu', koju emo oznaciti s HEH, odnosno s

—
|4 B[

Primjedba 1.2. Primijetimo jos da je ekvivalencija usmjerenih duzina jedna

relacija ekvivalencije, tj. da vrijedi

U literaturi se za duljinu usmjerene duzine pojavljuju jos i izrazi: norma, intenzitet,
modul.
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1. AB ~ AB (refleksivnost)
9. AB ~ CD — CD ~ AB (simetri¢nost)
3. AB ~ CDNCD ~ EF = AB ~ EF (tranzitivnost)

Sada mozemo definirati osnovni pojam — pojam vektora:

Definicija 1.2. Vektor d je klasa ekvivalencije svih medusobno ekvivalentnih

usmjerenth duzina,
i = [AB] = {PQ : PG ~ AB)

Svaku usmjerenu duzinu ]@ ekvivalentnu usmjerenoj duzing ﬁ nazivamo
reprezentant vektora d. Pritome pod normom vektora podrazumijevamo
duljinu bilo kojeg reprezentanta, a oznacit éemo ju s ||d||.

U daljnjem tekstu ¢esto ¢emo govoriti o vektoru, a crtat ¢emo neki njegov

reprezentant.

Primjer 1.1. Nulvektor je klasa ekvivalencije svih usmgjerenih duZina koje

imaju istu pocetnu i zavrsnu tocku. Oznacavat éemo ga s 0, pri cemu je
0] = o.

Jedini¢ni vektor zvat éemo svaki vektor € za koga je ||€]] = 1.

Suprotni vektor wvektora @ je klasa ekvivalencije svih usmgjerenih duZina
koje imaju suprotnu orijentaciju od orijentacije usmjerenih duzina vektora

a i oznacavamo ga s (—a).

Primjedba 1.3. Ako je O proizvoljna, ali fiksna tocka u prostoru E, a d
dani vektor, onda postoji jedinstvena tocka P € E, takva da je d = [O?]
(vidi Sliku 1.1).

Sl
e

O
Slika 1.1:
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Navedimo jos nekoliko ¢esto koristenih pojmova.

e kazemo da su dva ili vise vektora kolinearni ako njihovi reprezentanti

leze na istom ili na paralelnim pravcima;

e kazemo da su tri ili viSe vektora komplanarni ako njihovi reprezentanti

leze u istoj ili u paralelnim ravninama.

U daljnjem tekstu koristit ¢emo sljedeée oznake [7]:

X (F) — skup svih vektora u prostoru F;
X (M) — skup svih vektora u ravnini M;
X (p) — skup svih vektora na pravcu p.

Ako izaberemo jednu fiksnu tocku O € FE, onda svakoj tocki P € E
pripada jedinstvena usmjerena duzina OT%, koju zovemo radijvektor ili
vektor polozaja [1, 5, 7] (vidi takodjer Dodatak: Vektori u [13]). Skup svih

ovakvih radijvektora oznacit ¢emo s
Xo = Xo(E) := {OP : P € E}.
Ocigledno postoji bijekcija (obostrano jednoznacéno preslikavanje) izmedu
skupova F i Xj.
Zadatak 1.1. Napisite definiciju realacije ekvivalencije.
a) U skupu Z definirana je relacija ,,djeljivosti” na sljedeéi nacin: Cijeli broj

a je u relaciji p s cijelim brojem b i pisSemo apb ako je a djeljiv s b. Zasto

relacija p nije relacija ekvivalencije?

b) Koje od sljedecih relacija nisu relacije ekvivalencije u skupu Xo(E)? Za-
sto?

a) paralelnost b) okomitost c¢) kolinearnost d) komplanarnost

1.1 Operacije s vektorima
1.1.1 Zbrajanje vektora

Zbrajanje vektora je binarna operacija, tj. funkcija dviju varijabli + : X (E)x
X(E) — X(E). Za dva vektora @, b € X (E) definiramo novi vektor @ := a+b
pravilom trokuta (vidi Sliku 1.2.a) ili pravilom paralelograma (vidi Sliku 1.2.b).
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a) Pravilo trokuta b) Pravilo paralelograma

b

T

Slika 1.2: Pravila za zbrajanje vektora

Binarna operacija zbrajanja vektora ima svojstvo zatvorenosti ili grupo-
idnosti, tj. rezultat operacije zbrajanja dva vektora opet je jedan vektor.

Pored toga,

(i) vrijedi svojstvo asocijativnosti, tj. za svaka tri vektora a, b,Ce X(E)
vrijedi:
(@+b) +c=a+ (b+0);

(ii) postoji neutralni element 0, tako da za proizvoljni vektor @ € X (E)

vrijedi: @+ 0 = @;

(iii) za svaki vektor @ € X(F) postoji inverzni element — suprotni vektor
(—a), takav da vrijedi:
a+(—a) =0;

(iv) vrijedi zakon komutacije, tj. za svaka dva vektora @,b € X (E) vrijedi:
G+b="b+a

Navedena svojstva lako se mogu ilustrirati. Primjerice, svojstvo asocija-
tivnosti ilustrirano je na Slici 1.3.

Skup svih vektora u prostoru snabdjeven racunskom operacijom zbraja-
nja i prethodno navedenim svojstvima nazivamo komutativna ili Abelova
grupa? i oznacavamo s (X (E), +).

Zadatak 1.2. Definirajte binarnu operaciju zbrajanja na skupu Xo(E) i na-

vedite njena svojstva.

*Niels Abel (1802-1829), norveski matematicar.



1.1. OPERACIJE S VEKTORIMA 5

Slika 1.3: Tlustracija svojstva asocijativnosti zbrajanja vektora

Primjer 1.2. Odaberimo reprezentante vektora d, g,c" tako da oni leZe na
stranicama trokuta i da bude @= G+ b (vidi Sliku 1.4.a). Kako je u svakom
trokutu duljina jedne njegove stranice manja od zbroja duljina preostale dvije,
vrijedi tzv. nejednakost trokuta

1€l = lla@ + ol < flafl + [[b

Pri tome jednakost vrijedi u slucaju ako su vektori Ei,g kolinearns.

a) Nejednakost trokuta b) Oduzimanje vektora

Slika 1.4: Tlustracija nejednakosti trokuta (lijevo) i oduzimanja vektora (desno)

Primjedba 1.4. Oduzimanje vektora mozZemo definirati preko zbrajanja, ko-



6 POGLAVLJE 1. VEKTORI U RAVNINI I PROSTORU

risteci inverzni element (suprotni vektor — vidi Sliku 1.4.b):
a—b=a+ (—b).

Primjedba 1.5. MnoZenje vektora prirodnim brojem mozZemo definirati in-
duktivno:
n-a=Mm-1)-ad+d, 1-a=a.

Zadaci’

Zadatak 1.3. Zasto skup NU{0}, snabdjeven binarnom operacijom zbrajanja

i skup cijelih brojeva snabdjeven binarnom operacijom mnozenja nisu grupe?

Zadatak 1.4. Neka je G skup svih kompleksnih brojeva razli¢itih od nule
oblika a + ibv/2, gdje su a i b racionalni brojevi, tj. G = {z € C : z =
a+ibyv2, a,becQ)\{0}}. Pokazite da je G Abelova grupa s mnozenjem
kompleksnih brojeva kao binarnom operacijom. Sto je neutralni element u
ovoj grupi? Sto je inverzni element elementa z = a + i by/2 ?

S T _ ;b
Rjesenje: e =1; 27" = 5 — Za2+2b2\/§

Zadatak 1.5. Neka je G = {1, —1, i, —i} C C podskup u skupu kompleksnih
brojeva. Pokazite da je G Abelova grupa s mnozenjem kompleksnih brojeva

kao binarnom operacijom. Sto je neutralni element u ovoj grupi ? Napravite
tablicu mnozenja za ovu grupu.

Rjesenje: e =1

Zadatak 1.6. Zadan je trapez Cije su stranice usmjerene duzine E, B.C>', D?, E
kao na slici, pri ¢emu je ﬁ =2 l% . Prikazite usmjerenu duzinu B? po-

mocu usmjerenih duzina AB i AD. [B—C)” — AD - %E]

Zadatak 1.7. Matematickom indukcijom dokazite generaliziranu nejednakost

trokuta

n n
> dil[ < > llall.
=1 =1

3Studenti trebaju pisati Domade zadade koje ¢e dobivati na Vjezbama iz ovog
predmeta i Domacde zadale za studente koji preferiraju bolju ocjenu koje mogu
preuzeti sa web-stranice predmeta http://www.mathos.unios.hr/index.php/nastava/
preddiplomski-studij-matematika/182 Zadade se piSu koriStenjem KTEX [17] i Salju
voditelju Vjezbi u pdf-formatu
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D C

Kada ¢e u ovoj nejednakosti vrijediti jednakost?

1.1.2 MnozZenje vektora sa skalarom

Mnozenje vektora sa skalarom je funkcija dviju varijabli - : R x X(F) —
X(F). Za realni broj A € R i vektor @ € X(F) definiramo novi vektor
b:= \-d kao na Slici 1.5.

Q

b
[Se ] A

b=\d (A <0)

Slika 1.5: Mnozenje vektora sa skalarom

Primijetite da se analogno moze definirati mnozenje vektora sa skalarom
na skupu Xo(E).

Zadatak 1.8. Za zadane vektore @,b € X (M) nacrtajte vektor @ — 2b.

Zadatak 1.9. Pokazite da se dijagonale paralelograma medusobno raspolav-

ljaju.

Primjer 1.3. Treba dokazati da postoji trokut sa stranicama koje su jednake

i paralelne s teZisnicama bilo kojeg zadanog trokuta (vidi Sliku 1.6).
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Slika 1.6: Slika uz Primjer 1.3

Koristeéi prethodni zadatak, dobivamo:

f, = L(AB+40),
i, = L(BA+BO),
i, = LCA+CB),

odakle zbrajanjem dobivamo , + &, + . = 0.
U kontinuitetu sa svojstvima koja vrijede za zbrajanje vektora, navedimo

i svojstava koja vrijede za mnozenje vektora sa skalarom:

(v) za dva vektora @,b € X(E) i A € R vrijedi distributivnost obzirom na
vektorski faktor: A(@+ b) = A@ + Ab;

(vi) za dva skalara A\, u € R i vektor @ € X (FE) vrijedi distributivnost obzi-
rom na skalarni faktor: (A + p)@ = Ad + pa;

(vii) za dva skalara A\, € R i vektor @ € X (E) vrijedi svojstvo kvaziasoci-

jativnosti: (Ap)ad = A(ud);
(viii) za bilo koji vektor @ € X (E) vrijedi: 1-ad = a.

Svojstvo (v) proizlazi iz sliénosti trokuta i ilustrirano je na Slici 1.7.
Svojstva (vi) i (vit) dokazuju se posebno za svaku kombinaciju predznaka
skalara A i g (vidi [7]).
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Slika 1.7: Tlustracija distributivnosti mnoZenja sa skalarom

Skup X(F) snabdjeven binarnom operacijom zbrajanja i operacijom
mnozenja sa skalarom, koje imaju navedenih osam svojstava nazivamo vek-
torski prostor i oznacavamo s (X(FE),+,-) [1-11, 15, 16, 18]. Analogno
se definiraju i vektorski prostor (X (M), +,-) u ravnini i vektorski prostor
(X(p),+,+) na pravcu. Kako je X(M) C X(F), reéi ¢emo da je vektorski
prostor (X (M), +,-) vektorski potprostor u (X(F),+,). Nadalje ¢emo
ove vektorske prostore oznacavati samo s X(E), X (M), X (p).

Primjedba 1.6. Ako su Ei,g dva kolinearna vektora, tada postoji pravac p
—
i tocke O, A, B € p takve da je d = OA,b= Og, pri cemu je

HE’H/H@’H, ,5 imaju 1stt smjer
b

- a
b= M\d, gdje je = { S R
—loll/llall, a,

su suprotnog smjera
Matematicku strukturu (X, +, -) zovemo vektorski prostor radijvek-
tora (detaljnije vidi [1]), pri ¢emu je + : X x Xo — X zbrajanje sa svoj-

stvima?

-,

(i) (Va,b,ée Xo) (@+b)+é=d+ (b+¢&) [asocijativnost]

(i) (30€ Xo) (Vae Xo) @a+0=0+a=a [0 je neutralni element za

zbrajanje]

Q

(iii) (V@ € Xo)(Ad € Xo) d@+a +d@ =0 [inverzni element:

—

a'=—al]

(iv) (Va,be Xo) @+b=>b+a [komutativnost]

“Prije toga uvesti univerzalni (V) i egzistencijalni (3) kvantifikator t. 6.1
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-1 R x X9 — X¢ mnozenje sa skalarom sa svojstvima

(v) (Va@,be Xo) (VA ER) ANa@+b)=Ad+Ab [distributivnost u vektor-
skom faktorul]

(vi) (Vae Xo) VA, peR) (A+p)d =X d+ud [distributivnost u skalar-
nom faktorul]
(vii) (Vad € Xo) (VA ueR) (Ap)d = Aud) [kvaziasocijativnost]
(vil) (Vade Xy) 1-a=a
Primjeri vektorskih prostora
* X(E)7 X(M)v X(p), Xo;
e Skup R"” = {(ay,...,a,): a; € R}, mn=1,2,... s racunskim opera-
cijama
(a1y...,an) + (b1,...,bn) = (a1 +b1,...,an + by) (zbrajanje)
AMaty ... an) = (Aag, ..., Aay) (mnozenje sa skalarom)

e Skup C" s odgovarajuéim racunskim operacijama zbrajanja i mnoZenje

sa skalarom;

e Skup polinoma P, stupnja manjeg ili jednakog n s realnim koefici-
jentima (uklju¢ujuéi i polinom nultog stupnja) snabdjeven ra¢unskim
operacijama
zbrajanja:

(a4 art + - + ant™) + (bo + byt + - - - + byt™)

= (ap +bo) + (a1 +b1)t + -+ + (an + by )t",
mnozenja sa skalarom:
Maog +ait+ -+ ant™) = (Aag) + (Aar)t + - - - + (Aay)t".

e Skup C([a,b]) svih neprekidnih funkcija definiranih na segmentu [a, b]
snabdjeven racunskim operacijama

(f+9)t)=f@1)+g(t), te]a,b] (zbrajanje)
(AN)(t) = Af(t), t€E[a,b] (mnoZenje sa skalarom)
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1.1.3 Potprostor

Definicija 1.3. Neka je X vektorski prostor nad poljem R 1Y C X, Y # ().
Ako je (Y,+,-) vektorski prostor nad poljem R s istim operacijama iz X,
onda kaZemo da je'Y potprostor u X ¢ pisemo Y C X.

Primjerice Xo(M) i Xo(p) su potprostori u Xo(E).

Sli¢no, za @ € Xo(M) njegova linearna ljuska L(@) = {\d: A € R} je
potprostor u Xo(M).

Trivijalni vektorski potprostori vektorskog prostora X su {0} i sam X.

Lako se moze provjeriti da vrijedi:

Propozicija 1.1. Neka je X wektorski prostor nad poljem R 1Y C X,
Y # 0. Tada je' Y potprostor uw X onda i samo onda ako vrijedi

(i) a+beY, VabeY
(i) \a€Y VaeY,VAXeR

Korolar 1.1. Neka je X wvektorski prostor nad poljem R i Y C X, Y # ().

Tada je Y potprostor u X onda i samo onda ako vrijeds

(i’) Me +puy €Y, Vr,yeY, Vi\ueR

1.2 Linearna zavisnost i nezavisnost vektora

Definicija 1.4. Ako su dy,...,d, € Xg vektori, a A1..., A, € R skalari,
tada vektor @ = Mdy + - + M@n € Xo nazivamo linearna kombina-
cija vektora ay,...,d,. KaZemo jos da je vektor d rastavljen (razvijen) po

vektorima d1, . .., dy.

Pogledajmo dva jednostavna fizikalna primjera (vidi Sliku 1.8):

e na tijelo na kosini djeluje sila teza F , koju po pravilu paralelograma
rastavljamo na sile ﬁl i ﬁg: F= ﬁl + ﬁg;

e na tijelo u vodi djeluje vucna sila ﬁ, koju takoder rastavljamo po

pravilu paralelograma na sile ﬁl i ﬁg: F= ﬁl + ﬁg;

Navedene rastave mozemo zapisati kao 1- F + (—1) - Fy + (=1) - Fy = 0.
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iyl
A
F
N EEE—— ]
| A N )
j2) F
Slika 1.8: Rastav sile
Definicija 1.5. KaZemo da je skup vektora dy,...,d, € Xo linearno neza-

visan ako njihova linearna kombinacija iscezava jedino na trivijalan nacin:

U protivnom kazZemo da je skup vektora linearno zavisan, tj. postoji barem

jedna njihova linearna kombinacija koja iscezava na netrivijalan nacin, tj.
M@+ -+ Mdn =0 pricemu I\ £0.

Primjer 1.4. Ako skup vektora di,...,d, sadrzi nulvektor, on je linearno

zavisan.

Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je bas prvi vektor

a1 nulvektor. Tada mozemo utvrditi da vrijedi:
1-0+0-dg+---+0-d, =0,

pa smo na taj na¢in pronasli jednu linearnu kombinaciju vektora dy, ..., d,,
koja isCezava na netrivijalan nacin.

Primijetite da su sile ﬁ, ﬁl, F, iz fizikalnih primjera s pocetka odjeljka
takoder linearno zavisne. Sljedeéi teorem ukazuje nam kako se na jedan
operativniji na¢in moze ustanoviti® je li skup vektora linearno zavisan ili

nezavisan.

Teorem 1.1. Skup vektora dy,...,d, € Xg je linearno zavisan onda i samo
onda ako se barem jedan od njih mozZe prikazati kao linearna kombinacija
ostalih.

5Prije toga na jednostavnom primjeru objasniti pojam: nuzno i dovoljno t. 6.2
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Dokaz. (Nuznost) Pretpostavimo da je skup vektora di,...,d, € Xo
linearno zavisan. Po prethodnoj definiciji to znaci da postoji njihova linearna
kombinacija koja iSCezava na netrivijalan nac¢in. Bez smanjenja opéenitosti

pretpostavimo da je \@; + - -+ + Andp = 0, a da je pri tome A\, # 0. Tada

i —(—AQ)a - +<—A”)a
1= )\1 2 )\1 n -

mozemo pisati

(Dovoljnost) Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je d; =
Bods + - - - + Bndy iz Cega slijedi
1-@ 4 (—B2)a@z + -+ (—Bn)@n = 0.

Po definiciji to znaci da su vektori aq,...,d, € Xy linearno zavisni. &

Primjer 1.5. Bilo koja dva vektora @,b € Xo(p) su linearno zavisna (mak-

simalni moguéi broj linearno nezavisnih vektora u Xo(p) je jedan).

2y
<
=

@

Slika 1.9: Linearna zavisnost dvaju vektora @,b € X (p)

Primjer 1.6. Bilo koja tri vektora @,b,¢ € Xo(M) su linearno zavisna

(maksimalni moguéi broj linearno nezavisnih vektora u Xo(M) je dva).

Slika 1.10: Lincarna zavisnost triju vektora @, b, € Xo(M)

Primjer 1.7. Bilo koja cetiri vektora d, 5,5, de Xo(E) su linearno zavisna

(maksimalni moguci broj linearno nezavisnih vektora u Xo(E) je tri).
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Zadatak 1.10. Pokazite da su dva vektora @,b € Xo(M) kolinearna onda i

samo onda ako su linearno zavisna.

Zadatak 1.11. Pokazite da su tri vektora @,b, & € Xo(E) komplanarna onda

i samo onda ako su linearno zavisna.

Teorem 1.2. Ako su @,b € Xo(M) dva linearno nezavisna vektora u rav-
nini, tada se svaki vektor ¢ € Xo(M) na jedinstven nacin® moZe prikazati

(rastaviti) kao linearna kombinacija vektora @, b.

Dokaz. Prema Primjerul.6 vektori a, 5, € su linearno zavisni pa prema
Teoremu 1.1 vrijedi
= \a+ pb. (1.1)

U svrhu dokaza jedinstvenosti ovog rastava, pretpostavimo suprotno, tj.
pretpostavimo da se vektor ¢ barem na jos$ jedan nacin moze prikazati po-
moéu vektora @ i b:

c=Na+u'b (1.2)

Oduzimanjem jednakosti (1.1), (1.2) dobivamo
(A= X)d+ (u— )b = 0.

Kako su vektori @, b linearno nezavisni, slijedi: A = X & p =4/, &
Na slican nac¢in moze se dokazati i sljede¢i teorem.

Teorem 1.3. Ako su d, 5, ¢ € Xo(FE) tri linearno nezavisna vektora u pros-

toru, tada se svaki vektor d € Xo(E) na jedinstven nacin moze prikazati

(rastaviti) kao linearna kombinacija vektora @,b,c.

Zadatak 1.12. Neka je O € F fiksna tocka i neka tocka C' € F dijeli duzinu
AB u omjeru 3 : 1, tj. d(A,C) : d(C,B) = 3 : 1. Vektor oC prikazite kao
linearnu kombinaciju vektora OA i OB.

Rjesenje: O? = i0_1>4+%0?.

Zadatak 1.13. Provjerite jesu li vektori: @ = 5i — j+ 312, b=>5i+ 25 —
E, = —5i—8j + 9k linearno zavisni.

Rjesenje: Jesu, ¢ = 2d — 3b.

5Prije toga na jednostavnom primjeru objasniti princip kontradikcije, t. 6.3
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1.3 Baza vektorskog prostora. Koordinatni sustav
Definicija 1.6.

Uredena trojka (€1, €a,€3) linearno nezavisnih vektora iz Xo(E) zove

se baza vektorskog prostora Xo(F).

Ureden par (€1, ) linearno nezavisnih vektora iz Xo(M) zove se baza

vektorskog prostora Xo(M).

Svaki nenul vektor (€) iz Xo(p) ¢ini bazu vektorskog prostora Xo(p).
Neka je @ € Xo(E), a (€1,€&,¢€3) baza u Xo(F). Tada vektor @ na

jedinstven nacin mozemo zapisati
a = a1€] + as€s + asés.

Brojeve a1, az, az zovemo koordinate (komponente) vektora @ u bazi (€1, €2, €3).
Sada prirodno slijede pravila za zbrajanje vektora i mnozenje vektora sa

skalarom ako su oni zadani sa svojim koordinatamas:

@+b= (a1 +b1)& + (az + ba)& + (a3 + b3)&3  [zbrajanje]

Ad = (Aa1)€1 + (Aag)éa + (Aas)és [mnozenje vektora skalarom]

Definicija 1.7. Par (O; (€1, €2, €3)) fiksne tocke O i baze (€1, €2, €3) zovemo

Kartezijev’ koordinatni sustav u prostoru E.

Posebno je pogodno ako za bazu prostora Xo(E) izaberemo uredenu
trojku medusobno okomitih i jediniénih (dugackih 1!) vektora, koje obi¢no
oznacavamo s (;, f, E) Tako dobivamo pravokutni Kartezijev koordi-
natni sustav (O; (i, ], k)). Pravac odreden vektorom i oznacavamo sa i
zovemo oS apscisa, pravac odreden vektorom j oznacavamo sa ¥y i zovemo
os ordinata, a pravac odreden vektorom k oznacavamo sa z i zovemo os

aplikata.

"Rene Descartes (1596-1650), francuski filozof i matematic¢ar. Njegovo latinizirano ime
je Cartesius
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Slika 1.11: Pravokutni Kartezijev koordinatni sustav

Primjedba 1.7. Ranije smo utvrdili da postoji bijekcija (obostrano jednoz-
nacno preslikavanje) izmedu skupova E i Xo. Primijetite da takoder postoji
bijekcija izmedu skupa svih wredenih trojki realnih brojeva R3 i vektorskog
prostora Xo(E) jer svakoj uredenoj trojki (z1,x9,73) € R® na jedinstven
nacin mozemo pridruziti vektor a = z1i+ :Ugj+ IL‘3E iz prostora Xo(F) i obr-
nuto. Zato éemo cesto po potrebi povezivati, pa meki puta i poistovjecivats

pojmove: skup E, vektorski prostor Xo(E) i R3.

—

Zadatak 1.14. Provjerite ¢ine li vektori @ = 31 + 2}, b=—i+ 2} bazu u
vektorskom prostoru Xo(M). Ako &ne, vektor @ = —117 + 6] prikazite u toj
bazi.

Rjesenje: ¢ine, ¢ = —2d + 5b.

1.4 Norma vektora

Pretpostavimo da je u ravnini M definiran pravokutni Kartezijev koordi-
natni sustav (O; (i,7)) i neka je @ = a17 + azj. Sada mozemo izracunati
(vidi Sliku 1.12a) duljinu ovog vektora ||@|| = y/a? + a3.

Primjetite da za ovako definiranu duljinu vektora vrijedi
(i) llal >0 & (|al =0« a=0),
(i) [[A@ll = Al flall, XxeR.
(iii) [|@+ b]| < [|@]| + [|b]| (vidi Sliku 1.12b)

Duljina (norma, intenzitet) vektora moze se i opéenito definirati:
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() Norma vektora (b) Nejednakost trokuta

[0 e

QL
o

O ai O

Slika 1.12:

Definicija 1.8. Neka je X vektorski prostor. Funkciju || - || : Xo — [0, 00),
koja svakom vektoru @ € Xy pridruzuje nenegativni realni broj (koji éemo

oznaciti s ||d|| ili jednostavno a) zovemo norma vektora d ako vrijedi
(i) ||@|| =0 < @ =0 [pozitivna definitnost],
(i) |[A@|| =| X | ||@]| za svaki A € R @ za svaki @ € X,

(iii) ||@+ b|| < ||@|| + ||b]| za svaki @, b € Xo [nejednakost trokuta].

Najcesée koristene vektorske norme su®
ldll, =l a1 |+ | a2 |+ | a3 |, (I; norma)
llall, = \/m, (I Euklidova ili euklidska norma)
lldll . = max{| a1 |,| a2 |,| a3 |}, (lo morma ili Cebigevljeva norma)

Zadatak 1.15. Pokazite da spomenute norme imaju sva svojstva navedena u

prethodnoj definiciji.

1.4.1 Udaljenost dviju tocaka

Udaljenost dviju to¢aka A = (z1,y1), B = (z2,y2) € M u ravnini M u kojoj
je uveden pravokutni Kartezijev koordinatni sustav mozemo izrac¢unati (vidi
Sliku 1.13) po formuli

d(A, B) = /(22 — 21)? + (12 — )2 (1.3)

Ako definiramo radijvektore 74,75 € Xo(M),

8U programskom sustavu Mathematica la-normu vektora @ dobivamo naredbom
Norm[al, gdje je a lista
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B(%sz)

Slika 1.13: Udaljenost todaka u ravnini

Fa = 210+ Y17, g = 221 + Y2,
onda udaljenost zapisanu formulom (1.3) mozemo zapisati kao
dy(A,B) = ||fp—7all2, gdjeje Tp—ia=(x2—a1)i+(y2—y1)j. (1.4)

Na slican nacin moze se definirati i udaljenost dviju toc¢aka preko {; ili

lso norme sljede¢im formulama:
di(A,B) = ||rB — Tall1 doo(A, B) = ||F'B — T4l co- (1.5)
Koji je geometrijski smisao dy, do 1 do udaljenosti dviju tocaka A, B €
M?
Primjer 1.8. U realnom vektorskom prostoru R™ do udaljenost dviju tocaka

A= (21,...,20), B= (y1,...,Yn) definira se kao d2(A, B) = | Zn: (x; — yi)2.
Kako bi se definirale odgovarajucée dy i do udaljenosti?

Zadatak 1.16. Pokazite da funkcije d;, i = 1,2,00 definirane s (1.4)—(1.5)

zadovoljavaju sljedeéa svojstva

(i) di(A,B)>0, VA,BeM,

(i) di(A,B)=0 < A=B,

(ii) di(A,B) =di(B,A), VA,B¢€M,

(iv) di(A, B) < di(A,C) +d;(C, B), VA,B,C € M.

Zadovoljava li funkcija dps(A, B) = ||7s — 74]|3 navedena svojstva?
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Zadatak 1.17. ,Jedini¢na kruznica” sa sredistem u O € R? definira se kao
skup 0K = {T' € M : d(O,T) = 1}. Nacrtajte jedini¢ne kruznice ako se

udaljenost definira s di, dg ili doo.

Zadatak 1.18. Zadan je trapez ABCD s vrhovima: A(—3,2,1), B(3,—1,4),
C(5,2,—3). Odredite ¢etvrti vrh D ako vrijedi AB =3DC.

Rjesenje: 7p = fo — 37 + 574, D(3,3,—4).

Zadatak 1.19. Zadan je trokut ABC s vrhovima: A(-3,2,1), B(3,-2,2),

C(5,2,—4). Odredite duljinu tezisnice iz vrha A.
— . . 5
RjeSenje: P4(4,0,—1), APy =T7i—2j — 2k, d = \/5T.
Zadatak 1.20. Zadan je paralelogram ABC D s vrhovima: A(-3,2,1), B(3,—1,4),
C(5,2,-3), D(—1,5,—6). Izracunajte udaljenost tocke A do sjecista njego-
vih dijagonala.

RjeSenje: S(1,2,—1), F's = 3(Fc — 7a) = 3(7p — 7p), d(A, S) = 2V/5.

Zadatak 1.21. Dokazite da vektor d =

ima vrh u polovistu duzine AB.

%((Tzl + O?) s pocetkom u tocki O

1.5 Cauchy — Schwarz — Buniakowsky (CSB) ne-
jednakost

Cauchy — Schwarz — Buniakowsky (CSB) nejednakost, vrlo je vaznau raz-
li¢itim primjenama, a moZe se naé¢i u brojnoj literaturi (vidi primjerice
[1, 6, 7, 12, 14]). Pokazimo najprije sljede¢u jednostavnu lemu (vidi [7])
pomodu koje ¢emo dokazati CSB nejednakost.

Lema 1.1. Neka je f : R — R, f(z) = az®? +2bx +¢, a,b,c€R, a >0

kvadratna funkcija. Tada vrijedi:

(i) V¥¥—ac<0 < f(z)>0 VreR
(ii) b*—ac=0 <= f(-2)=0 & f(z)>0 VxeR\{-L}.

Dokaz. Nultocke kvadratne funkcije f dobiju se iz dobro poznate formule

_ —b+VD

a

1,2 D =b% — ac.
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Bududi da je a > 0 graf ove kvadratne funkcije (parabola) okrenut je prema

gore i ocigledno vrijedi
D=0 —ac<0+< f(z) >0.

Ako je D = b?> — ac = 0, onda je f(—g) =01 f(x) >0V ER\{—g}i
obrnuto. &

Teorem 1.4. (Cauchy — Schwarz — Buniakowsky). Za proizvoljne realne bro-

jeve at,...,an, by,...,bn € R vrijedi

n

n 2 n
(z b) <Yy (1.6
k=1

k=1 k=1

pri cemu jednakost vrijedi onda © samo onda ako postoji A € R, takav da je
by =MXar Vk=1,...,n.
Dokaz.

1. Ako je a; = --- = a, = 0 (odnosno by = --- = b, = 0), teorem

ocigledno vrijedi.

2. Pretpostavimo zato da je barem jedan a; # 0 i definirajmo pomoénu

funkciju
n

f(l‘) = Z (akx + bk)Q ,

k=1
koju mozemo zapisati u obliku

n

n n
fx) = az? + 2bzx + ¢, a = Zaz, b= apbp, = Zb%
k=1 k=1 k=1

Kako je zbog a; # 0, a > 01 f(z) > 0Vx € R, onda prema prethodnoj
lemi mora biti

b —ac <0, (1.7)

sto je zapravo nejednakost (1.6).

Jos je preostalo dokazati da u (1.6) stoji jednakost onda i samo onda
ako postoji A € R, takav da bude by = Aay, Vk=1,...,n.
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(=) Pretpostavimo da u (1.6), odnosno (1.7), stoji jednakost. Prema
prethodnoj lemi tada je f(—g) =0, tj. vrijedi

()5 bwrn) o

iz cega slijedi

b b
—aak—i—bk:() Vk=1,....,n = bk:aak Vk=1,...,n.

(«<=) Pretpostavimo da postoji A € R, takav da bude by = \ay Vk =

1,...,n. Tada je specijalno

n n n
a:Za%, b= > arby = > apiap = Aa,
k=1 k=1 k=1

c= i b7 = i (Aax)? = N2a,
k=1 k=1

pa imamo
D=V —ac=(Na)>—a-\-a=0,
sto daje jednakost u (1.7), odnosno (1.6).

&

Korolar 1.2. (Holderova nejednakost). Za proizvoljne realne brojeve ay, . .., an,
bi,...,bn € R vrijedi

k=1

\li(ak—i—bk)zg\lia%—i—dilﬂ, (1.8)
k=1 k=1

pri cemu jednakost vrijedi onda i samo onda ako postoji A > 0!, takav da
bude by, = Xay, Vk=1,...,n.

Dokaz. 1. Akojea; =---=a, =0 (odnosno by = --- = b, = 0), korolar
ocigledno vrijedi.
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2. Pretpostavimo zato da je barem jedan a; # 0. Buduéi da uz ranije

oznake iz (1.7) slijedi b?> < ac, odnosno b < |b| < \/a \/c, imamo

Z ak+bk Zak—l—QZakbk—l-Zbk (19)
k=1
:a+2b+c§a+2\/5ﬁ+c: (Va+ve)?,

sto daje (1.8).

JoS je preostalo dokazati da u (1.6) stoji jednakost onda i samo onda
ako postoji A > 0, takav da bude by, = Aa, Vk=1,...,n

(=) Pretpostavimo da u (1.8), stoji jednakost. To znaci da i u (1.9)
stoji jednakost, a to znaci da je b = \/a +/c, odnosno b? — ac = 0.

Prema Lemi 1.1 vrijedi
D=3 o (-4)+u)"
k=1

iz cega slijedi by = Aay, za svaki k = 1,...,n, pri ¢emu, zbog
a>01ib>0, vrijedi A =2 >0.

(«<=) Pretpostavimo da postoji A > 0, takav da bude by = Aay, Vk =
1,...,n. Kako je

i VA2 =\ (za A > 0) vrijedi:

b

sto znadi da u (1.8) vrijedi jednakost.

||Mz

(ar + by) —J zn: \lzn:bQ = (1+X)Va—+va—X V/a=0
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Korolar 1.3. (Nejednakost trokuta). Ako definiramo vektore a = (ay, ..., ay),
b= (b,...,bn) € R™, onda Holderovu nejednakost (1.8) mozZemo zapisati
kao

lla+ 0l < |lall + [[b]], (1.10)
gdje je || - || euklidska €3 norma. Pri tome u (1.10) jednakost vrijedi onda i

samo onda ako su vektori a,b linearno zavisni.

C

Slika 1.14: Nejednakost trokuta

Primjedba 1.8. Primijetite specijalno ako su zadane tocke A,B,C € R3
i ako se udaljenost dviju tocaka definira sukladno formuli (1.83), odnosno
(1.4), onda nejednakost (1.10) daje nejednakost trokuta u R3:

d(A,B) <d(A,C)+d(C, B),

pri cemu jednakost vrijedi onda i samo onda ako tocka C lezi na spojnici
AB. Naime, vrijedi:

d(A, B) = ||[fp — 7all =[(Fs — 7c) + (fc = 7a)
<|Irp = el + 7c — ralll
—d(C, B) + d(A, C).

Primjer 1.9. Neka su x iy realni brojevi takvi da je 3x + Ty = 1. DokaZite
da je
1
2 2
Yyt > .
Y =58
Primjenom CSB nejednakosti uz n = 2 i primjerice a1 = x, as = v,

b1 =31 by =7, dobivamo da je

Bz +Ty)? < (2® +y°)(3° + 77),
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tj.
242> 1
— 58’
Zadatak 1.22. Neka su x,y, 2z € [—%, +00) takvi da je z4+y+2z = 1. Odredite

maksimalnu vrijednost izraza

Var +1+ Ay + 1+ Vdz + 1.

Zadatak 1.23. Neka su z1, s, ..., T, nenegativni realni brojevi takvi da je
r1 + xo + -+ + x, = 1. Dokazite:

VL + T2+ 4 I, < Vi
Zadatak 1.24. Dokazite da za svaki a € R\{1} vrijedi nejednakost
(1+a+a?)? <3(1+a*+a").

Zadatak 1.25. Neka su dana dva trokuta: trokut 7} sa stranicama a,b,c i
trokut T, sa stranicama x,y, z. Dokazite da su trokuti 77 i T3 sli¢éni ako i

samo ako vrijedi
(Vaz + by 4+ Vez)? = (a+ b+ c)(z 4y + 2).
Zadatak 1.26. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi. Dokazite:

abc(a+b+c¢) < a®b+bc+ Aa.

Zadatak 1.27. Neka su a, b, ¢ duljine stranica pravokutnog trokuta (a,b -

katete, ¢ - hipotenuza). DokaZite:

ab + be + ca < 2¢2.

1.6 Skalarni produkt

Motivacija za uvodenje pojma skalarnog produkta vektora je fizikalna defi-
nicija rada sile F na putu 8. Ako rad obavlja sila F koja djeluje u smjeru
puta s, onda je rad zadan s (vidi Sliku 1.15 (lijevo))

W= |[F[|-[[5]] = F's,
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a ako sila F' ne djeluje u smjeru puta s, onda rad obavlja samo komponenta
F, sile u smjeru puta 5 (vidi Sliku 1.15 (desno)), tj.

—

F:ﬁs+ﬁn>
W = ||E||- 5] = (Fcosp)s = Fscoss

F
g

Slika 1.15: Rad sile F na putu §

Primijetite da je sila F, ortogonalna projekcija sile Fu smjeru vektora puta
5.

Opdenito éemo projekciju vektora @ u smjeru vektora b oznaditi s @,. Pod
skalarnom projekcijom vektora @ u smjeru vektora 5podrazumijevamo (uz
oznaku a := ||d|)?

ay=acosp, 0<p<lm.

Primijetite da broj a cos¢ moze biti nula (a = 0 ili ¢ = 7), pozitivan

(¢ < %) ili negativan (¢ > 7).

a

S

Slika 1.16: Projekcija vektora @ u smjeru vektora b

Zadatak 1.28. Pokusajte geometrijski opravdati nize navedena svojstva pro-

jekcije vektora

9U nekim knjigama se broj aj naziva ,projekcija vektora @ u smjeru vektora b (B)”
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a) Projekcija produkta skalara s vektorom jednaka je produktu tog ska-

lara i projekcije vektora

b) Projekcija zbroja dva vektora jednaka je zbroju projekcija tih vektora
(6+5) = .+ be.
C

Definicija 1.9. Skalarni produkt u Xo(E) je operacija - Xo x X9 — R koja
paru vektora a, b e Xo priduzuje broj (skalar), kojeg éemo oznaciti s @ - I;,

tako da je

L - [0eR, ako je @ =0 ili b =0,
a-b= - o
abcosp € R, akojed,b#0, 0<¢ <m,

pri cemu je obicaj da se i rezultat operacije naziva skalarni produkt.”

Koristeci ranije uveden pojam projekcije vektora, skalarni produkt mo-
zemo zapisati kao
- a(b cosp) = ab,, ili
a-b=abcosyp =
b(a cos ) = bay.

Navedimo neka svojstva skalarnog produkta:
1.(@+b)-¢=ad-c+0b-¢ [slijedi iz Zadatka 1.28b)
2. (@) -b=A(@-b), [slijedi iz Zadatka1.28a]
3.8-b=b-a,
4.3 -@d=a>>0 i d-da=0<=a=0.

Svojstva 3. i 4. slijede direktno iz Definicije 1.9.

Primjer 1.10. Lako se na osnovi Definicije 1.9 vidi da vrijedi:

-,

L (@+b)>=(@+0b)-(@+b) =a®>+2ad-b+b

2. (@—b?=(@—b) - (@—b)=a>—2a b+

-,

3. (@,b#0) cosZ(a,b) = %,

&>y

4.(@b#0) @a-b=0<alb.
Yengl.: scalar (dot) product, njem.: Skalarprodukt (Ineresprodukt)
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Primjer 1.11. (Poucak o kosinusima). Dokazimo Poucak o kosinusima. Oz-
nacimo vektore d, l;, ¢ 1 kut ¢ u kosokutnom trokutu kao na Slici 1.17. Mno-
zeci skalarno vektor
Z=d—b
s vektorom ¢ dobivamo
2 = (@—b)2=a2—2ad b+ b
a®? — 2abcos  + b

Sli¢no pokusajte izvesti formule i za druge stranice kosokutnog trokuta.

QU

A

B

Slika 1.17: Slika uz Primjer 10 (lijevo) i Primjer 11 (desno)

Primjer 1.12. Dokazimo da se dijagonale romba raspolavljaju i da su me-

dusobno okomite.

1. DokaZimo da se dijagonale romba raspolavljaju, tj. da vrijedi: |CS| =
SB| i [45| = [SC.
Primijetite da su trokuti AASB i ASDC sukladni jer su im najdulje
stranice sukladne, a kutovi uz njih jednaki. (Sto zna¢i da su dva
geometrijska lika sukladna? Uz koje uvjete su dva trokuta sukladna?)
Zato su im i odgovarajuce stranice sukladne iz Cega slijedi trazena

tvrdnja.

2. Pokazimo da su dijagonale romba medusobno okomite. Iz slike se vidi
da je dy =d+bid,=a—b. TraZena tvrdnja slijedi iz ¢injenice Sto
skalarni produkt

- -, -,

dy-dy=(G@+0b)-(@—b)=a?—b>=0



28 POGLAVLJE 1. VEKTORI U RAVNINI I PROSTORU

iScezava (duljine stranica a, b romba su jednake).

Primjer 1.13. Nacinimo tablicu skalarnog mnoZenja za ortonormiranu bazu

i 7, k vektorskog prostora Xo(F)

Direktnom provjerom uz koriStenje tablice mnozenja iz Primjera 1.13

dobivamo

Teorem 1.5. Za vektore

a ari+ agj—l— agE
b = byi+byj+bsk
vrijedi formula't
652 a1by + asbs + asbs. (111)

Iz definicije skalarnog produkta i norme vektora koristenjem formule

(1.11) dobivamo
@] = Va-a=1/a? + a3 + a3, (1.12)

N by + asby + ash Lo
cos Z(d@,B) = &2 — @01t as%a + ashs @540 (1.13)

b\ Ja3 + a3 + a3\ /03 + 03 + 03

Primjer 1.14. PokazZimo da su dijagonale cetverokuta ABCD s vrhovima
A(1,-2,2), B(1,4,0),
C(—4,1,1), D(-5,—5,3) medusobno okomite.
Kako je AC = i — 74 = —5i+3f —k i BD = 7'p — i'g — —67 — 9] + 3k,
imamo /ﬁ . ﬁ = 0.
Primjer 1.15. Zadan je trokut ABC' s vrhovima A(—1,—-2,4), B(—4,—-2,0), C(3,—-2,1).

Treba odrediti unutrasnji kut tog trokuta pridruZen vrhu B.

17 programskom sustavu Mathematica skalarni produkt vektora @ - b dobivamo nared-
bom a.b ili Dotla.b], gdje su a, b liste
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— o 5 . .
Kako je BA:FA—FB:32’—1—4/4:137:7:’0—77]3:72'—%& dobivamo

H
BA - BC 25 V2o 5

P = BAIBe]  VAvE | 2

Zadaci

T
T

Zadatak 1.29. Pokazite da je zbroj kvadrata duljina dijagonala paralelo-
grama jednak dvostrukom zbroju kvadrata duljina njegovih stranica.
Uputa: stranice i dijagonale paralelograma orijentirajte tako da bude: dy =
a+b, dy=a—b.

Zadatak 1.30. Pokazite da su nasuprotni bridovi pravilnog tetraedra ABC'D
medusobno okomiti.

Uputa: primijetite da je kut izmedu susjednih bridova 60°.

Zadatak 1.31. Odredite kut nasuprot osnovice jednakokracnog trokuta ako
su tezisnice na krakove medusobno okomite.

Rjesenje: a = 37°.

Zadatak 1.32. Ako je vektor d@ + 3b okomit na vektor 7@ — 5b i vektor @ — 4b
okomit na vektor 7d — 25, odredite kut izmedu vektora @ i b.

Rjesenje: o1 =%, 1= %77.

Zadatak 1.33. Odredite kut izmedu jedini¢nih vektora a i b ako se zna da su
vektori @ + 2b 1 5@ — 4b medusobno okomiti.

Rjesenje: ¢ = %.

Zadatak 1.34. Pokazite da se visine trokuta sijeku u jednoj tocki (ortocen-
tar).

Zadatak 1.35. Pokazite da su vektori @ (b-&)—b (@-¢) i & medusobno okomiti.

1.6.1 Kosinusi smjerova

Promatrajmo najprije vektor @ = ari + agj € Xo(M), a+# 0, u ravnini, koji
u pravokutnom koordinatnom sustavu zatvara kut a s pozitivnim smjerim

osi x, a kut 8 s pozitivnim smjerom osi y.
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7S R g

)

«

—
-
-

: Gy
?

Slika 1.18: Kosinusi smjerova

Ocigledno je

a1 = aCcos «,

az = acos 3, (odnosno zbog B =7 —a, az=asina),

iz Cega slijedi
a? + a3 = a*(cos® a + cos? f3),

odnosno zbog (1.12)
cos? a + cos® f = 1.

Primijetite da je @ -i = a cosa, pa je a1 = @ - i.

Neka je sada @ = aqi + asj + ask € Xo(FE) proizvoljni vektor u prostoru,

koji u pravokutnom koordinatnom sustavu zatvara kut « s pozitivnim smje-

rom osi z, kut 8 s pozitivnim smjerom osi y i kut v s pozitivnim smjerom

osi z. Mnozeéi redom vektor @ s baznim vektorima 4, j, k dobivamo

-
— 7

a-i=aq, a-j=as, a-k=as,

iz ¢ega koristeéi definiciju skalarnog produkta dobivamo

al = acos cosa = <

as = acosf e cos B = 2

_ _ a3

a3z = acos~y cosy = 2

odnosno ) ) )
a a a

cos? a + cos? § 4 cos? y = %4—%4—%
a a a

=1.

(1.14)
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1.6.2 Vektorski prostor R"

Skup uredenih n-torki realnih brojeva R™ mozemo interpretirati kao tocke u
n dimenzionalnom prostoru ili kao radij-vektore. Za dvije uredene n-torke
realnih brojeva x = (x1,...,2n), ¥ = (Y1,.--,yn) € R™ mozemo definirati

sljedece racunske operacije.
e Zbrajanje 4+: R" x R" — R"”,
r+y:=(r1+ Y1, s T+ Yn).

e Mnozenje sa skalarom -: R x R” — R”

Az = (AT, ..., ATy);

Provjerite da skup vektora R"™ snabdjeven ovakvim zbrajanjem i mnozenjem
sa skalarom ima strukturu vektorskog prostora.
U vektorski prostor R™ mozemo uvesti skalarni produkt (,): R xR" — R

dva vektora z,y € R",

<.T, y> = T1Y1 + -+ TnYn,

¢ime vektorski prostor R™ postaje unitarni vektorski prostor.
Euklidska norma || - ||: R™ — R4 vektora € R™ definira se kao

]2 = \/<m,m) = \/x%—i-—i-x%

Euklidsku udaljenost d: R™ x R™ — Ry dviju tocaka a = (a1,...,a,), b =
(b1,...,by) € R™ definiramo kao,

d(a,b) = Ilb—all = /(b1 = a1)2 + - + (bp — an)2.

U ovom kontekstu Cauchy-Schwarz-Buniakowsky nejednakost mozemo za-
pisati na sljede¢i nacin.

Teorem 1.6. Za proizvoljne vektore a,b € R™ vrijeds
[{a, b)] < [[alll|o]],

pri cemu jednakost vrijedi onda i samo onda ako su vektori a,b € R™ linearno

2aV1SN4.
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Zadatak 1.36. Direktno dokazite Teorem 1.6 i navedite njegovo geometrijsko

znacenje.

Zadatak 1.37. Primjenom Teorema 1.6 dokazite sljede¢i korolar i navedite

njegovo geometrijsko znacenje.

Korolar 1.4. (Holderova nejednakost) Za proizvoljne vektore a,b € R™ vri-
jedi
lla =+ bl < [lall + [|b]],

pri cemu jednakost vrijedi onda i samo onda ako postoji A > 0 takav da je
b= Aa.

Zadatak 1.38. Primjenom Teorema 1.6 i Korolara 1.4 dokazite sljedec¢i koro-

lar i navedite njegovo geometrijsko znacenje.
Korolar 1.5. (Nejednakost trokuta) Za proizvoljne tocke a,b,c € R™ wvrijedi
d(a,b) < d(a,c) +d(c,b),

pri cemu jednakost vrijedi onda © samo onda ako postoji A > 0 takav da je

b= \a.

1.7 Projekcija vektora na pravac i ravninu

1.7.1 Projekcija vektora na pravac

Na pravcu p izaberimo fiksnu tocku O, vektor @ i odgovaraju¢i jedini¢ni
vektor #. Ortogonalnu projekciju OB’ vektora b = OB na pravac p

dobit ¢emo tako da ortogonalno proiciramo tocku B na pravac p.

Sl

Y

o i B
Slika 1.19: Projekcija vektora na pravac

Ako je vektor b linearno zavisan s vektorom d, onda se projekcija vektora

b podudara sa samim vektorom b i vrijedi b = (b - @).
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- —
Ako su vektori bi @ linearno nezavisni, onda su vektori OB’ i @ kolinearni,

pa postoji A € R, takav da bude

—
OB’ = \i.
1z slike se vidi da vrijedi
- —_—
b = OB + B'B odnosno
. (1.15)
= \Ni+DB'B.

Mnozeéi skalarno ovu jednakost s vektorom # i koristeéi Cinjenicu da su

i S . .
vektori B'B i @ medusobno okomiti, dobivamo

A=b-d
— -
Dakle, ortogonalna projekcija OB’ vektora b na pravac p odreden vektorom

a zadana je s

|

—

OB' = (b- ). (1.16)

—
Primijetite da je vektor B’B okomit na pravac p, a da iz (1.15) slijedi

_ — = -
¥:=BB=b-(b 7). (1.17)

Primijetite da ako su @,b € Xo(M) linearno nezavisni vektori, onda
vrijedi
(i) ¥ #0,
(ii) ¥ L @,
(iii) veb> 0, tj. kut izmedu vektora ¥/ i b je Siljasti.

Prve dvije tvrdnje lako se mogu provjeriti. Treca tvrdnja slijedi iz

V-b=b—(b-7)?* =0 sin’a,
gdje je a kut izmedu vektora @ i b.
Drugi nac¢in dokaza tvrdnje moze se pokazati i tako da jednadzbu (1.17)
pomnozimo s . Tada je 0 < |[V/||2 =b- ¥/, a zbog (i) b > 0.
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Treéi nacin dokaza tvrdnje moze se pokazati i tako da jednadzbu (1.17)

pomnozimo s b i iskoristimi CSB teorem. Naime, tada je
o o - (CSB)
V-b=0—(b-@)? > b —b>=0.
Zbog linearne nezavisnosti vektora a i b vrijedi stroga nejednakost.

Primjer 1.16. Treba odrediti ortogonalnu projekciju vektora b=2i+ ; na

pravac odreden vektorom @ = 3i + 45.

w ES
U

£l

il @)

Slika 1.20: Projekcija vektora b na pravac odreden vektorom @

Dobivamo:
) = 5, 7= &= 3+ 4]
bil =2 OB = (b- @) =2ii=8{+8
U =2, = (b-u)u=2u=zi+zj,

—

V=0b—(b-d)d =4~ 2j.

—
|B'B||.

Primjedba 1.9. Neka je (O; (4,)) pravokutni koordinatni sustav u ravnini

M. Ako su @,b € Xo(M) dva linearno nezavisna vektora, onda postoje

Izracunajte |

ortonormirani vektori i, v € Xo(M),

llall~
5 O, 1.18
R~ S )
lIo"1l
pri cemu vrijedi
(i) @ = (a-u)d, a-u>0,
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(ii) b= (b-@) i@+ (b -0)T, b-7>0.

Jednakost () slijedi iz (1.18) i ¢injenice da su @ i @ kolinearni vektori
jednake orijentacije, pa je @ - @ = ||@||. Osim toga vrijedi @ - @ = ||@|| > 0 jer
a+0.

Jednakost (i) slijedi iz (1.18) i ¢injenice da b moZemo gledati kao pro-

jekciju vektora b na vektor . Nadalje, nejednakost b-7>0 slijedi iz (1.18)

-~ _ . CSB - S,
)(b-@) > (817 = Bl (1a)?) = o,

boie L (55— (5 ]
v ( ( 167l

&1l

£y

jer su b i i linearno nezavisni. Istu nejednakost moze se pokazati i tako
da jednadzbu o = b — (l_; - U) 4 pomnozimo s V i iskoristimo ¢injenicu da je
b L.

Primjer 1.17. Zadan je pravac p: ax +by+c =0, a®? +b% # 0 i tocka T.
Odredimo udaljenost tocke T' do pravca p © projekciju tocke T na pravac p.

Najprije éemo pravac p napisati u normalnom obliku

— _ a _ b _ c
awt+fy+y=0, a=7rmm b=Uam 7T Ve

Time je ujedno odreden jedinicni vektor @ = —Bi + ozf u smjeru pravcea p.
Dokazimo ovu tvrdnju. Neka su Py = (x1,y1), Po = (x2,y2) dvije razlicite

tocke na pravcu p. To znaci da je
ox; + Pyi+v=0, =12
Oduzimanjem ove prve od druge jednadzbe, dobivamo

a(zz —z1) + B(y2 —y1) = 0.

To znaci da je vektor i1 = i + ﬁ]_' okomit na vektor ]TP; = (z9 — xl);—i—
(y2 — yl)f. Zato je vektor i = —B’f—i— ocf jedinicni vektor uw smjeru pravca p.
Nadalje, izaberimo proizvoljnu tocku Py = (xo,yo) na pravcu p tako da
za xg € R odredimo yy = —(O‘:IJO‘%W). Oznacimo ¢ := p—7p, i T' — projekcija
tocke T na pravac p. N
Projekcija vektora € na pravac p zadana je s (¢ - @)u, a vektor T'T s

¢— (G- u)u. Zato je udaljenost tocke T do pravca p zadana s

—
d(T,p) =TT,
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25

2. o ¢ T
15 (¢-u)u
o ¢— (¢-u)u
a R
osf T T
Lo
-1 O 1 2 3 4

Slika 1.21: Udaljenost tocke do pravca i projekcija tocke na pravac.

a projekcija T' tocke T' ma pravac p zadana je radijvektorom
L L
o =71p —TT.

Primgjerice za pravac p : x +y —2 = 0 i tocku T = (3,2) dobivamo
u = —%f—i— %]ﬁ Ako izaberemo xo = 1, dobivamo tocku Py = (1,1) na
pmvcuive/@gé’:fﬁp—?po:%%—j. .
Zato je T'T' = ¢ — (¢-@)id = §i+ 3j; do(T.p) = |T'T| = 5
— - -
i, =i —T'T =3i+1j; T,=(3,%). (MoZe se koristiti modul Proj[] iz
Udaljenost ¢ Projekcija. nb)

1.7.2 Projekcija vektora na ravninu

Sli¢no kao u prethodnoj toc¢ki, u ravnini M izaberimo fiksnu tocku O i dva
linearno nezavisna. vektora da, b. Time smo u ravnini M uveli koordinatni
sustav s baznim vektorima d, b. Ortogonalnu projekciju OC’ vektora
= 07 na ravninu M dobit ¢emo tako da ortogonalno projiciramo tocku C'
na ravninu M.
s R . ,
Ortogonalnu projekciju OC” vektora ¢ prikazat éemo pomoéu vektora

a, bic U tusvrhu prema Primjedbi 1.9 od vektora @, b nacinit ¢emo novu
ortonormiranu bazu , v. Vektor OC” prikazimo kao linearnu kombinaciju
vektora i, U

__% _ .

OC" = ati + BU

Iz slike se vidi da vrijedi

¢ = OC'"+C'C odnosno
K (1.19)



1.7. PROJEKCIJA VEKTORA NA PRAVAC I RAVNINU 37

o) %AO

Slika 1.22: Projekcija vektora na ravninu

Mnozeci skalarno ovu jednakost redom s vektorima @, ¥ i koristeéi ¢injenicu

—
da je vektor C'C' okomit na vektore 4 i ¥, dobivamo

a=¢id B=¢ 7

. . H — . v
Dakle, ortogonalna projekcija OC’ vektora ¢ = (% na ravninu M moze se

odrediti iz formule

_z o o
OC" = (¢-u)u + (¢- V). (1.20)
e
Primijetite da je vektor C'C' okomit na ravninu M, a da iz (1.19) slijedi
- —
d=0C=c— (¢ -a)i— (¢ 0)v. (1.21)

Sli¢no kao u prethodnoj tocki, ako su @, b, ¢ € X (E) linearno nezavisni

vektori, onda vrijedi
(i) & #0,
) dLad & L7,
(iii) ¢ - &> 0, tj. kut izmedu vektora ¢ i & je Siljasti.
U cilju dokaza tvrdnje (iii) mnozeéi (1.21) s ¢, dobivamo

g.zW | ||? 20,

Primjer 1.18. Odredimo ortogonalnu projekciju vektora d=1i+ 2}—{— 3k na

ravninu odredenu vektorima @ = 2i + j, b=2i+ 4;.
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Dobivamo:
Il =5, 7=y = &+ i
l=b—(b-a)d =57+ 2]
Ji| — 6 g U _ _ 17,27
—> b= TN - -
OD' =(d- )i+ (d-0)0=1i+2j

Primjedba 1.10. Neka je (O;Z;, E) pravokutni koordinatni sustav u pros-
toru. Na osnovi razmatranja v prethodnoj tocki moZemo ustanoviti da je
za dani skup linearno mezavisnih vektora @, 5,6' € Xo(F) mogude definirati

ortonormiranu bazu (i, U, W) u Xo, gdje je

S G
= T

A S S

U= b=0b—(b-1u)d, (1.22)

@ W d=c— (G )i (¢ 7)7

Zbog toga i vektore (a, 5,6) mozemo prikazati u bazi (i, T, W), pri cemu su

kutevi izmedu vektora Z(@, @), Z(b,7), Z(¢,%) iljasti i vrijedi

a=(a-u)i, (@ @) >0
b= (b-a@)d+ (b-7)7, (b-7)>0 (1.23)

c= (- w)u+(¢-0)v+ (¢-w)dd, (¢-w)>0.
Prva formula w (1.23) slijedi iz prve formule uw (1.22) i cinjenice da su
a i u kolinearni vektori jednake orijentacije, zbog cega je
(@-u) =|al > 0.
Druga formula u (1.23) slijedi iz druge formule u (1.22) ¢ ¢injenice da
je v projekcija vektora b na u smjeru vektora v. Nadalje,
b-v=0-7=|V|>o0.

Treéa formula u (1.23) slijedi iz trece formule u (1.22) i ¢injenice da je
J projekcija vektora ¢ u smjeru vektora . Osm toga,

5 - (idd)
S = 1/ c-c¢ > 0.
lle’l 'l

c-w=c-
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Drugu moguénost za dokaz tvrdnje dobivamo iz (1.22):

0<|d|?=¢c-d=c (- D)= (¢ ©)°
U programskom sustavu Mathematica nac¢init ¢emo modul GS[a b c] koji

¢e prethodno opisanim Gram — Schmidtovim postupkom ortogonalizacije od
zadanih linearno nezavisnih vektora (@, b, ¢) sagraditi ortonormirani sustav

- =

(u, v, W)
In[1]:= GS[a_, b_, c_]:= Module[{u, v, w},
u = a/Norml[a];
v=b- (. u u; v=v/Norm[v];
w=c-( .u u-(c. v) v;
w = w/Norm[w];

{u, v, w}l
Tako primjerice za vektore
a=2i, b=3i+4j, Z=i+2j+ 3k,
modul GS daje

a za vektore

G=2i+3f, b=6i+j, &=2j+4k,

modul GS daje

2 T4 3 -
— i —7,
V13 \/13j

3 - 2 -
= —1 — — y
V13 \/13J

U=

1.8 Gram — Schmidtov postupak ortogonalizacije

u R"
Neka je ap,...,a;r € R™ skup linearno nezavisnih vektora. Tada postoje
ortonormirani vektori vy, ...,vy € R"
b b )
_ a
U1 T
A /
v2 = A vy = ag — (ag, v1)v1
V! ’
vz = ||UZ||’ vy = az — (as,v1)v; — (as, v2)vy (1.24)
v, /
Vg = F v, = ag — (ag, v1)v1 — - — (A, Vp—1)Vk—1
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Pri tome vrijedi

ar = (a1, v1)v1, {a1,v1) >0 [er je (a1, v1) = (a1, II%H> = [la1]| > 0]

az = <a2,v1)v1 + <a’27 1)2>'l)2, <CL2,’U2> >0 [jer je <a2,’()2> = ||v1§|| (<a27a2> - O) > O]
az = (az,v1)v1 + (as, v2)ve + (a3, v3)vs, (as,v3) >0

ak = (ak, v1)v1 + -+ + {ag, vg)vk,  (ak, vg) >0

Sljede¢i Mathematica-program ortonormira k < n vektora aq,...,ar € R™.

In[1]:= GSn[A_, eps_] := Module[{v = Table[0, {j, Length[A]}]},
v[[11] = A[[1]1]1/Norm[A[[111]1;

Do[
v[[3j1] = AL[31] - Sum[(AL[j1].v[[s]11) vIlsl], {s,j-1}1;
v[[j1] = v[[j1]1/Norm[v[[j11] // N;
, {j, Length[A]}];
Round[v, -epsl] ]

Primjer 1.19. Za vektore a1 = (6,7,7,2,6), az = (0,2,1,5,—6),
as = (3,1,5,3,-4), agy = (—7,1,-5,7,—=5) primjenom modula GSn odredit
éemo ortonormirane vektore s tocnoséu na 2 decimale.

Stavimo k = 4; eps=.005; A = Table[a[[7]], {7, k}] i dobivamo
GSn[A,eps]=

{{0.455, 0.53, 0.53, 0.15, 0.455}, {0.02, 0.27, 0.15, 0.625, -0.72},
{0.355, -0.565, 0.61, -0.275, -0.32}, {-0.575, -0.365, 0.405, 0.495, 0.36} }



Poglavlje 6

Dodatak

Neke vazne matematicke pojmove, kao sto su ,pojam nuzno i dovoljno”,
»princip kontradikcije” i ,,univerzalni i egzistencijalni kvantifikator”, a koje
¢emo Cesto koristiti, pokusat éemo objasniti na nekoliko jednostavnih pri-

mjera.

6.1 Egzistencijalni i univerzalni kvantifikator

Egzistencijalni kvantifikator (3) ¢itamo ,,postoji barem jedan” ili ¢eSée samo
,postoji”. Primjerice, ¢injenicu da postoji prirodan broj p > 1 koji dijeli
broj 9 pisemo: (Ip € N) p|9.

Univerzalni kvantifikator (V) ¢itamo ,za svaki” ili ¢esée samo ,svaki”. Pri-
mjerice, ako s P oznac¢imo skup svih prim-brojeva, a s Q skup svih slozenih
brojeva, onda vrijedi N = P U Q U {1}, a ¢injenicu da je svaki slozeni broj

q > 1 djeljiv s barem jednim prim-brojem pisemo: (Vg € Q) (Ip € P) plg.

6.2 Nuzni i dovoljni uvjeti

Primjer 6.1. Iz osnovne skole poznata nam je definicija cetverokuta:
Cetverokut je zatvoren geometrijski lik koji ima ¢etiri kuta i Cetiri stranice.
Sto su nuzni i dovoljni uvjeti da bi neki cetverokut bio kvadrat ?
Da bi neki cetverokut bio kvadrat nuzno je da su mu sve cetiri stranice
jednako dugacke. Je li to i dovoljno? Nije, jer bi to znacilo da je i svaki

romb kvadrat.
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Da bi neki cetverokut bio kvadrat nuzno je da su mu kutevi pravi. Je li
to i dovoljno? Nije, jer bi to znacilo da je ¢ svaki pravokutnik kvadrat.

Sustav nuznih 1 dovoljnih uvjeta da bi neki cetverokut bio kvadrat je:
(i) sve njegove stranice jedanako su dugacke;
(ii) svi njegovi kutevi su pravi.

Zato kaZemo:
Cetverokut je kvadrat onda i samo onda ako su sve njegove stranice jednako
dugacke i ako su svi njegovi kutevi pravi.

Svaki od navedenih uvjeta je ,nuzan”, ali ne i dovoljan. Je li navedeni
sustav uvjeta jedini sustav nuznih i dovoljnih uvjeta da bi neki cetverokut bio
kvadrat? Pokusajete definirati neki drugi sustav nuznih i dovoljnih uvjeta da

bi neki cetverokut bio kvadrat.

Primjer 6.2. Iz srednje skole poznata nam je definicija prim-broja (prostog
broja):
Prosti brojevi ili prim-brojevi su svi prirodni brojevi djeljivi bez ostatka
samo s brojem 1 i sami sa sobom, a strogo su veci od broja 1.
Sto su nuzni i dovoljni uvjeti da bi neki prirodni broj bio prim-broj?
Da bi neki prirodni broj bio prim-broj nuzno je da je djeljiv bez ostatka s
brojem 1. Je li to i dovoljno? Nije, jer bi to znacilo da je i broj 8 prim-broj.
Da bi neki prirodni broj bio prim-broj nuzno je da je djeljiv bez ostatka
sam sa sobom. Je li to i dovoljno? Nije, jer bi to znacilo da je i broj 4
prim-broj.

Nuzni ¢ dovoljni uvjeti da bi prirodni broj p € N bio prim-broj su:
(i) broj p djeljiv je bez ostatka s 1;
(ii) broj p djeljiv je bez ostatka sam sa sobom;
(iii) broj p nije djeljiv bez ostatka ni s jednim drugim prirodnim brojem;

(iv) p> 1.

Zato kaZemo:
Prirodni broj p > 1 je prim-broj onda i samo onda ako je djeljiv samo s 1 i sam

sa sobom.
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Svaki od navedenih uvjeta je ,nuzan”, ali ne i dovoljan. Je li navedeni
sustav uvjeta jedini sustav nuznih i dovoljnih uvjeta koji odreduje skup prim-

brojeva?

6.3 Princip kontradikcije

Princip kontradikcije zasniva se na Aristotelovom principu iskljucenja treceg:

»,Neka tvrdnja je istinita ili lazna, a tre¢a moguénost ne postoji”.

Primjer 6.3. U prostoriji se nalazi 400 studenata.

Tvrdnja T': Barem dva studenta imaju na isti dan rodendan.

Tvrdnja T: Svi studenti imaju rodendan na razlicite datume.

Buduéi da godina ima 365 (ili eventualno 366) dana, tvrdnja T nije

istinita. Zato je prema principu kontradikcije tvrdnja T istinita.
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