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1 Visedimenzionalna globalna optimizacija

Kao s$to smo spomenuli ranije u uvodu, problem globalne optimizacije pojavljuje se u raz-
licitim primjenama u gotovo svim podrucjima znanosti. Pri tome funkcija cilja moze biti
linearna, nelinearna, konveksna, nekonveksna, diferencijabilna, nediferencijabilna, moze
imati jednu ili viSe nezavisnih varijabli. Podrucje na kojemu je definirana funkcija moze
biti ¢itav skup R™ (tada govorimo o problemu globalne optimizacije bez ogranicenja), a
moze biti neki podskup u R™ (tada govorimo o problemu globalne optimizacije s ograni-
¢enjima). Opéenito, problem globalne optimizacije definirat ¢emo na sljedeé¢i naéin:

Treba odrediti tocku u* € D C R™ u kojoj funkcija g: D — R postize globalni
minimum v* = g(u*) € R, odnosno, treba odrediti tocku u* € D C R™ takvu
da je
(TS argrgin g(u), v*=g(ur). (1)
ue

Moze se dogoditi da je skup argmin g(u) jednoclan (kao u Primjeru 77, str.??) ili
u€D
viseélan (kao u Primjeru 1).

Primjer 1. Poznata Branin funkcija (koja se kao test primjer razmatra u brojnim rado-
vima [4, 5, 11]) g: [-5,10] x [0,15] — R,

2
g(x1, ) = (SL’Q — 2lal + 3z — 6) + 10(1 - i) cosx; + 10

postize globalni minimum G, = 0.398 w tri razlicite tocke. Jedna od njih je uj =

(m,2.275) (vidi Sliku 1).

-2 0 2 4 6 8 10

Slika 1: Branin test funkcija [11]

U nastavku ¢emo pretpostaviti da je domena funkcije g koju treba minimizirati hiper-
pravokutnik D = [ay, b1] X « -+ X [ay, b,] za neke a; < b;, i = 1,...,n. Prije pokretanja
nekog optimizacijskog algoritma funkciju g najprije je korisno transformirati na jedini¢nu
hiperkocku [0, 1]". U Primjeru 1 to znaci da treba odrediti preslikavanje koje pravokutnik
[—5,10] x [0, 15] prevodi u kvadrat [0, 1] x [0, 1].
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2 Transformacija problema na hiperkocku

U cilju transformacije optimizacijskog problema (1) na standardnu formu za funkciju
f:[0,1]" - R

u* € argmin f(u), v = f(u") )
u€e(0,1]™

potrebno je napraviti preslikavanje hiperpravokutnika D = []7;[a;, b;] na hiperkocku
[0,1]". Zbog jednostavnosti, u sljedecoj lemi pokazujemo kako se to moze napraviti kada
je D C R?%. Opéeniti rezultat dobiva se analogno (vidi Zadatak 2).

Lema 1. Neka su a,b,c,d € R takvi da je b > a ©d > c. Jedinstvena linearna bijekcija
T koja pravokutnik [a,b] x [c,d] preslikava u jediniéni kvadrat [0,1)% i pri tome vrijedi:
T(a, )" = (0,0)7, T(a,d)" = (0,17, T(b, )" = (1,0)7, T(b,d)" = (1,1)" zadana je s

1
T =ae-w, a=lip Y] a=]l). ®)
0 d—c Cc
a inverzno preslikavanje T=1: [0,1]> — [a,b] % [c,d] s
T Hx)=A"z +u (4)

Dokaz. Potrazimo preslikavanje T u obliku T'(x) = Ax + w, gdje je

)

d
T
c /
-7
0 1 a b

Slika 2: Preslikavanje pravokutnika [a, b] X [c,d] na jedini¢ni kvadrat [0, 1]

Po uvjetu treba biti

ay+dé+n=1

ba+df+€=1

AT =0T =

=0

S L
B ba+cf+E=1
T(h,o" =1,0" = { by+cd+n=0
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iz Cega slijedi
odnosno

Kako jew = —A [ﬂ, onda uz oznaku u := [Z] slijedi (3).
Formula (4) dokazuje se direktnom provjerom. O

Transformacija Branin funkcije iz Primjera 1 na kvadrat [0, 1]* daje funkciju f: [0,1]* —

R, gdjeje f=goT L, TN z)=Ax +u, A=t = [105 105], u=[-5,0]T.

Zadatak 1. Neka je g: [a,b] X [c,d] — R Lipschitz-neprekidna funkcija s konstantom L > 0 i
1

— 0
T: [a,b] x [e,d] — [0,1)%, T(z) = A(x —u), A = [bﬁa 1 ] U= [Z] Pokazite da je i f =
d—c
goT71:[0,1]2 — R takoder Lipschitz neprekidna funkcija i odredite odgovarajuéu Lipschitzovu
konstantu.

Uputa: |f(z) = f(y)| = [g(T~(2)) — g(T~(y))]-

Zadatak 2. Neka sua;, by, i=1,...,n, (n > 2), realni brojevi takvi da je b; > a;, Vi=1,...,n.
Definirajte preslikavanje T: R™ — R™, koje hiperpravokutnik ﬁ [ai, b;] preslikava u jedinicni
hiperkvadrat [0, 1]". -

Primjedba 1. Primijetite da se hiperpravokutnik u R™ moze zapisati na sljedec¢i nac¢in. Za
dvije razlic¢ite tocke a,b € R™ hiperpravokutnik [a, b] C R™ moZe se zapisati s [a,b] = {z €
R":a; <z <b;,i=1,...,n} ili jednostavnije s [a,b] = {x € R": a <z < b}.

3 Optimizacijski algoritam DIRECT za funkciju
dviju varijabli

Zadana je Lipschitz neprekidna funkcija g: [a,b] X [¢,d] — R. Primjenom transformacije
T zadane s (3), umjesto rjesavanja optimizacijskog problema za funkciju g rjesavat éemo
optimizacijski problem za funkciju

f=goT:[0,1* = R, gdjeje T '(z)=A'2+u. (5)

Uocite da ¢e i tako definirana funkcija f biti Lipschitz neprekidna (vidi Zadatak 77 i
Zadatak ?? (e)).
Ako je & € argmin f(x) tocka globalnog minimuma funkcije f dobivena DIRECT algo-
z€[0,1]2

ritmom, onda je ¥ = T}(#) € argmin g(z) i g(z*) = f(T(2*)) = f(2).
z€la,b] X [c,d]
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3.1 Dijeljenje kvadrata [0, 1]?

Slicno kao Sto smo u t.77, str.?? definirali strategiju dijeljenja intervala, u ovom slucaju

potrebno je razraditi strategiju dijeljenja kvadrata. Jedini¢ni kvadrat [0,1]? iterativnim

postupkom dijelit ¢éemo na subpravokutnike prema nize navedenom postupku i pravilima.
11

Postupak pocinje dijeljenjem jedini¢nog kvadrata [0,1]* s centrom u tocki ¢ = (5, 5)

na nacin opisan na Slici 3a ako je

wy = min{ f(c— dey), f(c+ der)} <min{f(c— dea), f(c+ dea)} =: wa, (6)

gdje je 6 = %, a e i ey standardni bazni vektori u R?, odnosno na nacin opisan na Slici 3b
ako je
w1 > Wa. (7)

(a) wy < wsy (b) w1 > ws

Slika 3: Dijeljenje kvadrata [0, 1] x [0, 1]

Tako dobivamo skup od pet subpravokutnika P = {P,..., Ps} s centrima
a=(8) a=(-02) a=(1+ad)
cr=(3.3-9), e=(33+9).

Takoder, svakom subpravokutniku pridruzujemo duljine njegovih stranica u slucaju (6)
(Slika 3a)

hD = (5,6), h® =(51), h® =(5,1), A = (5,8), hO =(4,0),
odnosno duljine njegovih stranica u slucaju (7) (Slika 3b)
L) — (5,9), B2 — (3,0), BB — (6,6), B4 — (1,0), L) — (1,0).

Ako je L > 0 Lipschitzova konstanta funkcije f, B-vrijednost pravokutnika P; s cen-
trom ¢; i veli¢inom d; definiramo s B; = B(¢;, d;) = f(¢;) — Ld;, gdje d; predstavlja neku
mjeru velic¢ine pravokutnika P;. Buduéi da je cilj pronaci i dalje dijeliti subpravokutnik s
najmanjom B-vrijednosti, kao mjeru veli¢ine subpravokutnika P; sa stranicama hgi), héi)
treba uzeti

d; = max{h\", hS}, i=1,...,5. (8)
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Naime, ako je primjerice hgi) > hg), onda se manja B-vrijednost dobiva koristenjem dulje
stranice

B = f(c) — LK < f(c) — LhY = BY.
Tako u slucaju (6) (Slika 3a) imamo

a u slucaju (7) (Slika 3b) imamo
dy =6 dy=6, ds=06, dy=1 ds=1.

Primjedba 2. Primijetite da je B-vrijednost svakog pravokutnika P; odredena vrijednoséu
funkcije u centru ¢; i duljinom d; njegove vece stranice. Takoder je vazno primijetiti
da smo za mjeru veli¢ine pravokutnika mogli uzeti i nesto drugo (primjerice, udaljenost
centra do vrha, tj. duljinu poludijagonale) — to nam dozvoljavaju zapisi uvjeta u Lemi 77!
Ova je ¢injenica vazna ako podrucje dijelimo na trokute [16]. Tada bismo za d; uzimali
maksimalnu udaljenost od centra (tezista) trokuta do vrha.

Nadalje, svaki subkvadrat (jednake stranice) dijelit ¢emo takoder prema prethodno
opisanom postupku, a svaki subpravokutnik (razli¢ite stranice) na tri jednaka dijela po
vecoj stranici kao na Slici 4.

Na taj nacin u nekom trenutku raspolazemo skupom P od m subpravokutnika. Za
svaki od njih odredit ¢emo njegov centar ¢; i veli¢inu d; kao poluduljinu vece stranice.

Slika 4: Dijeljenje subpravokutnika

Trenutnu aproksimaciju ¢ tocke globalnog minimuma odredit ¢emo kao

¢ = argmin f(¢;), fmin = f(€). 9)
i=1,...,m
Uocimo da problemu trazenja subpravokutnika minimalne B-vrijednosti mozemo pris-
tupiti jednako kao u t.77, str.?? i promatrati potencijalno optimalne subpravokutnike
definirane analogno Definiciji 7?7, str.??. KoriStenjem rezultata Teorema 77, str.?? mo-
zemo na taj nacin iz skupa P izdvojiti potencijalno optimalne subpravokutnike i samo
na njima provesti daljnji postupak dijeljenja. Time smo izbjegli koristenje Lipschitzove
konstante funkcije f u algoritmu.
Tijekom iterativnog postupka skup P prosiruje se novim subpravokutnicima, a mini-
mum f,,;, korigira se uvijek samo na centrima novih subpravokutnika.
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Problem zaustavljanja iterativnog postupka u literaturi nije egzaktno rijeSen. Jedna
mogucénost za zaustavljanje iterativnog postupka je kontroliranje trenutne velicine d sub-
pravokutnika na kojemu se postize trenutni minimum.

Nakon $to odredimo prihvatljivu aproksimaciju {¢, fin} globalnog minimuma funk-
cije f, primjenom inverznog preslikavanja T~! iz Leme 1, str.3, aproksimaciju globalnog
minimuma polazne funkcije g odredujemo kao T71(¢).

Opisani algoritam formaliziran je u Algoritmu 1, str.11 za funkciju n nezavisnih vari-

jabli.
3.2 Nekoliko primjera

Koristenjem programskog sustava Mathematica s nekoliko primjera ilustrirat ¢emo Algo-
ritam DIRECT za traZenje globalnog minimuma funkcije dviju varijabli uz odgovarajuéi
postupak dijeljenjenja jedini¢nog kvadrata [0, 1]2.

Primjer 2. Za pocetak promatrajmo sasvim jednostavnu kvadratnu funkciju g: [2,5] X
3,5] = R, g(z1,22) = (x1 — 3)? + (x9 — 4)?, koja svoj globalni minimum postiZe u tocki
u* = (3,4), g(u*) =0.

\\55
.

2 3 4 5

IS

Slika 5: Kvadratna funkcija g: [2,5] x [3,5] — R, g(x1,22) = (z1 — 3)? + (v9 — 4)?

Ploha i odgovarajuéi ContourPlot ove funkcije prikazani su na Slici 5. Primjenom preslika-

1/3 0 _ T el o )
0 1/2]7 u=1[2,3]", T"'(z) = A~ (x) + u, dobivamo

funkciju f: [0,1]> = R, f(x) = (goT71)(z) = g(3w1 + 2,222 +3) = (321 — 1)® + (222 — 1)?, koja
svoj globalni minimum postize u tocki @ = (3, 1), f(a) = 0.

vanja T'(z) = A(z — u), gdje je A =

Globalni minimum originalne funkcije g postiZe se u tocki u* = T~1(a) = [3,4]7, a vrijednost
funkcije g u toj tocki je g(u*) = f(T'(u*)) = f(a) = 0.

Prve tri iteracije dijeljenja jedini¢nog kvadrata [0, 1]2 za ovu funkciju te odgovarajuéi trenutni
minimum prikazani su na Slici 6. Crvenim kruzi¢ima naznaceni su centri potencijalno optimalnih

subpravokutnika.
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It.1: min = {0.25, (3.5,4.0)} I£.2: min = {0.028, (2.833,4.0)}  It.3: min — {0.028, (2.833, 4.0)}
—_— — :
A\ /TN :
[
© ©
\
AN/ \ \\/ \

Slika 6: Dijeljenje kvadrata [0,1]? C R? u slucaju funkcije iz Primjera 2. Crvenim kruzié¢ima,
oznaceni su centri potencijalno optimalnih pravokutnika

© . | \‘ k

Primjer 3. Konstruirajmo funkciju f: [0,1]*> — R,

f(f/El; 3:2) _ _%eflonA([ml,mg]Tf[.7,.3}T)||2 B %6720\\[:El,a:z]Tf[OB,O.S]THQ’ (10)

gdje je A= .8 ﬁ ﬂ, koja ¢e na [0,1]? postié¢i lokalni minimum u tocki ui = (0.3,0.8),
f(uy) = —=0.2 i globalni minimum u tocki us = (0.7,0.3), f(u}) = —0.5.

0.6

0.4

0.2

. 00
s 10 00 02 04 06 08 10

Slika 7: f(z1,22) = ,%e—lonA([zl,zz}T—m-s]T)ll? _ %e—zou[Tlaz2]T—[0~370-8]T||2

Ploha i odgovarajuéi ContourPlot prikazani su na Slici 7. Prve tri iteracije dijeljenja je-
dini¢nog kvadrata [0,1]% za ovu funkciju te odgovarajuéi trenutni minimum prikazani su na
Slici 8.

Zadatak 3. Pokazite da funkcija f zadana s (10) ima dvije stacionarne tocke uj = (0.3,0.8) ¢
us = (0.7,0.3) @ da je f(uy) = —0.2, f(uy) = —0.5.
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It.1: min = {—0.174, (0.83,0.5)} It.2: min = {—0.229, (0.83,0.17)}  It.3: min = {—0.393, (0.72,0.17)}

’/,;/ : N y />
It.4: min = {—0.489, (0.72,0.28)}  It.5: min = {—0.494, (0.68,0.28)}  It.6: min = {—0.496, (0.68,0.32)}

@ | @)\ )
\ o e
Wl R 2

Slika 8: Dijeljenje kvadrata [0, 1]2 € R? u slu¢aju funkcije (10) iz Primjera 3. Crvenim kruzié¢ima,
oznaceni su centri potencijalno optimalnih pravokutnika

24

)

SR

O}

W\

WEED))g))
~——

It.1: min = {24.13,(2.5,7.5)} 1t.2: min = {2.415, (2.5,2.5)} 1t.3: min = {0.415, (2.5,2.5)}

[9]
,2.5)} 1t.6: min = {0.434, (3.06,2.32)}

NS BNY B
% %
[ [

It.5: min = {0.458, (3.

: N
NR NR NR
it

Slika 9: Dijeljenje kvadrata [0,1]> C R? u sluéaju Branin funkcije iz Primjera 1. Crvenim
kruzi¢ima oznaceni su centri potencijalno optimalnih pravokutnika

BN

Primjer 4. Pokazimo jos primjenu optimizacijskog Algoritma DIRECT za Branin funkciju
iz Primjera 1, koja svoj globalni minimum g, = 0.398 postize u trima razlicitim tockama.
Jedna od njih je wi = (m,2.275) (vidi Sliku 1).

Prvih gest iteracija dijeljenja jedini¢nog kvadrata [0,1]? za ovu funkciju te odgovarajuéi
trenutni minimum prikazani su na Slici 9.

Zadatak 4. Zadana je funkcija g: [—1,1] x [-1,1] — R,

g(z1,22) = max {|2z1 — xo — 1|, |21 + 22|} .
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(a) Odredite globalni minimizator funkcije g.

(b) Odredite funkciju f dobivenu transformacijom funkcije g na jedinicni kvadrat. Sto je
globalni minimizator tako dobivene funkcije?

(¢) Napravite dvije iteracije Algoritma DIRECT te skicirajte kako bi se dalje dijelili pra-
vokutnici.

(d) Koja je aproksimacija globalnog minimizatora polazne funkcije g?

4 Optimizacijski algoritam DIRECT za funkciju vise va-
rijabli

Zadana je Lipschitz neprekidna funkcija g: D — R, gdje je D C R™ hiperpravokutnik u
R™. Primjenom transformacije T' (Zadatak 2, str.4), umjesto rjesavanja optimizacijskog
problema za funkciju g rjesavat ¢emo optimizacijski problem za funkciju

f=goT ' [0,1]" =R, gdjeje T 'x)=A"'z+u (11)

Slicno kao $to smo u t.7?, str.?? definirali strategiju dijeljenja intervala, u ovom slucaju
potrebno je razraditi strategiju dijeljenja hiperkocke. Jediniénu hiperkocku [0, 1]™ iterativ-
nim ¢emo postupkom dijeliti na subhiperpravokutnike prema nize navedenom postupku i
pravilima.

Primjedba 3. Primijetite da u slucaju n = 3 kocku dijelimo na 2n + 1 subparalelepipeda

na sljededi nacin (vidi [11], Slika 8, str. 169):

e po prvoj izabranoj koordinati (izbor ovisi o brojevima w;,ws, w3 koji su definirani
analogno (6)) kocku dijelimo na 3 jednaka subparalelepipeda (sloja) (vidi Sliku 10a);

e po drugoj izabranoj koordinati centralni subparalelepiped (sloj) dijelimo na 3 jednaka
subparalelepipeda (sloja) (vidi Sliku 10b);

» po trecoj koordinati centralni subparalelepiped (sloj) dijelimo na 3 jednake subkocke
(vidi Sliku 10c).

Nadalje, uvijek samo kocku dijelimo na ovaj nacin. Subparalelepipede, kakvi god bili,
uvijek dijelimo na tri jednaka dijela po najduzoj stranici.

Nize navodimo pseudokod Algoritma DIRECT, a odgovaraju¢i Mathematica-modul moze
se preuzeti na adresi http://www.mathos.unios.hr/GOP-knjiga/GOPmoduli.rar


http://www.mathos.unios.hr/GOP-knjiga/GOPmoduli.rar
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Slika 10: Dijeljenje kocke u R3

Algorithm 1 (Algoritam DIRECT)
Require: f: R" — R;
Require: cpin; d =0.5; 0<n <d; frmin = f(cmin);
1: Neka je H trenutni skup hiperpravokutnika;
2: Grupiraj sve hiperpravokutnike iz H prema njihovoj veli¢ini, a u svakoj grupi sortiraj ih
prema vrijednosti funkcije f u njihovom centru;
3: Hiperpravokutnici iz svake grupe s najmanjom funkcijskom vrijednosti ¢ine prosireni skup
potencijalno optimalnih hiperpravokutnika &;

4: Primjenom Teorema 77 iz skupa &£, sagradi skup potencijalno optimalnih hiperpravokutnika
P;

5: for R € P do

6: Podijeli R na subhiperpravokutnike ry1, ..., rg;

T Izbrisi hiperpravokutnik R

8: fori=1,...,s;do

9: Odredi veli¢inu d;, centar ¢; i funkcijsku vrijednost f(c;);
10: Korigiraj minimalnu veli¢inu d i (¢min, f(¢min))

11: end for
12: end for

13: if d > n, go to Step 2; else STOP
Ensure: (¢min, f(Cmin))

U Primjeru ?7?, str.?? ve¢ smo spomenuli primjenu algoritma DIRECT kod segmentacije
crno-bijele slike uz primjenu inkrementalnog algoritma. Brojne druge primjere problema
globalne optimizacije i test funkcije za globalnu optimizaciju moZemo pronaéi u [4-6, 10,
17, 19].

5 Optimizacijski algoritam DIRECT za simetricnu funk-
ciju

Funkcija f: [a,b]” — R je simetricna ako proizvoljna permutacija njenih nezavisnih va-
rijabli ne mijenja vrijednost funkcije. Simetricne funkcije ¢esto se javljaju u razli¢itim
primijenjenim istrazivanjima. Primjerice, funkcija (??7) simetriéna je funkcija jer pro-
izvoljna permutacija nezavisnih varijabli ¢y, ..., ¢, znaci samo drugaciji poredak centara
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klastera, ali ne mijenja vrijednost funkcije.

Primjer 5. Funkcija f: R* = R, f(xy,19) = 23 — 2179 + 23 simelricna je funkcija, ali
funkcija g: R? = R, g(x1,12) = 11 — 2129 + T3 nije.

Zadatak 5. Primjenom programskog sustava Mathematica nacrtajte graf (plohu) i ContourPlot
funkcije [6]

g: 0,112 = R, g(z,y) = —.2(2* + y*) + 2zy cos z cos y.
Je li ovo simetricna funkcija?
Primjer 6. Neka je A C R skup dobiven Mathematica-naredbom:

In[1]:=

20; SeedRandom[13];

m
A = RandomReal[{0, 1}, m]

Out[1]= {0.456535, 0.868230, 0.704274, 0.795001, 0.040520, 0.957827, 0.008372,
0.251257, 0.014313, 0.743946, 0.066294, 0.783009, 0.907372, 0.081007,
0.486618, 0.824774, 0.684515, 0.063848, 0.086283, 0.658425}

Elemente skupa A oznacit éemo s a', i =1,...,m i grupirati ih v dva klastera mini-
mizacijom funkcije (77).

Podruéje definicije minimizirajuée funkcije (??) je jedini¢ni kvadrat [0, 1], a za trazenje glo-
balnog minimuma direktno se moze primijeniti Algoritam 1 ili Mathematica-modul NMinimize.

Dobivamo

In[1]:= Clear[x, yl;
Flx_, y_] := Sum[Min[Norm[x - A[[i]l]]1"2, Norm[y - A[[i]1]1°2], {i, m}]
NMinimize [{F[x, y], 0 <= x <= 1, 0 <= y <= 1}, {x, y}]

Out [2]= {0.300262, {x -> 0.739211, y -> 0.07648671}}

Graf (ploha) i ContourPlot odgovarajuce funkcije (??) prikazani su na Slici 11. Primijetite
da je podrucje definicije simetricno podijeljeno na dva trokuta

Ay = {(z1,22) € [0,1]*: 1 > 21 > 29 > 0},
Ay = {(z1,22) €[0,1]%: 0 < 2y < 2 < 1},

a Mathematica-modul NMinimize pronasao je samo tocku globalnog minimuma u* = (0.73921, 0.07648)
u trokutu Aj. Jasno je da postoji i druga tocka globalnog minimuma v* = (0.07648,0.73921) €
As. Kako treba korigirati program?
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Slika 11: F(eq,c0) = g min{|c; — a’|3, |c2 — a*||3}

=1

Situacija koja se pojavila u prethodnom primjeru prirodno se generalizira i u slucaju si-
metricne Lipschitz-neprekidne funkcije vise varijabli. Ako simetri¢na Lipschitz-neprekidna
funkcija s n nezavisnih varijabli ima globalni minimum, tada se on moze posti¢i u barem
n! razlicitih tocaka. Primjerice, ako bismo skup A C R grupirali u 5 klastera, funkcija
(??7) postigla bi svoj globalni minimum u barem 120 razli¢itih tocaka, ¢ije se koordinate
razlikuju do na permutaciju. Pet koordinata bilo koje od ovih tocaka predstavljaju centre
pet klastera skupa A. Algoritam DIRECT pronalazi svih 120 tocaka i zbog toga je vrijeme
izvodenja (CPU time) izuzetno veliko.

Zato se u literaturi [6] pojavila specijalna metoda i algoritam SymDIRECT kojim se efi-
kasno rjesava globalni optimizacijski problem (GOP) za simetri¢nu Lipschitz-neprekidnu
funkciju. Metoda SymDIRECT jedna je modifikacija standardnog Algoritma DIRECT, a naj-
krade reCeno, umjesto trazenja tocke globalnog minimuma na hiperkocki [0, 1]", on se
trazi samo na jednom od n! jednakih hipertetraedara. Zbog jednostavnosti izabran je
hipertetraedar

A={(zy,...,x,) €[0,1]":1>2y >--- >z, >0}

U postupku dijeljenja hiperkocke [0, 1]" Algoritam SymDIRECT zadrzava samo one sub-
hiperpravokutnike koji su potpuno ili djelomi¢no sadrzani u hipertetraedru A. Metoda
pokazuje visoku efikasnost kod rjesavanja GOP za simetri¢nu Lipschitz-neprekidnu funk-
ciju.

Godinu dana kasnije pojavila se nova, jos efikasnija metoda i algoritam DISIMPL [16].
Ideja ove metode sastoji se u tome da umjesto dijeljenja hiperkocke [0, 1] posebnim pos-
tupkom dijelimo hipertetraedar A. U najjednostavnijem slucaju (n = 2), hipertetraedar
A donji je trokut jedini¢nog kvadrata [0, 1]? (Slika 12a), koji se u prvom koraku dijeli na
4 jednaka (sukladna) subtrokuta od kojih sredi$nji ima centar (teziSte) u centru polaznog
trokuta, a njegovi vrhovi podudaraju se s polovistima stranica polaznog trokuta. Nakon
odredivanja B-vrijednosti svih subtrokuta, dalje se dijeli onaj s najmanjom B-vrijednosti.
Naravno, i u ovom slucaju koriste se potencijalno optimalni subtrokuti. Jedno moguce
dijeljenje trokuta A prikazano je na Slici 12.
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Slika 12: Dijeljenje trokuta A = {(x1,22) € [0,1]2: 1 > x1 > 2o > 0}

Primjer 7. Neka je A= {a' € [0,1]:i=1,...,m} C R skup konstruiran v Primjeru 6.
FElemente skupa A grupirat éemo u tri klastera minimizacijom funkcije (77).

Primjenom Mathematica-modula NMinimize dobivamo
In[1]:= Clear[x, y, z];

NMinimize [{F[x,y,z], 0<=x<=1, 0<=y<=1, 0<=z<=1}, {x,y,z}]

Out[2]= {0.125808, {x -> 0.792737, y -> 0.0515195, z -> 0.398137}}

Na ovaj GOP primijenit ¢emo i Algoritam SymDIRECT. Podrucje definicije minimizirajuce
funkcije (??) u ovom je slucaju jedini¢na kocka [0, 1] koja je prirodno podijeljeno na 6 jednakih
tetraedara (vidi Sliku 13'). Sukladno Metodi SymDIRECT dovoljno je promatrati samo jedan od

6 tetraedara i na njemu pronaci tocke minimuma. Promatrajmo tetraedar

Ay = {(z1,20,23) € [0,1]*: 1 > a1 > 29 > 23 > 0}.

Slika 13: Jedini¢na kocka [0,1]3 prirodno je podijeljena na 6 jednakih tetraedara

Algoritam SymDIRECT daje globalni minimum (vidi Sliku 14)
u* = (0.81385,0.35390, 0.02106) € Ay, F(u*) = 0.06258.

Mathematica-modul NMinimize pronasao je jednu od dvije tocke lokalnog minimuma

(vidi takoder Sliku 14).

@ = (0.81386,0.45654,0.07861) € Ay,  F(d) = 0.08126,
= (0.79274,0.05152,0.39814) € A,  F(?) = 0.12581.

!Maketu su izradili Lidija Radan i Jan Valenta, Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku.
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Slika 14: Jedan globalni (u*, F(u*)) i dva lokalna minimuma (@, F'(4)), (0, F(0)) iz Primjera 6

Zadatak 6. Neka je A C R. Konstruirajte algoritam po uzoru ma Algoritam DIRECT koji ce
traziti tocku globalnog minimuma simetricne Lipschitz-neprekidne funkcije definirane na trokutu
A = {(x1,22) € [0,1]%: 1 > 21 > 22 > 0} primjenom prethodno spomenutog postupka dijeljenja
trokuta.

Jos jedna nova metoda [19] za traZenje tocke globalnog minimuma simetri¢ne Lipschitz-
neprekidne funkcije g: [a,b]” — R nakon transformacije f = g o T~! takoder pretrazuje
hipertetraedar A. Primjenom nove transformacije 7 (vidi Lemu 2) problem trazenja
tocke globalnog minimuma funkcije f na hipertetraedru A prevodi se na trazenje tocke
globalnog minimuma nove funkcije ®: [0, 1]* — R, ®(¢) = f(7(¢)) na hiperkocki [0, 1]",
a tu je moguce primijeniti standardni DIRECT ili neki drugi optimizacijski algoritam (vidi
t.6.2, str.16).

Lema 2. Neka je T: R™ — R” linearni operator zadan s T (e;) = XZ: e;, gdjeje{er, ... e}
standardna ortonormirana baza u R™. Tada vrijedi =

ccA & cclo, 1" i T Hc)elo,1]"
Zadatak 7. DokaZite Lemu 2.

6 Neke druge mogucénosti

6.1 Kratki povijesni pregled

Neka je f: D — R, D C R", proizvoljna funkcija koja u tocki z* = argmin ., f(2)
postize globalni minimum f* = f(z*). Kao Sto je ve¢ i ranije navedeno, problem odre-
divanja takve tocke x* € D zovemo problem globalne optimizacije. Metode za rjeSavanje
problema globalne optimizacije tijekom povijesti? najviSe su se razvijale pod utjecajem
razvoja inzenjerskih tehnologija. Prvi poznati znanstveni rad u literaturi povezan s global-
nom optimizacijom potjece iz 1797. godine®. U tom je radu prvi puta sustavno analiticki

2Podaci o kratkom povijesnom pregledu metoda globalne optimizacije preuzeti su uglavnom iz [13].
31z povijesnih razloga navodimo originalnu referencu:
J. L. Lagrange, Théorie des fonctions analytiques, Impr. de la République, Paris, 1797.
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obraden problem globalne optimizacije. Analiticke metode za rjeSavanje problema glo-
balne optimizacije opéenito su vrlo kompleksne, posebno u sluc¢aju velikog broja varijabli
te zbog toga prije pojave suvremenih racunala njihova efikasna implementacija bila je
gotovo nemoguca. U kasnijim 50.-tim godinama 20. stolje¢a razvijene su prve numericke
metode za rjeSavanje problema globalne optimizacije koje su se zasnivale na tzv. nacelu
podijeli-pa-vladaj. Ugrubo govoreci, ovo se nacelo sastoji od podjele domene D na manje
poddomene na kojima se mogla primijeniti neka lokalna metoda. Na taj nacin generira
se iterativni postupak koji konvergira prema tocki globalnog minimuma. Tipi¢an primjer
ovakve metode je Metoda grananja i ogradivanja (eng. Branch and Bound - (BB)) [15],
koja se u svom originalu koristila za rjesavanje specificnih problema globalne otimizacije
povezane s linearnim odnosno cjelobrojnim programiranjem. Metoda grananja i ogradiva-
nja primijenjena na opcenitu funkciju prvi se puta koristi u radu [3]. U razdoblju od 1970.
do 1980. najve¢im su se dijelom razvijale metode za rjesavanje mjesovitih cjelobrojnih i
nelinearnih problema [13]. U tom je razdoblju takoder razvijena metoda ovog tipa koja
se temelji na intervalnoj aritmetici [7, 8]. Metoda se nije pokazala efikasnom zbog svoje
opc¢enito vrlo spore konvergencije.

Do kraja 80.-ih godina razvijene su razli¢ite metode globalne optimizacije koje su
koristile specijalne strukture problema, pa i stohasticka optimizacija (vidi primjerice [20]).
Pocetkom 90.-ih godina, broj znanstenih publikacija u podruéju globalne optimizacije
znacajno se povecao. Takoder se razvija veliki broj softverskih paketa za rjesavanje ovog
problema. U tom razdoblju izdana je prva knjiga vezana uz globalnu optimizaciju [9].

U radu [1] Metoda grananja i ogradivanja pod nazivom aBB primijenjena je na op-
¢eniti nelinearni i nekonveksni problem uvjetne optimizacije. Nakon toga uslijedio je niz
znanstvenih radova u kojima se razmatra ova metoda, a temeljna pretpostavka je da je
funkcija cilja dva puta neprekidno diferencijabilna. Nesto kasnije razvijaju se stohasticke
metode, kao $to su Simulated and Nested Annealing [18], Tabu Search [2|, Multi-Level
Single Linkage [12], Variable Neighbourhood Search [14], Differential Evolution, itd.

6.2 Metoda grananja i ogradivanja

U nastavku ¢emo ukratko proanalizirati prethodno spomenutu Metoda grananja i ogradi-
vanja. Temeljna ideja ove metode sastoji se od definiranja liste £ konveksnih podskupova
domene D, pri ¢emu pretpostavljamo da barem jedan od tih podskupova sadrzi tocku
globalnog minimuma funkcije f. Iz liste £ odabiremo podskup R, kojega obrisemo iz
liste, te na tom podskupu odredujemo gornju ®y(R) i donju ®15(R) medu optimalne
vrijednosti funkcije f* tako da vrijedi

Q.p(R) < Ixﬂei]gl f(z) < Qyp(R).

Ovaj postupak zovemo ogradivanje.
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U cilju osiguravanja brzine konvergencije, gornju i donju medu vazno je odrediti na
— ®&5(R) < g, gdje je € >
0 unaprijed zadana toc¢nost, podskup R zadrzavamo te odgovarajuéu vrijednost gornje

sto je moguée jednostavniji nacin. Ako je pritom ®pyp(R)

mede &y p(R) smatramo trenutnom vrijednoséu globalnog minimuma. Takoder, iz liste
L uklonimo sve one podskupove kojima je vrijednost donje mede veéa od @y p(R).

U suprotnom, ako je ®yp(R) — Prp(R) > ¢, podskup R dalje dijelimo u disjunktne
podskupove koje uvrstavamo u listu £. U listi £ zadrzavamo samo one podskupove kojima
je vrijednost gornje mede manja od trenutne vrijednosti globalnog minimuma. Postupak
daljnjeg dijeljenja nazivamo grananje.

U ovisnosti o nacinu konstrukcije gornje i donje mede (ogradivanje), kao i nacinu
daljnjeg dijeljenja podskupa (grananja) mogu se konstruirati razli¢ite metode koje su
zasnovane na ovoj ideji. Tipi¢ni primjer ove grupe metoda je ve¢ ranije spomenuta a BB
metoda, kod koje se u svrhu definiranja gornje mede koristi pretpostavka da je funkcija f
dva puta neprekidno diferencijabilna [1].

U nastavku kao ilustraciju navodimo primjer iz [13], u kojemu rjeSavamo problem
jednodimenzionalne globalne optimizacije primjenom nacela grananja i ogradivanja.

Primjer 8. Zadan je interval Q = [—3,6] te funkcija f: Q@ — R formulom f(x) =
ix + sinx (Slika 15a). Primjenom nacela grananja i ogradivanja treba pronaci tocku u
kojoj se postize globalni minimum funkcije f na intervalu @ s tocnoscéu € = 0.15

(a) Graf funkcije f
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Slika 15: Metoda grananja i ogradivanja za funkciju f: [-3,6] — R, f(z) =
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Na pocetku metode lista £ sastoji se samo od intervala @@ = [—3, 6], odnosno £ = {[-3, 6]}.
Odredimo donju ®15([—3,6]) i gornju medu @y p([—3,6]). Kako je —1 < sinz < 1, vrijedi (vidi
Slika 15b)

flx) > ix -1

U cilju profinjenja donje mede, u rubnim tockama x = —3 te x = 6, konstruiramo tangente na
graf funkcije f. U tocki x = —3, tangenta glasi: y = —3.11 —0.74 z, dok u tocki z = 6, tangenta
glasi: y = —6.04 + 1.21 z (vidi Sliku 15c). Sada je o¢igledno (Slika 15d)

f(z) > ®rp(x) == max{3z — 1,-3.11 — 0.74 2, —6.04 + 1.21 2},

odakle je (Slika 15¢)
®r5([-3,6])) = min Ppp(x) = —1.53,
z€[—3,6]
a postize se u tocki T = —2.13.

Nadalje odredujemo gornju medu. Jedna je moguénost primijeniti neku lokalnu minimiza-
cijsku metodu te za gornju medu odabrati vrijednost funkcije kojoj je ta metoda konvergirala.
Kako je funkcija f dva puta neprekidno derivabilna, u tu svrhu primjenjujemo Newtonovu me-
todu, pri cemu za pocetnu aproksimaciju uzimamo xg = 6. Newtonova metoda konvergirala je
prema Z = 4.46 te je prema tome gornja meda (Slika 15f)

Oy p([—3,6]) = f(4.46) = 0.147.
Razlika gornje i donje mede iznosi
Sy p([—3,6]) — Prp([—3,6]) = 1.67 > ¢ = 0.15,

Sto znaci da interval [—3,6] treba podijeliti (granati) u dva podintervala. Pretpostavimo da
interval dijelimo na podintevale Q1 = [—3,4.46], Q2 = [4.46,6]. Tocku & = 4.46 zovemo tocka
grananja. Lista £ sada glasi

L = {[~3,4.46], [4.46,6]}.

Odabiremo interval [—3,4.46] iz liste, obrisSemo ga iz liste te za njega odredujemo donju i
gornju medu. Za donju medu koristimo istu funkciju kao i za interval [—3, 6] pa je

®rp([—3,446]) = min ®pp(zr) = —1.53,

x€[—3,4.46]
a postize se u tocki T = —2.13. U svrhu odredivanja gornje mede na skupu [—3, 4.46], primjenju-
jemo Newtonovu metodu s pocetnom aproksimacijom zg = 3. Newtonova metoda konvergirala
je prema & = —1.82 te je prema tome gornja meda (Slika 15g)

Dy p([—3,4.46]) = f(—1.82) = —1.42.
Razlika gornje i donje mede iznosi
Oy p([—3,4.46]) — rp([—3,4.46]) = 0.11 < £ = 0.15.

Ovaj interval ne dijelimo dalje te za aproksimaciju tocke u kojoj se postize globalni minimum
uzimamo ¥ = —1.82, dok je odgovarajuca vrijednost globalnog minimima U := —1.42.
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Nadalje, promatramo interval [4.46,6]. Za konstrukciju donje mede koristimo funkciju
®rp(2) te je
@1 5([4.46,6]) = f(4.46) = 0.115.

U svrhu odredivanja gornje mede na skupu [4.46, 6], primjenjujemo Newtonovu metodu s pocet-
nom aproksimacijom zg = 6. Newtonova metoda konvergirala je prema & = 4.46, te je pri tome
gornja meda (Slika 15h)

Dy p([4.46,6]) = f(4.46) = 0.147.

Razlika gornje i donje mede iznosi
‘I)UB([446,6D — (I’LB([4.46, 6]) =0.04 <e=0.15.

Ovaj interval ne dijelimo dalje. Kako za trenutnu aproksimaciju globalnog minimuma U = —1.42
vrijedi U < ®1,5([4.46,6]) = 0.147, ovaj interval ne sadrzi tocku globalnog minimuma.

Bududi da lista £ ne sadrzi vise podskupova, zaklju¢ujemo da je funkcija f postigla globalni

minimum funkcije u tocki £ = —1.82 ta da on iznosi U = —1.42.
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