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U Poglavlju ?? uveli smo pojam kvazikonveksne funkcije, a u Lemi 77, str.?? naveli smo
operativni kriterij za ispitivanje kvazikonveksnosti neke funkcije. Dalje ¢emo se baviti
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2 METODA POLOVLJENJA ZA KVAZIKONVEKSNU DERIVABILNU FUNKCIJU2

strogo kvazikonveksnim funkcijama. Kazemo da je funkcija f: [a,b] — R strogo kvaziko-
nveksna ako za sve z,y € [a,b], (z # y) vrijedi

flax + (1 —a)y) <max{f(z), f(y)}, Vae(0,1),

a za svaki A € R nivo-skup D, je konveksan. Tocka z* € argmin f(z) strogo kvazikonvek-
z€la,b]
sne funkcije tocka je globalnog minimuma te funkcije.

2 Metoda polovljenja za kvazikonveksnu derivabilnu
funkciju

Za kvazikonveksnu derivabilnu funkciju f: [a,b] — R uz toc¢nost € > 0 treba rijesiti
optimizacijski problem, tj. odrediti

x* € argmin f(z), takavdaje f(z*)= min f(z).
z€a,b] z€[a,b]

Najjednostavnija metoda je tzv. metoda polovljenja (bisekcije), koju opisujemo u nas-
tavku. Najprije odredimo poloviste z intervala [a, b]. Ako je f'(zo) = 0, tocka x rjeSenje
je problema. Ako je f'(zg) > 0, dalje razmatramo podinterval [a,zo] (vidi Sliku la). U
protivnom, dalje razmatramo podinterval [z, b] (vidi Sliku 1b). Proces se nastavlja tako
dugo dok duljina podintervala ne postane manja od €, ili dok derivacija funkcije f u nekoj
tocki ne postane jednaka nuli.
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Slika 1: Metoda polovljenja za kvazikonveksnu derivabilnu funkciju

Primjedba 1. Primijetite da se ova metoda moze interpretirati kao metoda polovljenja za
trazenje nultocke derivacije funkcije f (vidi [7]).

Neka je [ag, b] := [a, b] pocetni interval. Pocetnu aproksimaciju odredimo kao polovi-
Ste tog intervala xy = %(ao + by), a apsolutna pogreska je Azy = |zo — z*| < %(bo — ap).
Zatim izaberemo novi podinterval

a .: lao, zo], [f'(z0) >0
lay, by : {[xo,bOL o) <0
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i odredimo sljedec¢u aproksimaciju x; = %(al + by). Primijetite da za apsolutnu pogresku
prve aproksimacije z; vrijedi Az := |z — 2*| < %(bl —ay).
Neka je opcenito
T = %(ak + by).

Vrijedi
k+1
" — 2] < 3(bk — k) = (3)*(brr — ax—1) =+ = (3) (bo — a0)- (1)

Na taj nac¢in dokazali smo sljede¢i teorem o konvergenciji niza (xy), brzini konvergen-
cije iterativnog postupka te odgovarajuce ocjene pogreske.

Teorem 1. Neka je f: [a,b] — R kvazikonveksna derivabilna funkcija. Niz (xk> definiran
na prethodno opisan nacin konvergira prema globalnom minimumu funkcije f linearnom
brzinom @ vrijedi ocjena pogreske

k+1
o — 2 < (3) b —al.
Koristenjem ocjene (1) moze se odrediti potreban broj iteracija za trazenu tocnost

€e>0. Iz (e41)
(%) |b0 - Cl0| < €,

dobivamo
Ine—1In|by — ag|

k
- In0.5

1.

Algorithm 1 (Metoda polovljenja za kvazikonveksnu derivabilnu funkciju)

Require: f: [a,b] — R;
Require: ag, by € [a,b]; € > 0; k=0;
{U¢itati funkciju f, poéetni interval [ag, by, to¢nost € > 0 i staviti &k = 0;}

1: while by — ap > ¢, do

2 Tp 1= %(ak + bk)

3 if f'(zp) > 0, then

4: a1 = ak;  bpy1 = Tp;
5: else

6: ag+1 = Tp; b1 = by
7 end if

8 k=Fk+1;

9: end while

Ensure: z,

Primjer 1. Metodom polovijenja potraZimo lokalni minimum funkcije f: [3,7] — R,
f(z) = sinx+sin 3z+Inz+1 na intervalu [5,7] (vidi Sliku 2) s jednom tocnom decimalom.
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Za € = 0.05 dobivamo k > In(.05)—In |7=3|

(a) f: [3,7 =R
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Slika 2: f(z) =sinz +sin3z+Inx +1

In0.5

Mathematica-modula NMinimize []17?

— 1~ 5.32, sto znaci da ¢emo nakon k = 6 iteracija
dobiti aproksimaciju to¢nu na barem jednu decimalu (vidi Tablicu 1 i Sliku 3). Primijetite
da je trazena toCnost postignuta veé¢ u petoj iteraciji.

ko ay by, T 30k —ax)  f'(xx)
0 5 7 6 1 3.108
1 5 6 5.5 .5 -1.217
2 5.5 6 5.75 .25 .949
3 5.5 5.75 5.625 125 -.210
4 5625 575 56875  .0625 360
5 5625 5.6875  5.65625 .03125 0.071
6 5.625 5.65625 5.65625 .015625 0.071

Tablica 1: Metoda polovijenja: f:

1

5,7 = R, f(z) =sinz +sin3z +Inz + 1

T
5 6

Slika 3: Metoda polovljenja za kvazikonveksnu derivabilnu funkciju

Zadatak 1. Za funkciju f: [1,4] — R, f(x) =

minimizatora.

(a) Primjenom Metode polovljenja odredite prve tri aproksimacije i ocijenite pogresku dobivene

aproksimacije.

(b) Koliko iteracija Metodom polovljenja treba provesti da bi se dobila tocnost globalnog mini-

7

muma na 4 decimalna mjesta?

xT

2

3 3 3 3 3
2 2 2 2 2
1 1 1 1
"5 6 7 s 6 7 s 6 7 s 6 7

+ % treba odrediti aproksimaciju globalnog

Dobiva li se isti rezultat primjenom
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3 Metoda polovljenja za nederivabilnu strogo kvazi-
konveksnu funkciju

Neka je f: [a,b] — R strogo kvazikonveksna funkcija. Analogno prethodnoj metodi,

konstruirat ¢emo Metodu polovljenja za ovakvu funkciju. Uz to Sto funkcija f opcenito

nije derivabilna, ona na intervalu [a,b] moze imati i prekide prve vrste. Neka je 6 > 0
realan broj takav da je b —a > 9.

(a) f(&1) < f(&2)

b

1
1
1
1
1
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a &1

Slika 4: Metoda polovljenja za strogo kvazikonveksnu nederivabilnu funkciju

2 b

Neka je [ag,bg] := [a,b]. Buduéi da u ovom sluc¢aju opéenito ne mozemo koristiti
derivaciju funkcije f u polovistu intervala [ag, by}, u okolini polovista simetri¢no ¢emo
izabrati dvije tocke

& = %(ao +by) —
§o = %(ao +bo) +

NS N,

i promatrati koeficijent smjera odgovarajuce sekante

f(&) — (&)
5 :
Zato ¢e nam kriterij za odabir podintervala u kojemu ostaje lezati tocka minimuma x*

biti sljedeéi (vidi Sliku 4):
. a0, &), k>0 a0, &), f(&2) = f(&)
a1, b1] == =

bl <0 [ | ekl f(&) < f(&)
Sirina novog podintervala je
by — ai(=& —ag = by — &) = 3(bo — ag) + 30.
Prvu aproksimaciju z; moZzemo definirati u polovistu intervala [aq, b1]
T, = %(al + by).
Ocjena apsolutne pogreske prve aproksimacije je

Axy = |a] — 2*| < (b1 — a1) = 55 (bo — ag) + 520,
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sto ¢emo zapisati u obliku

Ponavljajuéi postupak nadalje definiramo dvije simetri¢ne tocke u okolini polovista
intervala [a;, b]

&3 =
o=

(a1 + bl) - %5,
(a1 + b)) + 16,

N D=

novi koeficijent smjera k = 5(f(&) — f(&3)) i novi podinterval

(a2, by] = la1, &), &>0
2,02 -— [53’b1]7 k<0 9

u kojemu ostaje tocka minimuma z* funkcije f. Sirina novog podintervala je

by — ap = §(b1 — a1) + 30| = (b — ) + 0 + 30| = F5(bo — ao) + 36(1+ ).
Novu aproksimaciju xs odredit ¢emo u polovistu intervala [ag, bs]

zy = 5(as + bs),
¢iju apsolutnu pogresku mozemo ocijeniti s
Ay = |y =2 < 5(by — a2) = g (bo — ap) + 30 -
sto ¢emo zapisati kao
Ay = |y — | < F5(bo — a0) + 3 (1 = F)0.
Opcenito, neka je poznat interval [ay_1, by_1] Sirine

b1 — ap—1 = 3(bp—o — ay_2) + 36, k>2,

u kojemu lezi tocka minimuma x*. Kao i ranije, definiramo dvije simetri¢ne tocke u okolini
polovista

Eon—1 = 5(ap—1 + bp—1) — 36,
Sk = %(ak;—l +br-1) + %57

koeficijent smjera k= +(f(&x) — f(&x-1) i sljededi podinterval

_ laed k20
s by = { ol w2
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Sirine

bk_ak:%(bkfl_akfl)‘i‘g:2%(60_@0)4’%(1""'“4‘2%1)5-
Sljede¢u aproksimaciju z; definirat ¢emo s

T = %(ak + bk)

Apsolutnu pogresku mozemo ocijeniti s

A$k = ’$k—$*| S %(bk—ak): Qkil(bo—ao)—i-%(l%"i‘%%l)é
= sr(bo—ao) + 1 (1- %) 0.

Za k — +o00 ocjena apsolutne pogreske konvergira prema g. Dakle, nakon dovoljnog broja
5
5.
Metodu nazivamo Metoda polovljenja jer u svakom koraku interval dijelimo gotovo

iteracija dobivena aproksimacija moze odstupati od tocke minimuma za najvise

na dvije polovine — ¢im je § manji, time je dijeljenje intervala blize raspolavljanju. Na-
ravno, ova metoda moze se primijeniti i na proizvoljnu strogo konveksnu funkciju (vidi
Primjedbu ?7, str.??).

Algorithm 2 (Metoda polovljenja za kvazikonveksnu funkciju)

Require: f: [a,b] — R;
Require: a,b; 0 < d < (b—a)/2; e > 0; k=0
{U¢itati funkciju f, po€etni interval [a, b], tocnost € > 0 i staviti k = 0;}
1: zp, = (a+b)/2;
2: while b —a > ¢, do
3: k=k+1;

4 a:lzxp—%; acg:xp—l—g;
5: if f(z1) < f(z2), then

6: b= x9;

7 else

8: a=xi;

9: end if

10: xp = (a+0b)/2;

11: end while
Ensure: 7,

Primjedba 2. Primijetite da se ova metoda moze interpretirati kao metoda polovljenja
gdje je derivacija zamijenjena s podijeljenom razlikom (vidi [7]).

Primjer 2. Metodu polovijenja ilustrirat cemo na primjeru minimizacije funkcije f :
[—1,2] = R, f(z) =14 {J(x — 1)2. Na Slici 5 prikazano je nekoliko iteracija.
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2 2 2 2 2
1 [\,/ 1 [\/ 1 [\/ 1 [\/ 1 [\/
" 05 1 15 " 05 1 15 " 05 1 15 " 05 1 15 " 05 1 15

Slika 5: Tlustracije Metode polovijenja na funkciji iz Primjera 2

Zadatak 2. Je li f: [-2,2] = R, f(z) = 1—e~1*= kvazikonveksna funkcija? Ako je, Metodom
polovljenja odredite aproksimaciju njezine tocke globalnog minimuma.

Zadatak 3. Lokalni minimumi funkcije iz Primjera 77, str.?? postizu se u tockama

ot~ —3217, a3~ 0243, a%~ 3.617,
f(x}) =~ 6.251, f(x3) ~3.289, f(z})~ 0.618.

Definirajte intervale u kojima céete Metodom polovljenja odrediti pojedine tocke lokalnih mini-
muma.

Zadatak 4. Metodom polovljenja odredite prve cetiri aproksimacije minimuma funkcije f: [0, 3] —
R, f(z) = |z — 1| + 2 uz § = 0.2. Ocijenite pogresku dobivene aproksimacije. Kolika je stvarna
apsolutna pogreska?

Zadatak 5. Za danie > 0 i parametar § > 0 odredite broj iteracija k koji je potreban da Metoda
polovljenja daje tocku globalnog minimuma x* kvazikonveksne funkcije f: [a,b] — R s tocnoscu
g + €. Kako treba odabrati § > 0 i k da bismo postigli tocnost na dvije decimale? U tom smislu
analizirajte Primjer 2.

Zadatak 6. Neka je f: [a,b] — R strogo kvazikonveksna funkcija. Definirajte modifikaciju
Metode polovljenja za minimizaciju funkcije f u kojoj je vrijednost parametra § mogudée mijenjati
u svakoj iteraciji 6 = Ox. lzvedite ocjenu apsolutne pogreske i dokaZite konvergenciju metode uz
dodatne pretpostavke na niz (6;). Sto moZete reci o brzini konvergencije metode?

4 Metoda zlatnog reza

Kao sto smo ve¢ primijetili, Metoda polovijenja za kvazikonveksnu derivabilnu funkciju ne
moze to¢no odrediti tocku minimuma, ve¢ toc¢nost aproksimacije opisi o veli¢ini parametra
0 > 0. Zato ¢emo tocke way_1, Tok, pomocukojih smo u svakom koraku odredivali sekantu,
pokusSati definirati neovisno o ovakvom parametru d. Takvu mogucénost pruzanam Metoda
Zlatnog reza.

Neka je ¢ duzina duljine 1. Tocka (odnosno realni broj) .5 < = < 1 dijeli duzinu ¢ u
omjeru zlatnog reza ako se omjer duljine cijele duzine ¢ u odnosu na veéi dio x odnosi kao
omjer veceg dijela x u odnosu na manji dio 1 — z, tj.

T

r 1—2x

Pozitivno rjesenje ove jednadzbe je x = ‘/52’1 ~ 0.618, pri ¢emu broj 1 = */52“ ~ 1.61812

nazivamo omjer zlatnog reza.
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Slika 6: Dijeljenje duzine ¢ u omjeru zlatnog reza

Zadatak 7. Pokazite da i broj 1 — x = 3;2\/5 ~ 0.382 takoder dijeli duZinu ¢ u omjeru zlatnog
reza.

Neka je f: [a,b] — R strogo kvazikonveksna funkcija. Niz aproksimacija tocke global-
nog minimuma z* € [a, b] funkcije f definirat ¢emo na sljede¢i nac¢in. Formalno ozna¢imo
[ag, bo] := |a, b].

U cilju definiranja prve aproksimacije najprije definirajmo tocke &1, & € [ag, bo|, &1 <
&5, na sljedeéi nacin

&1 = ag+ (1 —2)(by — ag) = ap + 255 (bo — ao), (2)
§2 =ag + [E(bg — CLQ) =ag + \/z_l(bo - CL()). (3)
a qa & b

Slika 7: Izbor todaka &1, &

Tocka & ¢ini zlatni rez intervala [ag, by]. Naime,

by — agp _ 50—51
b0—§1 51—%.

Slicno se moze pokazati da i tocka & ¢ini zlatni rez intervala [ag, bo| jer vrijedi

bo — ao _ §2 — ao
&2 — ao bo — &2
Tocke &1 1 & posluzit ¢e nam slicno kao u t.3, str.5 za definiranje intervala [aq, by] i

prve aproksimacije x;. Uz oznaku k := % definiramo

~Jlao, &), k>0, _J&, >0,
lay, b = T =
[€1,00), K <O, &, Kk <O0.

Sirina intervala [a;, b1] je

3) S
bl_alz{ & — ay 2 Y5 by o),
2 ?
bo — &1 2 bo — ap — \/g{l(bo —ag) = \/g{l(bo_%)

a pogresku prve aproksimacije procijenit ¢emo slicno kao u t.3 koristeci % > %:

2
ACL’l = |ZE1 — ZE*| S %(bl — CL1> S (@)(bl — (11) = (@) (b() — CL()).
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Takoder primijetimo da je
& — 51 = (\/S —2)(bo — ao).

Ponavljajuéi analogno kao u (3), (2), definiramo tocke z3, z4 u intervalu [ay, b ]

53 =a; + 3_2\/5(171 - CL1>,
54 = ay + @(bl — al).

Primjedba 3. Oznacimo li ¢ = \/52_1, mozemo uociti da ako je f(&) < f(&), onda zbog
P =1—¢ =23 \f vrijedi

&4 =ag + ¢(& — ap) = ag + ¢(ao + ¢(bo — ap) — ao)
=ag + ¢*(bo — ao) = &.

S druge strane, ako je f(&;) > f(&2), onda

§ =6+ (1 —9¢)(bo — &)
=ag+ (1 — ¢)(by — ag) + (1 — ¢)(bo — ap — (1 — ¢)(bo — ao))
=ag + (1 — ¢*)(bo — ag) = &.

Stoga, u svakoj je iteraciji potrebno izracunati samo jednu novu tocku.

Pokazite da i tocka &5 i tocka & dijele segment [aq, b] u omjeru zlatnog reza.

f(8a)—1(&3)
£

o definirat ¢emo novi podinterval

Pomocu tocaka &3, &, koristeéi oznaku k :=
[az, bo] i drugu aproksimaciju xo

_ [a17§4]7 k20, _ &, k=0,
[a2, b2] = Ty =
[537 bl]a K < 07 547 Kk < 0.

Sirina intervala [as, by je

2
by — aa(= & —ay = by — &) = YL (b —ay) = (\/5{1) (bo — ao),
a pogreska druge aproksimacije x5 procijenjena je s

Ay = |og — 2% < A(by — az) < (Y5) (b — az) = (Y5 (b — ao).

2

Takoder,
§4— &= (\/_ 2)(by —aq) = V5= 1(\/5—2)(b0—a0).

Opcenito, pretpostavimo da je poznat interval [aj_1,bg_1] u kojemu lezi tocka mini-
muma z. Kao i ranije, definiramo dvije tocke koje dijele interval [ag_1,bk—1] u omjeru
zlatnog reza

3 \/g(bk—l — Qk—1),

Sok = Qp—1 + @(bk—l — Qp_1).
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F(&ar)—f(€ar—1)

definirat ¢emo novi podin-
Eor—&2k—1

Pomoc¢u tocaka &g, Eor koristeéi oznaku k =
terval [ay, bg| 1 novu aproksimaciju xy,

S lar—1,84], £=0, Sok—1, K =0,
[ak, bk] = i

[52]67 bk]a K < 07 €2k, Kk < 0.

Sirina podintervala [a, bg] je

k
b — ap(= &ox — ap = by — Eop—1) = @(bk—l —ap_1) = (\/5271) (bo — ao),

a apsolutna pogreska k-te aproksimacije zadana je s

Az = o — 2% < (B (b — ar) = (52)" (b0 — a0),

te je
Eor — Eopor = (VB — 2)(bj—y — ap_y) = (@)kil (V5 — 2)(bo — ao).

Primijetite da za k — 400 niz apsolutnih pogresaka (Aa:k) konvergira prema nuli te da
isto tako niz (£o — &a—1) konvergira prema nuli. To znaci da primjenom Metode zlatnog
reza za trazenje globalnog minimizatora strogo kvazikonveksne funkcije f (za razliku od
Metode polovljenja) mozemo postiéi proizvoljnu toénost aproksimacije. MozZe se takoder
pokazati! da je pri tome izbor tocaka {&_1, &} gotovo optimalan.

Vise o metodi vidi u [3, 5, §].

Algorithm 3 (Metoda zlatnog reza)
Require: f: [a,b] — R;
Require: a,b; ¢ > 0; 7 = \/52_1; k=0;
{U¢itati funkciju f, pocetni interval [a, b], tocnost € > 0 i staviti k = 0;}

1: while b—a > ¢, do

2 k=k+1;

3 xlza—i—g_zi\/g(b—a); m2:a+‘/52_1(b—a);
4 if f(z1) < f(x2), then

5: b=x9; x* =11

6 else

7 a=x1; x5 =X

8 end if

9: end while

Ensure: z*

Primjer 3. Metodu zlatnog reza ilustrirat éemo na primjeru minimizacije funkcije f :

[0,2.5] = R, f(x) =1+ {/(z —2)2. Na Slici 8 prikazano je nekoliko iteracija.

1z povijesnih razloga navodimo originalnu referencu:
®.II. Bacunes, Jlekmum mo MerogaMm pelleHdHsI eKCTPpeMAaIHbIX 3ajad, 3maparencrso MocCKoBCKOro
) )
yuusepaurera, Mocksa, 1974.
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2 2 2 2 2
1 1 1 1 1
‘ 1 2 ‘ 1 2 ‘ 1 2 ‘ 1 2 ‘ 1 2

Slika 8: Trazenje globalnog minimuma funkcije iz Primjera 3 Metodom zlatnog reza

Zadatak 8. Neka je f: [a,b] — R strogo kvazikonveksna funkcija. Odredite broj iteracija k koji
je potrebnan da bi se Metodom zlatnog reza odredila aproksimacija tocke globalnog minimuma s
tocnoséu € > 0. Koliko treba iteracija da bi se Metodom zlatnog reza pronasla tocka globalnog
minimuma funkcije iz Primjera 3 s tocnoséu na dvije decimale?

Zadatak 9. Metodom zlatnog reza odredite prve cetiri aproksimacije minimuma funkcije f: [0, 3] —
R, f(z) = |z — 1| + 2. Ocijenite pogresku dobivene aproksimacije. Kolika je stvarna apsolutna
pogreska? Koliko je iteracija potrebno za tocnost € = 0.0005 ¢

Zadatak 10. Neka je f: [a,b] — R konveksna derivabilna funkcija. Usporedite broj iteracija k
koji je potreban za odredivanje tocke globalnog minimuma funkcije f s tocnoséu € > 0 pomocu
Metode polovljenja ¢ pomocu Metode zlatnog reza. Usporedbu provedite opcéenito i takoder na
primjeru funkcije iz Primjera 3.

Zadatak 11. Neka je f: [a,b] — R strogo kvazikonveksna funkcija. Izbor intervala koji sadrzi
tocku minimimuma funkcije f u Metodi zlatnog reza temelji se na izboru tocaka

Sor—1 = ap—1+ (1 —7)(bg—1 — ar—1),
&k = ag—1 + T(bp—1 — ar—1),

gdje je T = ‘/52_1. Za proizvoljni T € (1/2,1), koliko iznosi stopa smanjenja duljine intervala
b, — ax, 2
bp—1 — ak—1

Izradite Mathematica-modul za Metodu zlatnog reza s proizvoljnim parametrom T € (%, 1). Na
primjeru funkcije f:[0,2.5] = R, f(z) = 14 /(x — 2)? testirajte brzinu konvergencije metode
za, razlicite izbore parametra T.

5 Jednodimenzionalna globalna optimizacija

5.1 Lipschitz-neprekidne funkcije

U ovom odjeljku razmatrat ¢emo jednu metodu trazenja globalnog minimuma realne
neprekidne funkcije jedne varijable definirane na nekom intervalu [a,b]. Od funkcije se
nec¢e zahtijevati derivabilnost, ve¢ samo ogranic¢eni rast na tom intervalu. Metodu su
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gotovo istovremeno, ali nezavisno, razradili S. A. Pijavskij? i B. O. Shubert?.

Definicija 1. Kazemo da je funkcija f: D — R, D C R Lipschitz-neprekidna (zadovoljava
Lipschitzov uvjet) s konstantom L > 0 na D i piSemo f € Lip; D ako za sve x,y € D vrijedi

[f(x) = f(y)| < L]z —yl. (4)
Konstantu L > 0 nazivamo Lipschitzova konstanta.

Primjer 4. Funkcija f: R — R, f(x) = |z| je Lipschitz-neprekidna s konstantom L = 1
na R jer je ||lz| —|y|| < 1|z —y| za sve z,y € R.

Primjer 5. Odredimo Lipschitzovu konstantu funkcije f: [—3,2] = R, f(x) = 2®—6x+2.

Primijetite da je ova funkcija derivabilna u svakoj tocki segmenta [—3,2] i da za nju vrijedi
Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti, tj. za proizvoljni z,y € [—3,2], x < y, postoji c € (x,y)
takav da je

f@) = fly) = fle)(—y).
Zbog neprekidnosti funkcije f’ na segmentu [—3,2] sukladno Weierstrasseovom teoremu (vidi
[10]) postoji L = max,cpqp |f'(7)] iz Cega slijedi

[f (@) = f)l < Llz —yl, Va,y€[-3,2].

U ovom slucaju iz Slike 9 vidi se da je najmanja moguca vrijednost za Lipschitzovu konstantu
L = f'(=3) = 21, iako i svaki drugi broj ve¢i od 21 zadovoljava (4).

(a) = f(z) (b) = [f'(z)]

10
8

o :

-3 -2 -1 1 2

Slika 9: f:[-3,2] = R, f(x) = 3 — 6z + 2 je Lipschitz-neprekidna funkcija

U nastavku pretpostavljamo da je podrucje definicije promatrane funkcije f interval
realnih brojeva [a,b]. Za x # y Lipschitzov uvjet (4) moZemo zapisati u obliku

f(x) = f(y)
T —y

_LS SL Vx,yE[a,b],

21z povijesnih razloga navodimo originalne reference:
C. A. TMMusasckui, OauH AJTOPUTM OTBICKAHWSA aOCOMIOTHOTO ekcTpMmyMma (yHKImu, 2K. BBIYHCI. MareM.
u marem. dus. 12(1972), 888-896. http://www.mathnet.ru/php/archive.phtml?wshow=paper&jrnid=
zvmmf&paperid=6654&option_lang=eng
Vidi takoder:
®.II. Bacunen, Jlekmum mo merojgaMm perieHns eKCTpeMaJHbIX 337a4, l3maartencTBo MoCKOBCKOTO
yHuuBepaureTa, Mocksa, 1974.

3Bruno O. Shubert, A sequential method seeking the global mazimum of a function, SIAM Journal on
Numerical Analysis, 9(1972), 379-388


http://www.mathnet.ru/php/archive.phtml?wshow=paper&jrnid=zvmmf&paperid=6654&option_lang=eng
http://www.mathnet.ru/php/archive.phtml?wshow=paper&jrnid=zvmmf&paperid=6654&option_lang=eng
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odakle se vidi da je relativna promjena (kvocijent diferencija) funkcije f ograni¢ena izmedu
—L i L. Ako zx fiksiramo, a y pustimo prema x, onda mozemo zakljuciti da ako postoji
derivacija funkcije f, ona je ogranicena izmedu —L i L.

Primjer 6. Promatrajmo funkciju f: [—1,1] = R, f(z) = Va2. Kao $to se moze vidjeti
na Slici 10, derivacija (brzina pada) ove funkcije u okolini 0 raste u beskonacnost. Zato
ne postoji L > 0 takav da vrijedi (4), pa ova funkcija nije Lipschitz-neprekidna na [—1,1].

b) z —|f'(x

A

Slika 10: f: [-1,1] = R, f(x) = V22 nije Lipschitz-neprekidna funkcija

Primjer 7. Odredimo Lipschitzovu konstantu funkcije f: [0,3] = R, f(z) = 142/ (z — 1)2+

3¢/ (x — 2)% (vidi Sliku 11). Njena derivacija
4 2

F'@)=s="* =2

nije definirana u tockama iz {1,2}, a Lipschitzova konstanta L > 0 ne postoji.

(a) = — f(x) (b) z = [f'(2)]
8 8
6 6
4 4
2 2
05 10 15 20 25 30 " 05 10 15 20 25 30

Slika 11: Funkcija f: [0,3] = R, f(z) =1+2Y/(x — 1)2+ 3¢/ (= 2 nije Lipschitz-neprekidna
funkcija na [0, 3]

Primjer 8. Odredimo Lipschitzovu konstantu funkcije f: [1,6] — R,

—z+4, 1<z <2
2, 2<z<3,
f(z) =<2z — 4, 3 <z <4,
—3r+16, 4<x <5,
x —4, 5 <z <0,

ciji je graf prikazan na Slici 12. Ocigledno je L = 3.
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k=2
3t k=-1 k= —3
2 k=0
1 k=1
1 2 3 4 5 6

Slika 12: Lipschitz-neprekidna funkcija s konstantom L = 3

Iako je odredivanje Lipschitzove konstante opéenito vrlo sloZen problem (vidi primje-
rice [11?7 ]), u slucaju da promatrana funkcija f ima konac¢nu derivaciju u svakoj tocki
intervala [a, b], problem se moze rijesiti relativno jednostavno (kao u Primjerima 4, 5 ili

8).

Slika 13: Skup neprekidnih, Lipschitz-neprekidnih i neprekidno derivabilnih funkcija na [a, b]

Primjedba 4. Svaka Lipschitz-neprekidna funkcija neprekidna je funkcija, ali neprekidna
funkcija ne mora biti Lipschitz-neprekidna (vidi Primjere 6 i Primjere 7). Nadalje, ako je
f € C'a,b], onda je f € Lip,[a,b] (Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti), ali obrat
ne vrijedi (vidi Primjer 4 i Primjer 8). Dakle, mogli bismo reéi da je Lipschitz-neprekidna
funkcija neprekidna funkcija, a ako ima derivaciju, ona mora biti ogranic¢ena.

Ako je f: [a,b] — R neprekidna funkcija, koja ima po dijelovima neprekidnu ograni-
¢enu derivaciju, onda Lipschitzovu konstantu L > 0 mozemo odrediti primjenom Lagran-
geovog teorema o srednjoj vrijednosti (vidi Primjer 8). Preciznije, neka je f: [a,b] — R
neprekidna po dijelovima glatka funkcija, u smislu da je f derivabilna, osim eventualno
u kona¢no mnogo tocaka r; < xy < --- < x,, te da je f’ neprekidna na intervalima
(xj,zj41), J = 1,...,n—1. Ako je |f'(z)] < L za sve x € [a,b] \ {z1,...,2,}, tada je
f € Lipg|a,b].

Primjedba 5. Definicija Lipschitz-neprekidne funkcije lako se moze prosiriti na funkciju
vise varijabli f: D — R, D C R". Takva je funkcija Lipschitz-neprekidna (zadovoljava
Lipschitzov uvjet) ako postoji konstanta L > 0 tako da za sve x,y € D vrijedi

[f(z) = fy)l < Lljz = yll,

gdje je || - || neka norma. Uocite da je definicija neovisna o izboru norme || - || s obzirom
na to da su sve norme na R" ekvivalentne.
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Zadatak 12. Provjerite jesu li sljedece funkcije Lipschitz-neprekidne te ako jesu, odredite Lip-
schitzovu konstantu.

(¢) f1:10,2] = R, fi(z) =e,
(b) f2: 0,2] = R,

5—ux, 0<z <3,
fa(z) = 4—%(3:—5)2, 3<x <,
2z —9)?, T<x<9,

(¢) f3: [-1,1] = R, f3(x) =1+ Va2

Zadatak 13. Neka je f1 € Lipy, [a,b] i fo € Lipy,[a,b]. PokaZite da su tada i sljedece funkcije
Lipschitz-neprekidne i odredite Lipschitzovu konstantu:

(a) fi+ fa

(b) cf1, ceR,

(¢) eifi +cafz, cr,02 €R,

(@) fi- fo,

(e) fio fa, pod pretpostavkom da je dobro definirana.

Zadatak 14. Neka je f : [a,b] — R po dijelovima Lipschitz-neprekidna funkcija u smislu da
postoje a = xg < x1 < -+ < T, = b takvi da je f Lipschitz-neprekidna na intervalima (x;, i+1),
1=0,...,n—1. Pokazite da je tada f Lipschitz-neprekidna te odredite Lipschitzovu konstantu.

Zadatak 15. DokaZite da konveksna funkcija f : [a,b] — R zadovoljava Lipschitzov uvjet na
svakom segmentu [, 8] C [a,b]. Koristenjem funkcije f(x) = —v/1 — 22, |z| < 1, pokaZite da u
opéem slucaju nije dobro birati o = a, 5 =b.

Uputa. Koristenjem nejednakosti (7?) i (7?) pokaZite da je

fllat) < T8 < p(3-), Vuvea,f).
Zadatak 16. Neka je fr, A\ € A proizvoljna familija funkcija iz Lipr[a,b]. Provjerite jesu li
tada i funkcije ;\nf\ f i sup f Lipschitz-neprekidne na |a,b] te odredite Lipschitzove konstante.
€ AEA
Zadatak 17. Provjerite je li funkcija f: [0,1]x[0,2] — R, f(x1,72) = z123 Lipschitz-neprekidna
te ako jest, odredite Lipschitzovu konstantu.
Zadatak 18. Neka je D = [a1,b1] X -+ X [an,by] © f: D — R funkcija. DokaZite:

a) f je Lipschitz-neprekidna ako i samo ako postoji konstanta L > 0 takva da je f Lipschitz-

neprekidna s konstantom L wu svakoj varijabli. Preciznije, za svaki i = 1,...,n i za pro-
izvoljne x1,...,Ti—1,Tit1, ..., Ty funkcija
T = f(xlv"‘ y Li—15 Ly Ti41, - ..,fl:n)

je Lipschitz-neprekidna na |a;, b;] s konstantom L.

b) Ako su sve parcijalne derivacije funkcije f definirane i ogranicene na D, tada je f Lipschitz-
neprekidna.



Pijavskijeva metoda slomljenih pravaca 17

6 Pijavskijeva metoda slomljenih pravaca

Pretpostavimo da je f : [a,b] — R Lipschitz-neprekidna funkcija. Tada prema (4) za sve
z,y € [a,b] vrijedi
—Llz —y| < f(z) = f(y) < Lz —yl,
iz Cega slijedi
f(x) = fly) = Llz —yl, Va,y,€ [a,b], (5)
(vidi Sliku 14). Iz toga zakljucujemo da funkciju f u bilo kojoj tocki y € [a, b] mozemo
odozdo ograniciti funkcijom = — f(y) — L|z — y|.

Uo

u fug) — Llu —ug

Slika 14: Lipschitz-donja ograda funkcije

Izaberimo proizvoljni uy € [a,b] i definirajmo donju ogradu funkcije f kao Lipschitz-
neprekidnu po dijelovima linearnu funkciju K : [a,b] — R (vidi Sliku 14):

K (u;ug) = f(ug) — Llu — wg|, w € [a,b]. (6)
Za slomljeni pravac K lako se vidi da vrijedi:

K (uo; uo) = f(uo), (7)
K(u;ug) < f(u), Vu € [a,b)]. (8)

Svojstvo (8) direktno slijedi iz (5).
Uz pretpostavku da postoji u* € [a, b] na kojemu se postize globalni minimum Lipschitz-

neprekidne funkcije f: [a,b] — R s konstantom L > 0, tj. postoji u* € argmin f(u),
u€|a,b]
Pijavskij je konstruirao sljede¢i Algoritam slomljenih pravaca.
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(a) Korak 0 (b) Korak 1

f f

Uo U1 Uo U2 Uy

Slika 15: Algoritam Pijavskog

Najprije, uz poznavanje ug i K (u; ug) odredimo u; € argmin K (u; ug) i stavimo Pp(u) :=
u€[a,b]

K (u;up) (vidi Sliku 15a). O¢igledno ¢e biti uy = a ili uy = b.
U prvom koraku definiramo

K(u;u1) := fur) = Llu — w,
P (u) = = max K(u;u;) = max{K (u;uy), Po(u)},

i odredimo uy € argmin P;(u) (vidi Sliku 15b).
u€la,b]
U sljede¢em (drugom) koraku definiramo

K (u;up) := f(u2) — Llu — us,
Py(u) := max K(u;u;) = max{K(u;us), Pi(u)},

i=0,1,2

i odredimo u3 € argmin P (u);
u€la,b]
Opéenito, u k-tom koraku, poznavanjem c¢vorova ug,uq,...,ux 1 funkcija K(u;ug),

K(u;uy), ..., K(u;ug_1) definiramo

K (s ug) = fur) = Liu — ugl, (9)
Pr(u) = max, K (u;u;) = max { K (u; ug), Pe—1(u)} (10)

i odredimo w1 € argmin P, (k). Ako se m[ir%)] P, (k) postize u vise tocaka, onda za w4,
u€|a,b] u€la,
biramo bilo koju od njih. Pseudokod Algoritma 4 naveden je nize, a animaciju algoritma

i odgovaraju¢i modul mozemo vidjeti u t.?77, str.??).
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Algorithm 4 (Algoritam slomljenih pravaca)

Require: f:[a, 0] = R, L>0
Require: ug € [a,b]; n > 1; k= 0;
{Ucitati funkciju i dozvoljeni broj iteracija;}
: Definirati K (u;ug) := f(uo) — Llu — up| i Po(u) := K (u;up);
: Odrediti u; € argmin Py(u) C {a,b};
u€la,b

while k:k—l—l;[kin, do

Definirati K (u;ug) := f(ur) — Llu — ug|;

Py(u) := _max kK(u; u;) = max{K (u;ug), Pr—1(u)};

Odrediti ug4q € argmin Py (u);
u€la,b)

[N

7: end while
Ensure: {ugyi1, f(ugs1)}

Sljedeéa lema pokazuje da Algoritam 4 za funkciju f € Lip, [a, b] daje rastuéi niz donjih
ograda (Py), Py € Lip;[a,b], (po dijelovima linearne funkcije ¢iji dijelovi leze na pravcima
s koeficijentima smjera L ili (—L)), koje se s funkcijom f podudaraju u tockama .

Lema 1. Neka je f € Lippla,b], (u,) niz cvorova i (P,) niz funkcija definiranih kao u
Algoritmu 4. Tada vrijedi:

(i) P, je Lipschitz-neprekidna po dijelovima linearna funkcija, ¢iji dijelovi leZe na prav-
cima s koeficijentima smjera L ili (—L), tj. P, € Lipr|a, b,

(ii) Pp(u) < Puyi(u), Vu € [a,b] iVn=0,1,... (monotoni rast),
(iii) Pp(u) < f(u), Vu € [a,b] i Vn=0,1,... (ogranicenost odozgo),
(iv) Pp(uw;) = f(uw;), Yi=0,1,...,n (podudaranje u cvorovima,).

Dokaz. Tvrdnje (7)1 (ii) su ocigledne (vidi Sliku 16).
Tvrdnja (i) dokazuje se induktivno. Najprije primijetimo da prema (8) vrijedi

Py(u) = K(u;ug) < f(u),
i pretpostavimo da je

P,1(u) < f(u).
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() <P <f (by <P < f (b) < P3<f
f ! f
Ps
() Ul Uz U1

P, P, Py U3 Uz
Py
Py

Slika 16: Monotonost i ograni¢enost niza funkcija (P,)

Kako je sukladno (8), K (u;u,) < f(u), vrijedi

Fu(u) = max{ K (u; un), Por(u)} < max{f(u), f(u)} = f(u),

tvrdnja (7i) vrijedi za svaki n € N.
U svrhu dokaza tvrdnje (iv) primijetimo najprije da vrijedi

flu;) = K(ug;u;), Vie{0,1,...,n}. (11)

Nadalje, na osnovi (10) vrijedi [P,(u) := max K(u;u;) > K(u;u;)]

i=0,1,...,m
K(uj;u;) < Po(u;), Vie{0,1,...,n},
iz ¢ega zakljucujemo
fu;) = K(ug;u) < Po(u;), Vie{0,1,...,n}.
Zato koristenjem (%ii) dobivamo

(iii)
flwi) < Pu(ui) < flu),

iz ¢ega slijedi trazena tvrdnja (7v). O

Sljedeci teorem pokazuje da Algoritam 4 pronalazi sve tocke globalnog minimuma funk-
cije f € Lip;[a, ).

Teorem 2. Pretpostavimo:
(a) f € LipL[aab];

(b) Postoji u* € argmin f(u);
u€|a,b]

(¢) Niz realnih brojeva (u,) i niz funkcija (P,) definiran je kao u Algoritmu 4.

Tada vrijedi:
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() lim P, (upsr) = min f(u) = fu*) = f*
n—00 u€[a,b]

(ii) Ako je 4 proizvolino gomiliste niza (u,), onda je 4 € argmin f(u);
u€la,b]

(iii) Ako je u* = argmin f(u) (jednoclan), onda cijeli niz (u,) konvergira prema u*.
u€la,b]

(a) Po(ur) (b) Pri(u2) (c) P2(us3) (d) P3(ua4)

2y [ [
ui

uo

Po (u1) U2 us3 s '3 (U4)
\7@2) Vug)

Slika 17: Monotonost i ograni¢enost niza (P, (tn+1))

Dokaz. Dokazimo najprije da je niz (P, (un+1)) konvergentan. On je monotono rastuéi jer
je (vidi Sliku 17)

P, 1(u,) = min P, 1(u) [po definiciji]

u€(a,b)
< Py 1(tpsq) [po definiciji minimuma funkcije na segmentu]
< Po(tny1)- [prema Lemi 1 (77)]

Niz (P,(u,41)) ogranicen je odozgo jer vrijedi (vidi Sliku 17)

P, (tups1) = min P, (u) [po definiciji

u€la,b]
< m[ir%)] f(u) [prema Lemi 1 (7ii)]
u€la,
= f(u*) = f*. [prema pretpostavei (b)]

Dakle, niz (P, (u,+1)) je konvergentan i postoji nlggl() P, (uny1) =: P*, a prema prethodnoj
nejednakosti slijedi
P* < [ (12)

Pokazimo da je P* = f*. U tu svrhu najprije pokazimo da vrijedi nejednakost

ng(ui)_Pn(un-H)§L|uz’_un+l|7 VnENi‘v’i:O,...,n. (13)
Naime, kako je P, (uni1) = m[ir})] P,(u) < P,(u;), za proizvoljni n € N i proizvoljni
u€la,

(0 <i < n) vrijedi

P,(upi1) < Py(w;) = f(w;) i=0,1,...,n [Lema 1(iv)],
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iz Cega slijedi

= P (u;) — Pp(tpi1) [prema Lemi 1 (7v)]
< L|u; — tpqq| [prema Lemi 1(7)]

Kako je niz (u,,) C [a, b] ograni¢en, postoji barem jedno gomiliste @ i podniz (u,, ) koji
konvergira prema tom gomilistu.

Primijetite da zbog ny_1 < ny vrijedi nx_1 < ni — 1. Zato iz nejednakosti (13) za
n:=n, —111:=n,_; dobivamo

0< f(unk_1) - Pnk_l(unk) < L|U’nk—1 - unk|7

odakle zbog neprekidnosti funkcije f i konvergentnosti nizova (FP,,—1(un,)) 1 (un,) za
k — oo dobivamo
0<fla)—P <0 = fa)=P"

Kako je f* < f(4), iz prethodne jednakosti i nejednakosti (12) dobivamo
fr<fla) =P < f,

tj. P* = lim P, (ups1) = f* = f(@). Time su tvrdnje (i) i (i) dokazane.
Tvrdnja (%) slijedi iz prve dvije. O

Primjedba 6. U svakom koraku Metode slomljenih pravaca treba rijesiti minimizacijski
problem za po dijelovima linearnu funkciju P, (korak 6. u Algoritmu 4). To je moguée
vrlo efikasno napraviti pretrazivanjem vrhova funkcije P,. U tu svrhu Algoritam 4 treba
implementirati tako da u svakoj iteraciji azurira listu koordinata vrhova

Vi =A{(v1,21), .. (Um, 2m) },

koji predstavljaju lokalne minimume funkcije P,. Primjerice, za to¢ku ug € (a,b) u po-
Cetnoj iteraciji skup V; sastoji se od dva vrha: (a, K(a;ug)) i (b, K(b; uo), gdje je K (u;up)
slomljeni pravac definiran u (6). Listu V,, treba organizirati tako da vrijedi z; > -+ > z,,
iz ¢ega slijedi da je tocka globalnog minimuma u,, funkcije P, jednostavno v,,.

U sljedecoj iteraciji promatramo funkciju P,41(u) = max{K (u;u,), P,(u)} koja se od
P, razlikuje u dva nova vrha, osim u sluc¢aju kada je u,, = a ili u,, = b. Lista vrhova azurira
se tako da se iz nje izbaci posljednji vrh (v, 2p,) = (un, Pa(u,)) 1 dodaju dva nova vrha.
Oznac¢imo nove vrhove kao lijevi (v, ;) i desni (v, z,.) tako da je v; < u, < v,. Uo¢imo
da je tocka (v, z) sjeciste funkcije K (u;u,) sa susjednim lijevim slomljenim pravcem
K (u;u;) koji je odreden nekim ¢vorom koji éemo oznaditi s u;. Sada ¢emo pokazati da je
(v1, z1) moguée izracunati bez poznavanja vrijednosti ;.
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S obzirom da je u; lijevo od u,, tocka (v}, z;) mora biti sjeciste pravaca u — f(u,) +
L(u —uy) iuw— f(u) — L(u — ). Lako je izracunati da je tada

o= G+ ) + () = F (),

(19
o= K osm) = () + ) — o (i — ).

Uoc¢imo nadalje da za posljednji vrh u listi vrhova V,, vrijedi (vp, 2m) = (Un, Py (uy)) =
(tn, K (un;uy)). Stoga (14) mozemo zapisati kao

1
U= U, + 21L(f(ul) — L(uy —wg) — f(un))
= u, + E(K(un; w) — f(un))

=t (2 — £ (),

. 2L
a = 5(flw) = L{un = w) + f(un))
= (K () + £ ()
1
= 5+ f(om).

Analogno se moze pokazati da se desni vrh (v,, 2,) moze izra¢unati kao

1
Up = zm - i('zm — f(vm)),
o= 2o+ Flun).

Dakle, u svakoj iteraciji treba azurirati listu vrhova izbacivanjem posljednjeg vrha (vy,, zy,)
i dodavanjem dva nova vrha ¢ije se koordinate jednostavno izracunavaju iz vy, z;, i f(vn,).
Nakon toga dobivenu listu treba sortirati po drugoj komponenti sto daje listu V. na
kojoj se cijeli postupak ponavlja u sljedecoj iteraciji. Ukoliko je u nekoj iteraciji v,, = a,
tada se dodaje samo desni vrh (v, 2,.), a ako je v, = b, onda se dodaje samo (v, 2;).
Ovakva implementacija Algoritma 4 napravljena je u modulu Pijavskij (vidi t.77,
str.?77?).
Primjedba 7. Najpoznatije varijante Metode slomljenih pravaca su: Algoritam Pijavskog,
Shubertov algoritam i Algoritam DIRECT (t.77, str.??). Algoritam DIRECT moze se genera-
lizirati za funkcije vise varijabli [1, 2, 4], dok za Algoritam Pijavskog i Shubertov algoritam
to nije moguce. Metoda slomljenih pravaca ima niz prednosti:

1. Minimiziraju¢a funkcija moze imati vise tocaka globalnog minimuma, a Metoda
slomljenih pravaca sve ¢e ih detektirati. Primjerice, funkcija  — |sin30z| na
intervalu [0, 1] postize globalni minimum u 10 tocaka.
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2. Minimizirajuéa funkcija ne mora biti derivabilna u svim tockama intervala [a, b], ve¢
samo ispunjavati Lipschitzov uvjet (4).

3. Za proizvoljni ug € [a, b] metoda konvergira prema globalnom minimumu, a za njenu
implementaciju potrebno je ,samo” poznavanje Lipschitzove konstante L.

4. U svakom koraku metode treba rijesiti minimizacijski problem za po dijelovima
linearnu funkciju P,, $to se svodi na ispitivanje njenih poznatih vrhova. Pri tome
se P, od P,_; moze razlikovati u najvise dva nova vrha (vidi Primjedbu 6, str.22).

5. Moze se pokazati da je Metoda slomljenih pravaca bliska optimalnoj strategiji tra-
zenja globalnog minimuma Lipschitz-neprekidne funkcije.

6. Metoda se moze poopciti za slucaj funkcija koje imaju kona¢no mnogo prekida prve
vrste 1 koje su definirane na nepovezanom podrucju [9].

Nedostaci Metode slomljenih pravaca su:

1. Odredivanje Lipschitzove konstante L moze biti slozeno i numericki zahtjevno (vidi
117 ]).

2. Opcenito, metoda brzo dolazi do tocke globalnog minimuma, ali nakon toga cesto
se desava da sporo popravlja tocnost (vidi primjerice [6]). Razlozi za to su sljedeci.

o Velike vrijednost Lipschitzove konstante L > 0. U grani¢nom sluc¢aju kada L —
oo, algoritam degenerira u izracunavanje vrijednosti funkcije na diskretnom
skupu.

e Svojstva algoritma da pronalazi sve tocke globalnog minimuma, Sto moze zna-
cajno opteretiti racunski postupak.

3. Odredivanje kriterija zaustavljanja nije jasno definirano u literaturi. Moguénosti su
sljedece:
o Unaprijed odrediti maksimalni broj iteracija;
» Postupak zavrsiti u k-tom koraku ako je |ugy1 —ug| < €, gdje je € > 0 unaprijed
zadan;
« Postupak zavrsiti u k-tom koraku ako je |f(ugy1) — f(ur)| < €, gdje je e > 0

unaprijed zadan.

Primjedba 8. Metodu mozemo modificirati tako da na pocetku izaberemo n + 1 ekvidis-
tantnih ¢vorova a = ug < u; < - -+ < u, = b u kojima definiramo:

Po(u) := max K(u;u,)

1=0,1,...,n

Upt1 = argmin P, (u) [pretrazivanje n + 1 ¢vorova]
u€la,b]
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Dalje postupak moze te¢i kao u Algoritmu 4.

Primjer 9. Metodu slomljenih pravaca ilustrirat éemo na traZenju globalnog minimuma
funkcije iz Primjera 8, str.14.

Korak 0 Korak 1 Korak 2 Korak 3

[\ [N

Korak 4 Korak 5 Korak 6 Korak 7

Slika 18: Metoda slomljenih pravaca

Iterativni proces moze se pratiti u nize navedenoj tablici i na Slici 18 (pogledati takoder t.77,
str.??). Moze se vidjeti da je nakon 12 iteracija udaljenost susjednih ¢vorova, kao i apsolutna
razlika funkcijskih vrijednosti pala na .05.

k | o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
U 2.5 6 4.25 1 3.17 5.33 1.92 5.11 5.56 5.037 5.19 5.01 5.06
lugsr — wgl - 3.5 1.75 3.25 217 217 3.42 3.19 0.44 0.52 0.15 0.17  0.05
f(ug) 2 2 3.25 3 2.33 1.33 2.08 1.11 1.56 1.04 1.19 1.01 1.06
[f (ugt1) = F(ug)l 0 125  0.25 0.67 1. 0.75 0.97 0.44  0.52 0.15 0.17  0.05
Zadatak 19. Za funkciju f:[0,9] — R zadanu s
5—ux, 0<z <3,
flx)=¢4—3(x—5)2, 3<x <7,
1z —9)?, 7T<x<09,

Metodom slomljenih pravaca odredite us uz pocetnu tocku ug = 4.

Zadatak 20. Za ug = —6 Metodom slomljenih pravaca odredite prve tri aproksimacije tocke
globalnog minimuma funkcije f: [—6,12] — R zadane s

f(z) =min{|jz — 1|+ 1, |z — 8] + 2}.
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