Odjel za matematiku, Sveuciliste u Osijeku.
18. travnja 2018.

Prva kontrolna zadaéa iz Kombinatorne i diskretne matematike

Zadatak 1. (20 bodova)
Dokazite da se medu n + 2 proizvoljnih cijelih brojeva mogu naéi dva ¢ija je razlika ili ¢iji je zbroj djeljiv
s 2n.

Rjesenje: Skup svih n+ 2 brojeva mozemo particionirati u podskupove A;, i = 0,1,...,n gdje A; sadrzi
sve brojeve koji pri dijeljenju s 2n daju ostatak ¢ ili 2n — 7. Prema slaboj formi Dirichletova principa, u
nekom od podskupova, recimo u A imat ¢emo barem dva broja. Ako oba broja pri dijeljenju s 2n daju
ostatak k, onda je njihova razlika djeljiva s 2n, a ako jedan broj daje ostatak k, a drugi 2n — k, onda je
njihova suma djeljiva s 2n.

Zadatak 2. (20 bodova)

Na koliko nacina deseteroclana obitelj koju ¢ine muz, zena, djed, baka i Sestero djece moze sjesti i rucati
za okruglim stolom ako:

a) supruznici zele sjediti jedno pored drugoga, te djed i baka Zele sjediti jedno pored drugoga;

b) najstarije dijete ¢e rucati u svojoj sobi, a preostala djeca ne smiju sjediti jedno pored drugoga jer se
stalno svadaju i gadaju hranom;

¢) muz i zena su najudaljeniji jedno od drugoga?

Rjesenje: Obzirom da ljude smjestamo za okrugli stol, odmah je jasno da ¢emo koristiti ciklicke permu-
tacije skupova.

a) Muz i zena ¢ine cjelinu, baka i djed ¢ine cjelinu. Stoga imamo ciklicku permutaciju skupa od 8 ele-
menata. U svakoj takvoj permutaciji muz i zena mogu zamijeniti mjesta ili baka i djed mogu zamijeniti
mjesta. Rjesenje: (8 —1)!-2-2.

b) Ako najstarije dijete neée rucati za stolom, onda imamo petero djece koju treba posjesti za okrugli
stol tako da ne sjede jedno pored drugoga. No, takav raspored nije moguc¢ jer izmedu petero djece imamo
pet mjesta, a preostalih ¢lanova obitelji ima 4. RjeSenje: 0.

¢) Ako su muz i zena najudaljeniji jedno od drugoga, onda su oni na dijametralno suprotnim mjestima za
okruglim stolom, $to znaci da s muzeve (Zenine) desne i lijeve strane sjedi po 4 ¢lana obitelji medu kojima
nije zena (muz). Muz i zena se ciklicki mogu rasporediti na (2 — 1)! = 1 naéin tako da su najudaljeniji
jedno od drugoga. Zatim mozemo s muzeve lijeve strane birati 4 ¢lana od preostalih 8 i permutirati ih,
te preostala 4 ¢lana permutirati s muzeve desne strane. Krace: sve ostale ¢lanove (obi¢no) permutiramo
na 8! nacina. Rjesenje: 8!

Zadatak 3. (20 bodova)

U ravnini je zadan skup od n tocaka od kojih nikoje tri ne leze na istom pravcu.

a) Koliko je duzina odredenih tim tockama?

b) Na koliko na¢ina mozemo usmjeriti sve duzine odredene tim tockama?

¢) Ukoliko se na spojnici svake dvije tocke danog skupa nalazi k razlicitih tocaka, koliki ¢e tada biti
ukupan broj toc¢aka u ravnini? Pretpostavljamo da niti jedna od tih & tocaka nije zajednicka tocka dviju
ili viSe spojnica.

d) Koliko je duzina odredenih svim to¢kama iz c) ?

e) Na koliko na¢ina mozemo usmjeriti sve duzine iz d)?

RjesSenje:
a) Duzina je odredena s dvije tocke. Rjesenje: (g)

b) Svaku duzinu mozemo usmjeriti na dva nac¢ina. RjeSenje: 2(5).
c) k(3) +

d) ( k(3 )+n) s tim da ¢e za k > 0 postojati trojke tocaka koje leze na istom pravcu.
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Zadatak 4. (20 bodova)

Cetrnaest prijatelja organizira kampiranje povodom 1. svibnja - Praznika rada. Na raspolaganju imaju
Cetiri Satora, a u Sumi planiraju ostati dvije noéi zaredom. Satori su razlicitih velicina te u najmanji od
njih stane najvise 3 ljudi. Na koliko nacina prijatelji mogu nodéiti u Satorima ako nitko ne zZeli nodéiti sam,
a Tvrtko i Mirko planiraju provesti samo jednu (prvu noé) u sumi?

RjesSenje: Treba naéi broj nacina za nocenje prvog dana i pomnoziti ga s brojem nacina za nocenje
drugog dana. Primijetimo da u svakom Satoru mora biti minimalno dvoje ljudi (obje noéi).

Prva noé¢: Trazimo rjeSenja jednadzbe x1 + - - -+ x4 = 14 u skupu N pri ¢emu mozemo uzeti da je x1 broj
ljudi u najmanjem Satoru. Imamo uvjete 3 > z; > 2, x; > 2,1 =2,3,4.

Supstitucija: y; = z;, —2 > 0,4 =1,...,4, y; < 1. RijeSimo novu jednadzbu bez uvjeta y; < 1. Broj
rjeSenja jednadzbe y; + --- + y4 = 6 u skupu nenegativnih cijelih brojeva je (Gjﬁ;l) = (g) Od broja
ovakvih rjesenja treba oduzeti broj rjeSenja uz uvjet y; > 2. Supstitucija: z; = y;, 2,3,4, 21 = y1 — 2.
Broj rjesenja jednadzbe z1 + - - - + 24 = 4 u skupu nenegativnih cijelih brojeva je (4'ﬁ11) = (;) Rjesenje:
(3) = ()-

Druga no¢: Sve isto kao i prve, samo s manjim brojem ljudi, tj. s 12 prijatelja. RjeSenje: (g) — (g)
Konaeno rjesenje: ((3) — (5)) - ((3) = (3)-

Zadatak 5. (20 bodova)
Dokazite ili opovrgnite:

(Z) (k+1)*=n*+n+2)2"""' VneN
k=0

Rjesenje: Treba uociti da tvrdnja ne vrijedi veé za n = 1.

Drugi nacin provjere jest pomnoziti s z izraz (1+z)" = >} _, (Z):rk, zatim dobiveni izraz derivirati po z,
opet mnoziti s x, opet derivirati te zatim staviti x = 1. Dobit ¢éemo sumu kao na lijevoj strani jednakosti,
a na desnoj strani ¢emo dobiti izraz koji ne ovisi o n onako kako pise na desnoj strani dane jednakosti.

Zadatak 6. DODATNI ZADATAK (20 bodova)
Neka je S = {1,2,...,n}. Koliko ima funkcija f : S — S takvih da za sve i,j € S, i < j vrijedi
f(@) < £(5)?

Rjesenje: I dalje nije poznato... :)



