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Rjesavanje sustava Aproksimacija funkcija

Iterativne metode za rjeSavanije lin. sustava

Promatramo sustav Az = b, gdje je A kvadratna regularna matrica.
Tada sustav ima jedinstveno riesenje © = A~ 1b.

Matricu A rastavimo na sljede¢i nagin
A=L+D+U,

gdje je L donje trokutasta matrica, U gornje trokutasta matrica i
D = diag(ai1, - - ., ann)-

Jacobijeva metoda:

Dz = (L+U)aF +b, k=0,1,...

Gauss-Seidelova metoda:

@ (D+ L)z®™ ) = —yz® 1 b, k=0,1,...
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Napomena
e Sljedeta rekurzivna formula obuhvaéa obje metode:

gD = B2y o k=0,1,...

za B = By := —D~ (L + U) dobivamo Jacobijevu metodu, a za
B = Bgc := —(D + L)~'U dobivamo Gauss-Seidelovu matodu.
e Jacobijeva metoda ¢e konvergirati ako je A strogo dijagonalno
dominantna (. |a;;| > Z |a;j|, V). Sliéno se moze pokazati da ¢e
J#
i Gauss-Seidelova metoda konvergirati ako je A strogo dijagonalno
dominantna.
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Zadatak 1.
Ispitajte moZe li se sustav Ax = b, gdje je

10 1 0 1 -8
1 10 1 0 0
A= 0 1 10 1}° b= 12 ]°
1 0 1 10 20
rijesiti Jacobijevom metodom. Ako moze, odredite prve dvije aproksimacije
0
T M . s (0) 0
rieSenja uz pocetnu aproksimaciju x\*/ = 0
0
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Zadatak 2.
Za sustav iz prethodnog zadatka odredite prve dvije aproksimacije rjeSenja
koriste¢i Gauss-Seidelovu metodu.
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Zadatak 3.

Odredite matricu permutacije P tako da se sustav Az = b, gdje je

5 8 1 1
A=1|1 2 10|, b= 1],
10 1 0 1

moze rijesiti primjenom Jacobijeve metode na sustav PAx = Pb, te
odredite prve dvije aproksimacije rieSenja.

2
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Rjesavanje sustava nelinearnih jednadzbi

e rjeSavamo sustav nelinearnih jednadzbi

filxr,xa,... ) =0, i=1,...,n,

odnosno u vektorskom obliku f(x) = 0, gdje je f : R — R",
f(x) = (fi(@),. .., ful2)), x = (21,..., 20) € R"

Primjer

Dan je sustav nelinearnih jednadzbi za parametar o € [—1, 1]

filzy, ) = :z:% — 29 +a=0

fo(zy,22) = —x1+254+a=0

U ovisnosti 0 parametru o sustav moze biti nerjesiv ili moze imati jedno,

@dva ili Cetiri rjeSenja.
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Metoda jednostavnih iteracija

e analogno metodi jednostavnih iteracija za rjeSavanje nelinearne
jednadzbe i sustav mozemo zapisati u obliku
r; =¢i(T1,...,,zn), i=1,...,n
gdje za funkcije @; obi¢no postoji viSe izbora.
e definiramo niz aproksimacija
k+1 k k k .
ZL‘Z( ):gpi(:rg ),:rg),...,x( D, i=1,...,n, k=0,1,...,
0) = (xgo),mgo), .. (0)) € R™ poéetna aproksimacija
e uz odredene uvjete ovaj iterativnl proces konvergirao prema rjeSenju
sustava

e posebno, proces ¢e konvergirati ako za sve x iz neke okoline x(0)
vrijedi

gdje je x

Z‘a% ]<1 Vi=1
8:):3

RN )
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Zadatak 1.
Neka je zadan sustav:

x%—xg
8x1 — 4a? 4+ 32— 922 =

Uz pocetnu aproksimaciju x(0) = (—1, 1) odredite prvih 5 aproksimacija
rieSenja koristeéi metodu jednostavnih iteracija.
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Newtonova metoda

o i Newtonova metoda moze se generalizirati za rjeSavanje sustava
nelinearnih jednadzbi

e izaberemo pocetnu aproksimaciju

x(0) = (x(lo), xéo), . ,xﬁf)) € R™ i svaku od funkcija f; razvijemo

u Taylorov red u okolini X(O), te odgovarajuéu linearnu aproksimaciju
oznadimo s f;:

. afi(x .
fi(x) = Z f@a:j (wj—$§-o)), i=1,...,n
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e rjeSavamo sustav
filx)=0, i=1,...,n

§to u matricnom obliku mozemo zapisati na sljedeéi nacin:

JOs = —£(x0) (1)
gdje je
8f16(;c1(0)) . af%(;:ﬂ)) P x;o) f1 (x‘o))
3O _ : . : , s= : , f(x) = :
afna<;c1<°)) . Bf%(;:“)) 2, — 2© Fu(x@)

e Matricu J(© nazivamo Jacobijeva matrica ili Jacobijan sustava u
tocki x(©) € R”
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e nova aproksimacija rieSenja tada je

(1) — 50 4 (0

gdie je s(9) rjegenje sustava (1)

e opcenito dobivamo iterativni postupak
x (k1) — (k) + s(k)7 k=0,1,...
gdje je s(k) rieSenje sustava
JFs = —f(x*)

pri cemu je J (&) odgovarajucéa Jacobijeva matrica u tocki xk) e R"
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Rjesavanje sustava

Zadatak 2.
Neka je zadan sustav:

.%'2(3?1 — 1)
zi —a}

Uz pocetnu aproksimaciju x(0)
rieSenja.

(2,0)

iplomski-studij-matematika/218

Aproksimacija funkcija

)

nadite prve dvije aproksimacije

2
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[+ [a,b] — R neprekidna (f € Cjq )
neka je d metrika koja dolazi od norme: f, g € Clqy

d(f,g) = |f -4l

norme:

1

Hmpz(lﬂwmu@ww@p—memm pel,o0)

pri temu je w(z) > 0,Vx € [a, b] tezinska funkcija

)

1 flloo = m[ax w(x)|f(z)| — Cebisevlijeva Lo, norma
Te

najcesce se koriste L1 i Lo norma, a Lo norma jedina dolazi od
skalarnog produkta

b
<Mb/w@ﬂHWﬁ:W2Uﬁ
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Zadatak 1.

Nekaje f : [-3,3] = R, f(z) = 2% — 1. Izradunaijte L1, Lo i Loo
normu od f uz w(z) = 1.
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Napomena

Akoje P C C[a,b] normirani potprostor nekih jednostavnih funkcija
(primjerice polinoma), onda kazemo da je f* € P najbolja aproksimacija
funkcije f na potprostoru P ako vrijedi:

If=F I <If —ull, YueP

2
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 nekaje f € Clyp) te nekasu o, ..., pn € Clyy linearno
nezavisne

e odrediti najbolju aproksimaciju funkcije f na potprostoru
L(po, ..., n) znadi pronaéi a* € R™*! takav da je
F(a*) = mingcpn+1 F'(a), gdje je

b
a

Py = | e o] = [ v (S ot )
=0 =0
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e nuzan uvjet egzistencije vektora a* € R**1 je

grad F(a*) = (g—fo, ce %) = 0, $to vodi na rjeSavanje
sustava jednadzbi
{0, po)ag + (wo, pr)al + -+ + (w0, en)ay, = (¥o, f)
(o1, po)ag + (b1, pr)al + -+ (o1, on)ay, = (o1, f)
(on, po)ag + (en, p1)at + -+ {on, on)ay, = (¢n, f)
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Zadatak 2.
Nadite najbolju Lo aproksimaciju funkcije f(z) = |z|, f : [-1,1] = R
(a) na prostoru polinoma stupnja < 1;

(b) na prostoru polinoma stupnja < 2,

uz tezinsku funkciju w = 1.
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Zadatak 2.

Nadite najbolju Lo aproksimaciju funkcije f(z) = |z|, f : [-1,1] = R
(a) na prostoru polinoma stupnja < 1;
(b) na prostoru polinoma stupnja < 2,

uz tezinsku funkciju w = 1.

Zadatak 3.
Nekaje f: [0,1] = R

0, <
1, >

)= {

ol

Odredite najbolju Lo aproksimaciju od f na prostoru polinoma stupnja
<luzw=1.
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