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[+ [a,b] — R neprekidna (f € Ciq )
® neka je d metrika koja dolazi od norme: f, g € Clqy

d(f,9) = |f -4l

® norme:

b 1
1o = ( [ w@)|f@Pde)” - Lynorma p e [1o0)
pri ¢emu je w(zx) > 0,Vzx € [a, b] teZinska funkcija

I flloc = m[ax w(x)|f(z)| — Cebigevljeva Lo, norma
re

)

® najcesce se koriste L1 i L norma, a Lo norma jedina dolazi od
skalarnog produkta

b
(fq) = / w(a) f(@)g(x)de = I3 = (f. f)
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Zadatak 1.

Nekaje f : [-3,3] = R, f(z) = 2% — 1. Izradunaijte L1, Lo i Loo
normu od f uz w(z) = 1.
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Napomena

Akoje P C C[a,b] normirani potprostor nekih jednostavnih funkcija
(primjerice polinoma), onda kazemo da je f* € P najbolja aproksimacija
funkcije f na potprostoru P ako vrijedi:

If=F I <If —ull, YueP
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® nekaje f € Clq ) te nekasu o, . .., on € Clqy linearno
nezavisne

® odrediti najbolju aproksimaciju funkcije f na potprostoru
L(po, - .., ®n) znadi pronaéi a* € R™! takav da je
F(a*) = mingcgn+1 F'(a), gdje je
b
a

Py = | S asei— = [ we) (L asei@) @) o
=0 =0
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® nuzan uvjet egzistencije vektora a* € R"*1 je

grad F'(a*) = %’ e %) = 0, $to vodi na rjeSavanje

sustava jednadzbi

Z = <‘100af>
“+{penen)a;, = (o1, f)

(@nspo)ag + (pn, p1)a] + -+ {pn,pn)ay, = (on, f)

(o, wo)ag + (po, p1)al + -+ + (o, ¥n)a
(¢1,p0)as + (@1, p1)a] +
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Zadatak 2.
Nadite najbolju Lo aproksimaciju funkcije f(z) = |z|, f : [-1,1] = R
(a) na prostoru polinoma stupnja < 1;

(b) na prostoru polinoma stupnja < 2,

uz tezinsku funkciju w = 1.
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Zadatak 2.

Nadite najbolju Lo aproksimaciju funkcije f(z) = |z|, f : [-1,1] = R
(@) na prostoru polinoma stupnja < 1;
(b) na prostoru polinoma stupnja < 2,

uz tezinsku funkciju w = 1.

Zadatak 3. (Za vjezbu)
Nekaje f: [0,1] — R

, x>

ra={ o

SN

Odredite najbolju Lo aproksimaciju od f na prostoru polinoma stupnja
<luzw=1.
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e f:[—m,m] — R, neprekidna. Definiramo F' : [-7, 7] — R

e¢]
ao .
F(z) —5—|— E (ay cos kx + by sin kx)

k=1
1 ™
ak:/ f(x)coskxdx, k=0,1,...
T —pi
1 [7 .
bk:/ f(z)sinkzde, k=1,2,...
v —pi
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Zadatak 1.
Odredite Fourierov red funkcije f : [—m, 7] — R zadane formulom

fr) = —a.
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Zadatak 1.
Odredite Fourierov red funkcije f : [—m, 7] — R zadane formulom
f(z) = —z. |
Napomena
(1) Akoje f neparna,tadajear = 0,zak =0,1,...
(2) Akoje f parna,tadajeby =0,zak =1,2,... )
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Zan €N, f : [-m,w] — R, Fourierov polinom reda n je

F,(z) = % + Z(ak cos kx + by sin kx)
k=1

® Akoje f : [a,b] — R, tada definiramo u : [—m, | — [a, b] tako da
jeu(—m) =aiu(r)=>

b—a
2

(x + )

® zadanu funkciju f transformirat ¢emo u funkciju
f=fou:[-m ] = Riza f odredimo F},. Fourierov polinom
funkcije f definiranje s F}, = F,, o u™"

() = 2 o m(a + b)

b—a b—a
v
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Zadatak 2.
Odredite Fourierov polinom funkcije f : [—m, 7] — R
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Odredite Fourierov polinom funkcije f : [—m, 7] — R

Zadatak 3.

Odredite Fourierov polinom funkcije f : [—2,2] — R
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Problem najmanjih kvadrata

® Pretpostavimo opcenito da zavisna varijabla y ovisi 0 nezavisnoj
varijabli  po funkcionalnom zakonu

gdiejea = (a1, ...,a,)" vektor parametara

® Osim toga, neka su zadani podaci
(xiyyi), 1=1,...,m, m>n
® Neka je r vektor odstupanja (reziduala) s komponentama

ri(a) = f(zi;a) — y;
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® Treba pronaci tocku a* = (ai,...,a’)? € R" ukojoj funkcija
F:R"™ — R, definirana s

l\D\H

i 1
ZT §Ilr(a)||§, acR",

i=1
postiZze globalni minimum

® Funkciju f nazivamo funkcija-model, vektor r vektor odstupania ili
reziduala, a brojeve aj, .. ., a;,, optimalni parametri. Problem
odredivanja optimalnih parametara aj, . . ., a;,, nazivamo problem
najmanjih kvadrata
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® U svrhu analize ekstrema funkcije F' iskoristiti ¢emo njezin specijalni
oblik. Najprije ¢emo izracunati gradijent funkcije F’

da; ! Oaq 28a1 ™ dayq
OF _ On om0
da, n Oay, 2 day, ™ day,

§to mozemo pisati i u matricnom obliku kao

grad F = JTr

® Matricu J nazivamo Jacobijeva matrica ili jednostavno Jacobijan
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Linearni problemi najmanjih kvadrata

® Pretpostavimo da je funkcija-model f linearna u svim parametrima
ai,...,ay idaje opéenito oblika

flxyal,...,an) = a11(x) + -+ apen(z), = €R

gdje su ¢; neprekidne funkcije
® Jacobijeva matrica za ovakvu funkciju-model ne ovisi o a. Imamo
ri(a) = a1p1(wi) + - + anpn (i) — yi,
tj.
8T‘i

Jij:@a- =pj(zy), i=1,....,m, j=1,....n
j
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® Vektor odstupanja r s komponentama

i = a101(2) + -+ anpn(Ti) — Y
mozemo pisati
r=Ja—y
® TraZi se a* € R" tako da bude

1

F(a*) = min F(a), gdjeje F(a) =

1
2 2
a)|?==|Ja—y

e Cesto puta se u literaturi ovako definiran LPNK oznagava kao

Ja~y
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Zadatak 1.
Zadani su podatci

Pronadite linearnu funkciju f(x) = a1 + agx tako da njezin graf prolazi
$to blize totkama T; = (z;,y;), 1 = 1,2,3,4.
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Rjesavanje LPNK preko sustava normalnih jednadzbi

Kriticne tocke funkcije F' dobit éemo rieSavanjem jednadzbe
J'r=0

Lema

Neka je J € R™*™ m > n. Matrica J* J je pozitivno definitna onda i
samo onda ako je J punog ranga po stupcima.

® u slucaju kada su uvjeti leme zadovoljeni LPNK je rieSiv i postoji
jedinstveno rjesSenje , koje mozemo dobiti tako da pronademo kriticne
tocke funkcije F' tj. rijesimo jednadzbu

J'Jja—JTy =0
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Zadatak 2.
RijSite sustav

r+y

y+z
Tr—+z
—rz+y+=z

—r—z =

Il
O = O = O

u smislu najmanjih kvadrata.
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Zadatak 3.

Odredite LS pravac koji najbolje aproksimira podatke
zi[1]2]-3] 4
i [3]5] 1 [-3
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Zadatak 4.(Za vjezbu)
Odredite LS pravac koji najbolje aproksimira podatke

zi[1]2]3]—4
vil4]3]2] 1
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Rjesavanje LPNK pomoc¢u QR dekompozicije

J=QR
r=Ja—y=QRa—y
Ir = |QRa — y|| = |Q(Ra — Q"y)|| = || Ra — Q"y||
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Zadatak 5.
Neka je

— =
[\
ot W O o

,_.
\
W

Rijesite LPNK koriste¢i QR dekompoziciju.

<
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Zadatak 6.
Primjenom Householderovih transformacija odredite QR dekompoziciju
matrice A te pomoéu nje rijeSite LPNK ako je

1 4 -1 1
1 -1 -1 1
A=11 4 q|v=1]
-1 4 -3 -1

Aproksimacija funkcija. Fourierovi polinomi. Linearni

Numeri¢ka matematika problem najmanijih kvadrata.

24/24



	Aproksimacija funkcija
	Najbolja L2 aproksimacija

	Fourierovi redovi i polinomi
	Problem najmanjih kvadrata

