1. Inverzija

1.1. Definicija inverzije

Kod rjesavanja geometrijskih problema od posebne vaznosti je transformacija ravnine koja
je nazvana inverzija. Inverzija je preslikavanje ravnine koje skup pravaca i kruznica preslikava
u taj isti skup, a pri tome pravac moze preslikati ili u pravac ili u kruznicu te takoder kruznicu

moze preslikati ili u pravac ili u kruznicu.

Definicija 1.1 Neka je M ravnina, O € M c¢ursta tocka, R € R" i T # O bilo koja tocka
ravnine M. Preslikavanje ravnine Io: M\{O} — M\{O} koje tocki T pridruzuje tocku T",
T — T = Io(T), zove se inverzija s centrom O i radijusom R ako vrijedi

1) O, T, T su kolinearne tocke

2) T iT' leze s iste strane tocke O

3) |OT|-|0T'| = R>.

Tocka O zove se centar (srediste) inverzije, R? konstanta (koeficijent) inverzije.

Kruznica sa sredistem u O i polumjera R naziva se kruznica inverzije.

Inverzija je involutorna transformacija ravnine, tj.Ip o Ip = id. To svojstvo inverzije
slijedi iz definicije inverzije.

Moze se pokazati da je inverzija bijektivno preslikavanje.

Svaka tocka kruznice inverzije preslikava se sama na sebe. Dakle, svaka tocka kruznice
inverzije je fiksna tocka i to su jedine njezine fiksne tocke. Naime, ako tocka T lezi na
kruznici inverzije onda je |OT| = R, pa prema svojstvu |OT| - |OT’| = R? mora vrijediti da je
|OT’| = R. Kako tocke T' i T” leze s iste strane tocke O slijedi da je T'=T".

Na osnovu definicije inverzije lako se uocava da je inverzija jednoznacno odredena kruznicom

inverzije, odnosno kruznicom k(O, R) kojoj je srediste u centru inverzije O.



1.1.1. Konstrukcija inverzne slike tocke

U ovom dijelu razmatrat ¢emo konstrukciju inverzne slike zadane tockom pri inverziji koja je

zadana kruznicom inverzije k(O, R).

1  Neka se tocka T € M\{O} nalazi unutar kruznice k(O, R). Treba konstruirati
inverznu sliku 7" tocke T, tj. tocku 17" = Io(T).

Konstruira se okomica p u tocki 7' na pravac OT'. Neka je tocka D jedno od sjecista okomice
p i kruznice k(O, R). U toc¢ki D konstruira se tangenta ¢ na kruznicu k(O, R). Trazena tocka
T’ je presjek tangente ¢ i pravca OT (Slika 1.1). Dokazimo da dobivena tocka zadovoljava

trazene uvjete.

Slika 1.1 Konstrukcija inverzne slike tocke koja se nalazi unutar kruznice inverzije
Kako je ZOTD = ZODT' =90° i ZTOD = ZDOT’ slijedi da se trokuti AOT'D i AODT’
podudaraju u sva tri kuta, pa imamo AOTD ~ AODT’, odakle slijedi:

oT'| R
R |OT|

= |OT| - |OT'| = R?

20 Neka je totka T € M\{O} izvan kruznice inverzije.

Konstruira se tangenta t iz tocke T' na kruznicu inverzije k(O, R). Neka je tocka D diraliste
tangente ¢ i kruznice k(O, R). Konstruira se okomica p u to¢ki D na pravac OT. Inverzna
slika T" tocke T je sjeciste okomice p i pravca OT (Slika 1.2). Dokaz valjanosti konstrukeije
je analogan dokazu valjanosti konstrukcije inverzne slike tocke unutar kruznice inverzije.



p

Slika 1.2 Konstrukcija inverzne slike tocke koja se nalazi izvan kruznice inverzije

Ako se dana tocka T, koja se inverzijom preslikava u tocku 7”7, nalazi unutar kruznice
inverzije k(O, R) onda vrijedi |OT| < R. Prema tome iz |OT| - |OT'| = R? slijedi da je
|OT’| > R. Obratno, ako se dana tocka nalazi van kruznice inverzije onda vrijedi |OT| > R,
odnosno vrijedi da je |OT’| < R. Prema tome, svaka tocka unutar kruznice inverzije preslika

se u tocku izvan kruznice inverzije i obrnuto.

1.2. Svojstva inverzije

U ovom dijelu proucavat ¢emo znacajna svojstva inverzije. Razmotrit ¢emo takoder slucajeve
kada inverzija preslikava pravac u pravac, kada pravac u kruznicu, te kada kruznicu preslikava
u pravac i kada kruznicu preslikava u kruznicu. Navest ¢emo neka specificna preslikavanja

inverzijom.
Teorem 1.1 Neka je p C M pravac kroz centar O inverzije Io, tada je Io(p\{O}) = p\{O}.

Dokaz. Dokaz je neposredna posljedica ¢injenice da O, T'i T” moraju biti kolinearne tocke
i da je Ip bijekcija. |

Teorem 1.2 Neka su A, A" i B, B’ parovi pridruenih tocaka inverzije Io s kruznicom in-
verzije k(O, R). Tada vrijedi

ZOAB = ZOB'A’ i ZOBA =Z0A'B’



Slikal.3

Dokaz. Kako su A i A’ pridruzene tocke pri inverziji Ip to vrijedi |OA] - |OA'| = R?
(Slika 1.3). Analogno vrijedi |OB| - |OB’| = R?, pa je

I0A| : |0B| = |0B'| : |0A'| = |0A] : |OB'| = |0B] : |0A].

Kako je ZAOB = £ZB'OA’ to slijedi AOAB ~ AOB’A’, odakle dobivamo ZOAB = ZOB'A’
i /OBA =/Z0A'B'. |
Neposredna posljedica teorema je sljedeca tvrdnja.

Korolar 1.1 Inverzija je odredena s centrom inverzije i parom pridruZenih tocaka.

Teorem 1.3 Pravac p koji ne prolazi centrom O wnverzije 1o preslikava se u kruznicu koja

prolazi centrom O te inverzije.

Dokaz. Neka je p C M\{O} neki pravac (Slika 1.4). Neka je N noziste okomice spustene
iz O na p, a N' = Io(N). Neka je T € p bilo koja toc¢ka pravca p, a T" = Io(T). Prema
Teoremu 1.2 je ZONT = ZOT'N' = 90°. Iz toga, prema obratu Talesovog poucka, slijedi da
se T' nalazi na kruznici p’ kojoj je ON' dijametar. Dakle, svaka tocka pravca p preslikava se
u tocku kruznice p’. Buduéi je Ip bijekcija, tvrdnja neposredno slijedi. |



Slika 1.4 Slika pravca koji ne prolazi centrom inverzije je kruznica

Primjedba 1.1 Ako pravac p sijece kruznicu inverzije u tockama M i N, onda je kruznica p’
odredena s nekolinearnim tockama O, M © N (Slika 1.5), a ako pravac p dira kruznicu inverzije
u tocki D onda je p' kruznica s promjerom OD (Slika 1.6).

Slika 1.5 Slika pravca koji ne prolazi centrom inverzije i sijece kruznicu inverzije



Slika 1.6 Slika pravca kojgi ne prolazi centrom inverzije i dira kruZnicu inverzije

Za dokaz sljedeceg svojstva inverzije potrebno je uvesti pojam potencije tocke s obzirom

na kruznicu. Najprije dokazimo sljedeci teorem.

Teorem 1.4 Neka je k(S, 1) kruznica, T bilo koja tocka ravnine i q bilo koji pravac koji prolazi
kroz T i sijece kruznicu k(S,r) u tockama A i B. Produkt

p=I[TA[-|TB|

ne owist o izboru pravca q kroz T 1 nazivamo ga potencijom p tocke T s obzirom na
kruznicu k.

Dokaz. 1Y Neka T lezi na kruznici k(S,r) (Slika 1.7). Tada je T = A ili T = B. Ako je
T = A onda je |[TA| =0, a ako je T'= B onda je |TB| = 0. Iz toga slijedi da je

ITA|-|TB| = 0.



Slikal.7.

20 Neka T lezi unutar kruznice k(S,7). Neka su ¢; i go pravci koji prolaze tockom T, te
neka je ¢ Nk = {A,B} i Nk = {C, D} (Slika 1.8). Bududi su obodni kutovi nad istim
lukom jednaki slijedi

LCAB = /ZCDB,

/DCA = 2/DBA.
Iz tog slijedi da su trokuti TAC i T DB sli¢ni, pa vrijedi

T Al B |TC|
TD|  |TB|’

pa je
ITA|-|TB| = |TC|-|TD|.



Slika 1.8.

3% Neka T lezi izvan kruznice k(S,r). Neka je totka C' diraliste tangente iz tocke T na
kruznicu k(S,r) i neka je tocka N noziste visine trokuta ABS iz vrha S (Slika 1.9). Trokuti
NSA i NSB imaju zajednicku stranicu NS, |AS| = |BS| =11 ZSNA = ZSNB, pa vrijedi
ANSA = ANSB, odakle slijedi

NA| = [NB. 1)

Kako je trokut ABS jednakokracan to je tocka N poloviste stranice AB i vrijedi

TA| = TN~ N4, )
|TB|=|T'N|+ |NB]. (3)
Iz (1), (2) i (3) slijedi da je
[TA[-|TB| = |TN[* — INAJ*. (4)
Iz pravokutnog trokuta ASN slijedi
INAJ* = [SA]* — [NS[* ()

Prema (4), (5) i ¢injenice da je |SC| polumjer kruznice vrijedi

ITA|-|TB| = |TN>+ |[NS|> = |SA]* = |TS|* — |SA? = |TS|)* — |SC|* = |[TC|*.



10

Slika1.9.

Iz treceg dijela prethodnog dokaza neposredno slijedi teorem.

Teorem 1.5 Potencija tocke T' koja leZi izvan kruznice k s obzirom na kruznicu k jednaka je

kvadratu udaljenosti tocke T @ diralista tangente iz te tocke i kruznice k.
Dokazimo sada sljede¢u tvrdnju.

Teorem 1.6 Potencija tocke T koja lezi unutar kruznice k s obzirom na kruznicu k jednaka
je razlici kvadrata radijusa promatrane kruznice i kvadrata udaljenosti tocke T do sredista

kruznice.

Dokaz. Kada promatrana tocka T lezi unutar kruznice k, povuce se tetiva AB tockom T koja
je okomita na pravac na kojem lezi promjer koji prolazi kroz T' (Slika 1.10). Ocito vrijedi

|TA|-|TB| = |TAP? =r*—|TS]*.

Promotrimo sada sliku kruznice pri zadanoj inverziji.
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Slika 1.10 Potencija tocke koja lezi unutar kruznice obzirom na kruZnicu

Teorem 1.7 Neka je ki kruznica u ravnini M.

1. Ako ki prolazi centrom O inverzije 1o, onda je slika kruznice ki pravac p koji ne prolazi
centrom Q.

2. Ako ky ne prolazi centrom O, onda je slika kruznice ky kruznica ky koja ne prolazi kroz

0.

Dokaz. 1. Neka je k; kruznica koja prolazi kroz O i OT njen dijametar (Slika 1.11). Neka
je X € ky bilo koja tocka i X' = Ip(X), aT" = Io(T'). Neka je p pravac koji prolazi kroz 7" i
p L OT. Tvrdimo da je p = Ip(ky).
Prema Talesovom poucku je ZOXT = 90°, a prema Teoremu 1.2 slijedi da je ZOT' X' = 90°,
pa je X' € p. Kako to vrijedi za svaku tocku X € k; slijedi da je Ip(k;) C p. Buduéi je Ip
bijekcija, slijedi da je Ip(ky) = p. |
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Slika 1.11 Slika kruznice koja prolazi centrom inverzije je pravac

2. Neka je k; kruznica koja ne prolazi kroz O i neka je T € k, a T" = Io(T) (Slika 1.12).

Ako koeficijent inverzije oznacimo sa R? onda je
OT| - |0T'| = R*. (6)

Neka je Ty = OT' N k; drugo sjeciste pravca OT' i kruznice k;. Prema Teoremu 1.5 vrijedi da
je
|0T|- |OT\| = |OD? (7)

pri ¢emu je tocka D diraliste tangente iz tocke O na kruznicu k. 1z (6) i (7) slijedi

R? R? R \?
T/: g T == re— M T
T = 1571 = 1001 O (|OD|) OT3]

Dakle, T" je slika tocke T} pri homotetiji h = h(O, (%)2). Kako je homoteticna slika kruznice

opet kruznica, slijedi tvrdnja. |
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Slika 1.12 Slika kruznice koja ne prolazi centrom inverzije je kruznica

Primjedba 1.2 Ako kruznica ki sijece kruznicu inverzije u tockama M i N i prolazi centrom
O, tada je pravac M N slika kruznice ky (Slika 1.13).

Slika 1.13 Slika kruznice koja prolazi centrom inverzije i sijece kruZnicu inverzije

Primjedba 1.3 Ako kruznica ki sijece kruznicu inverzije u tockama M ¢ N 1 me prolazi
centrom O, tada tim tockama prolazi i slika kruznice kY (Slika 1.14), a ako se kruznica ky

dodiruje sa kruznicom inverzije u tocki D onda se ona u toj tocki dodiruje i sa kruznicom kj

(Slika 1.15).
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Slika 1.15 Slika kruznice koja ne prolazi centrom inverzije i dira kruZnicu inverzije

Teorem 1.8 Kruznica ki koja kruznicu inverzije sijece okomito preslikava se inverzijom sama
na sebe, odnosno Io(ky) = k.

Dokaz. Neka je kruznica k; zadana tako da sijece kruznicu inverzije k okomito
(Slika 1.16). Neka je K jedno od sjecista tih dviju kruznica. Pravac OK je tada tangenta
kruznice k; u tocki K. Neka je a pravac koji prolazi sredistem inverzije O 1i sije¢e kruznicu k;
u tockama A i B. Tada je potencija centra O s obzirom na kruznicu k;

|OA| - |OB| = |OK.
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Bududi je |OK| upravo duljina polumjera kruznice inverzije slijedi da su tocke A i B pridruzene

tocke u inverziji Ip, ¢ime je dokazan teorem. |

Slika 1.16 Kruznica koja okomito sijece kruznicu inverzije preslikava se sama na sebe

Teorem 1.9 Neka su A, B # O i Ip inverzija s centrom O i koeficijentom inverzije R. Tada
vryjeds
RQ

A'B|=|AB| —————
[A'B| = | ||OA\'|OB|

Dokaz. Iz Teorema 1.2 slijedi da je AOAB ~ AOB'A’, pa je

|A'B'|  |OA]
|AB|  |OB|’
2
Kako je |OA'| = m, uvrstavanjem slijedi
RQ
AB|=|AB| ————.
|A'B'| = |AB]| OA] [OF]



