Lokacija pravaca u normiranom prostoru

1 Svojstva optimalnih medijan i centar pravaca

Neka je I = {1,...,m}, m > 2 skup indeksa, A = {T;(x;,y;) € R? : i € I} skup tocaka u ravnini s odgovarajuéim
tezinama w; > 0,1 € I i W = Zwi.
iel

Promatramo probleme:

Medijan problem: problem odredivanja pravca [ tako da je f(I) = Zwid(Ti, 1) minimalna
iel

Centar problem: problem odredivanja pravca [ tako da je g(I) = max w;d(T;,1) minimalan.
1€

Svojstva koja nas zanimaju (za razli¢ite udaljenosti d):

Med 1 (Weak incidence property): postoji optimalan medijan pravac koja prolazi kroz barem dvije tocke iz
A.

)

Med 2 (Pseudo—halving property): za svaki optimalan medijan pravac [ vrijedi
%% w
Z‘WSE and Zwiég;
T,€B; T;eB;
pri ¢emu su B, i BZJr poluravnine na koje pravac [ dijeli R? (bez pravca [)

Cen1l (Weak blockedness property): postoji optimalan centar pravac ! koja ima svojstvo da je barem tri
tocke iz A tezinski maksimalno udaljeno od [;

Cen 2 (Paralel facets property): ako jew; = - - - = wy,, onda postoji optimalan centar pravac koji je paralelan
stranici konveksne ljuske skupa tocaka A;

Horizontalna i vertikalna udaljenost tocaka T;(x;, y;) 1 Tj(z;,y;) :

|yi_y‘|a Ty = Ty,
J J

00, inace

lzs — 5|, yi =y

00, inace

dhor (T3, T;) = { v doer(T3, Ty) = {

Teorem 1 Za d., vrijedi Med1l, Med2, Cenl, Cen?2.

Korolar 1 Za dp, vrijedi Med1, Med2, Cenl, Cen?2.

t-udaljenost tocaka

Neka je t € R? dani vektor smjera. Za tocke P,Q € R? definiramo udaljenost u smjeru ¢ s

lal, z==at
o0, inace

dt(P,Q) = ’Yt(Q — P), ’yt(;zj) = {



t-udaljenost tocke do pravca

Neka je lp; pravac odreden vektorom smjera ¢ i tockom P. Tada je

H‘\Tﬁ“v N lP,t _ {Q}
0, l=Ips
00, INlpy = 0

di(P,1) = mindy(P, Q) =
Primjer 1 de, (P,1) = dpor(P,1), de, (P,1) = dyer(P1)
Lema 1 Neka su p,q € R?\{0} i D linearan operator takav da je D(p) = q i det D # 0. Tada za sve P € R? vrijedi
dq(D(P), D(1)) = dp(P,1), gdje je D(I) ={D(Q) : Q € I}.
Dokaz: Najprije ¢éemo dokazati da je d,(D(P), D(Q)) = dp(P,Q), VP, Q € R2.
i) Neka je dp(P, Q) = |a| < co. Tada je Q — P = ap i slijedi

de(D(P),D(Q)) = 7(D(Q)—D(P))
= ’Yq(D(Q - P))
= 7(aD(p))
= 7(aq)
= |af

ii) Neka je d,(P, Q) = co. Tada su @ — P i p linearno nezavisni pa su i D(Q) — D(P) i D(p) = ¢ linearno nezavisni,
a onda je dy(D(P), D(Q)) = oc.

Dokazimo sada tvrdnju teorema.

dg(D(P), D)) = windy(D(P), D(Q))

= windy(P,Q)

= dy(P1)

Teorem 2 Za sve udaljenosti d; vrijede svojstva Med1l, Med2, Cenl, Cen?2
Da bi odredili optimalni medijan ili centar pravac s udaljenoS¢u d;, odaberemo regularan operator D takav da je

D(t) = eg. Definiramo T = D(T;), ¢ € I i rijesimo vertikalni problem s tockama D(T;). Ako je rjeSenje vertikalnog
problema pravac [*, onda je rjesenje polaznog problema D~!(*).

Lema 2 Neka je d udaljenost inducirana normom v, te | pravac. Tada postoji t € R?, v(t) = 1 tako da vrijedi
d(P,1) = d,(P,1), VP € R%
Teorem 3 Za sve udaljenosti d inducirane normom vrijede svojstva Med1l, Med2, Cenl, Cen2.

Dokaz: Dokazimo svojstvo Med 1.



Neka je I* optimalan pravac koji ne prolazi kroz dvije tocke podataka. Odaberimo t* tako da je d(T;,1*) = dy= (T;,1).
Znamo da mozemo odabrati pravac [y koji minimizira medijan problem s udaljenoséu d;~ i koji prolazi kroz najmanje
dvije tocke podataka. Tada je

[ = Y wd(T, 1)
i€l
= Zw’idt*(Tial*)
iel
> widy- (T, 1°)
iel
> > wd(T;,1%)
iel

= f(% > f(")

pa je i [0 takoder optimalni pravac i prolazi kroz dvije tocke podataka. |

Y

1.1 Algoritmi za odredivanje optimalnih medijan i centar pravaca

ALGORITAM 1 - optimalni medijan pravac za proizvoljnu udaljenost induciranu normom - od svih
pravaca koji prolaze kroz dvije tocke podataka, za optimalan medijan pravac uzeti onaj za koji je najmanja vrijednost
funkcije koju minimiziramo.

W w
Neka je Pj, = J k

T; + T, jkel, j#Fk.
Wj+wk J Wj+wlg k ] j#

Teorem 4 Za sve udaljenosti d inducirane normom postoji optimalan centar pravac l i 1,5,k € I tako da l prolazi
kroz kroz tocke Py, 1 Pjy,.

ALGORITAM 2 - optimalni centar pravac za proizvoljnu udaljenost induciranu normom - od svih
pravaca koji prolaze kroz dvije tocke Tk, Tk, za optimalan medijan pravac uzeti onaj za koji je najmanja vrijednost
funkcije koju minimiziramo.

Kazemo da pravac | podupire skup A CR? ako ANl #0i ANB; =0ili An B =0.
Za stranicu e i vrh v konveksnog skupa kazem da su medusobno suprotni par ako postoje paralelni podupirujuéi pravci
11, 12 takvi da jeeCliive 2.

ALGORITAM 3 - optimalni netezinski centar pravac za proizvoljnu udaljenost d induciranu normom

1. Odrediti konveksnu ljusku skupa A, te vrhove i stranice konveksne ljuske.
2. 2¥ =00

3. Za sve parove medusobno suprotnih vrhova v i stranica e konveksne ljuske od A, pri ¢emu je e odreden vrhovima
U1 1 V2
1. Odrediti pravac [ kroz vy i vg
2. Izracunati d(v,!)

3. Ako je d(v,l) < z*, z* :=d(v,l) 1 I* je | translatiran za z*/2 prema v

4. Output: [*



1.2 Blok norme

Blok norma je norma kod koje je pripadna jedini¢na kugla konveksan poligon.

Lema 3 Neka je dp udaljenost inducirana blok normom g s osnovnim smjerovima {by,...,bg} i neka je | pravac.
Tada postoji g € {1,...,G} tako da vrijeds

dB(P,l) = dbg(P,l), VP € R%

Prethodna lema sugerira da bi se problem s blok normom mogao razdvojiti na G neovisnih potproblema i za
rjeSenje uzeti najbolje rjeSenje potproblema, a ono se moze dobiti pomoc¢u vertikalne udaljenosti.

Lema 4 Neka je oy kut koji zatvara smjer by s pozitivnim dijelom x osi

sino, —cosa . " 1 .
9 g i D= —D".

Cos Qg sin oy |bg|

D" =
Tada je
dy, (P,1) = duer(D™(P), D™ (1)) = 7~
Brzi algoritam za blok norme:
1. 2 =00
2. Zag=1to G

1. Izracunati kut oy

9 _ Sin ag — COS Oég
COS Oég S1n Oég
!/ __
3. T/ = D(T)

4. Odrediti [ koji minimizira
e Medijan problem: f(I) =, c; widyer(T},1)
e Centar problem: f(I) = max;ecs widyer(T},1)

5. Ako f(lZ) < Z*|bg|, o= f(l; il* = D—l(l*)

[bg] 9

~

Slozenost prethodnog algoritma je O(Gm).

1.3 Glatke norme

Neka je v norma i B odgovarajuéa jedini¢na kugla. Norma 7 se naziva glatka norma ako za sve t € R?, ~(t) = 1
postoji toéno jedan podupirujuéi pravac za B.
Primjeri glatkih normi su /,, 1 < p < co. Nijedna blok norma nije glatka.

Lema 5 Neka je d udaljenost inducirana normom ~y. Neka su t,x € R? takvi da je v(t) =1 i d(x,l) = dy(z,1). Tada
postoji podupirujuéi pravac jedinicne kugle B za normu 7y koji je paralelna s pravcem .

Lema 6 Ako medijan problem s vertikalnom udaljeno$éu ima dva optimalna medijan pravca, onda postoje i dva
neparalelna optimalna medijan pravca.

Korolar 2 Ako medijan problem s udaljenoséu dy, t € R*\{0} ima dva optimalna medijan pravea, onda postoje i dva
neparalelna optimalna pravca.

Teorem 5 Norma v je glatka norma ako i samo ako vrijedi da svaki optimalan medijan pravac prolazi kroz dvije tocke
podataka.



Dokaz: Neka je v glatka norma, d(z,y) = v(y—z) i I* optimalan medijan pravac za medijan problem s udaljenoséu
d. Pretpostavimo da [* ne sadrzi dvije tocke podataka i odaberimo t* € R? takav da je

dyx (Tl,l*) = d(Tl, l*), VT; € A.

Promatrajmo medijan problem za skup A i udaljenost dy- i odaberimo optimalan pravac [ koji prolazi kroz dvije
toéke podataka. On je oprimalan medijan pravac i za medijan problem s udaljenoséu d. Vrijedi I* # [°, pa prema
Lemi6 postoji i optimalan pravac I’ s s’ # s*. Odaberimo ', v(¢') = 1 tako da je
dy(T;,1') = d(T;,I'). Vi € 1.
Tada je
de= (T3, 1) > dy (T, 1), Vi€ I

Nadalje, kako je v glatka norma,
de-(T;, 1) # dy (T, 1), Vie

jer bi inace du (T;,U') = dy (T3,1") = d(T;,1'), /Vz € I znacilo da u t* postoje dva podupirujuéa pravca za jedini¢nu
kuglu u normi +, jedan paralelan s {*, drugi d [ pa < ne bi bila glatka norma. Stoga je
de-(T;, 1) > dy (T, 1), Vie I
Sada je
) =Y wid(Ti,17)

el

= Zwidt* (Tl,l*)

i€l

= Zwidt* (Tz,l,)

iel

> Z w;idy (Tz’, l/)

iel

= > wd(T, 1) = f(l')

i€l

§to je proturje¢no s pretposlavkom optimalnosti od [*.
Za obrat vidi [1].

Korolar 3 Neka je d udaljenost inducirana glatkom normom ~y. Tada su svi optimalni medijan pravci halving.

Teorem 6 Norma 7 je glatka norma ako i samo ako vrijedi da je svaki optimalan centar pravac maksimalno udaljen
od tri tocke podataka.
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