Matematika 1

Skup realnih brojeva
radni nerecenzirani materijal za predavanja

Kada kazemo skup, oznacen s velikim slovom S, podrazumijevamo da se radi o elementima
x koji ¢ine cjelinu, odnosno mozemo reéi da je skup S sastavljen od elemenata x koji imaju
odredeno svojstvo M (x):

S ={ x| x ima svojstvo M(z)}.

Primjer 1. Neki od skupova koji se spominju u osnovnoj i srednjoj skoli su: skup prirodnih
brojeva N, skup cijelih brojeva Z, skup realnih brojeva R.

Primjer 2. Ako Zelimo zapisati skup kojeg cine parni prirodni brojevi manjih od 11 to
mozZemo napraviti na sljedeca dva nacina:

(i) S1 =1{2,4,6,8,10},

(i) S1 =A{z | ® parni prirodni brojevi manjih od 11}.

Ako element z pripada skupu S to oznacavamo s x € S, a ako element y ne pripada skupu
S to oznacavamo s y € S. Npr. 2 € S, odnosno 12 ¢ S;. Prazan skup je onaj skup
koji ne sadrzi niti jedan element i za njega koristimo oznaku ). Za skup kazemo da je
neprazan ako sadrzi barem jedan element.

Definicija 1. Neka su A i B dva skupa. Kazemo da je skup A podskup skupa B ako je
svaki element skupa A takoder i element skupa B i pisemo A C B. Ako je A podskup od
B i skup B sadrzi barem jedan element koji nije u skupu A kazemo da je A pravi podskup
od B i piSemo A C B.

Primjer 3. Za skupove brojeva vrijedi:
NcZcQcCR,

gdje je s Q oznacen skup racionalnih brojeva.

Definicija 2. Za skupove A i B kazemo da su jednaki i piSemo A = B ako vrijedi A C B
iBCA.

U protivnom kazemo da su skupovi A i B razli¢iti i pisemo A # B.

Na skupu R imamo definiranu relaciju uredaja “<” prema kojoj za svaka dva realna broja
riyvrijediiz <yiliz>yiliz=y.
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Relacija uredaja ima sljedec¢a svojstva:
(i) Vo € R vrijedi « < z (refleksivnost)
(ii) ako je x <yiy < zondaje z < z (tranzitivnost)
(iii) ako je x <yiy <z onda je x =y (antisimetricnost)

(iv) za bilo koja dva realna broja z,y € R je z < y ili y < z (linearnost ili totalnost)
Intervali

Definicija 3. Otvoreni interval realnih brojeva (a,b), odreden s dva realna broja a,b,
a < b, je skup svih z € R za koje vrijedi a < z < b, tj.

(a,b) ={x € R | a <z <b}.

Definicija 4. Zatvoreni interval ili segment realnih brojeva [a,b], odreden s dva realna
broja a,b, a < b, je skup svih z € R za koje vrijedi a < x < b, tj.

la,b] ={z € R | a <z <b}.

Pored otvorenih i zatvorenih intervala definiraju se i poluotovreni intervali
(a,b] ={r € R | a < x < b}, la,b) ={z € R | a < x < b},
i beskonacni intervali
(—o0,a) ={z €eR | z <a}, (—o0,a] ={reR |z <a},
(a,00) ={x € R| x> a}, la,00) ={x € R | z > a}.

Primjer 4. Rijesimo nejednadzbu 1 < 3x + 2 < 5 i rezultat zapisimo u formi intervala.

Imamo:
1 <3x+2§5/—2

1
—1<3x<3/. =
x_/g
1
——<r<1
3~ t="

1
7. rjesenje mozZemo zapisati u obliku x € <—3, 1}
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Definicija 5. Otvorenom okolinom realnog broja a nazivamo svaki otvoreni interval realnih
brojeva koji sadrzi broj a.

Simetri¢na otvorena okolina realnog broja a je otvoreni interval kome je a sredina. Sve
simetri¢ne okoline broja a su oblika (a — ¢, a + ¢) i nazivamo ih e—okoline broja a.

Primjer 5. Intervali (1,4), (—10,15) 7 (2.9,3.5) su okoline broja 3, dok su intervali (2,4),
(—10,16) ¢ (2.8,3.2) simetricne okoline broja 3.

Supremum i infimum

Definicija 6. Kazemo da je skup S C R odozgo omeden ili ogranicen, ako postoji realan
broj M takav da je x < M za svaki x € S. Svaki broj M s navedenim svojstvom nazivamo
majoranta ili gornja meda skupa S. Ako skup S nije odozgo omeden kazemo da je odozgo
neomeden.

Kazemo da je skup S C R odozdo omeden ili ogranicen, ako postoji realan broj m takav
da je x > m za svaki x € S. Svaki broj m s navedenim svojstvom nazivamo minoranta ili
donja meda skupa S. Ako skup S nije odozdo omeden kazemo da je odozdo neomeden.
Skup S C R je omeden, ako je i odozgo i odozdo omeden. U protivnom se kaze da je S
neomeden.

Primjer 6. Skup N prirodnih brojeva nije odozgo omeden jer za svaki realan broj M
postoji prirodan broj veéi od M. Skup N je odozdo omeden i minoranta je svaki realni
broj mangi ili jednak 1. Skupovi Z, Q i R su neomedeni i odozgo i odozdo.

Primjer 7. Navedimo jos nekoliko primjera:

(a) Skup A = (—o00, —1] je neomeden odozdo i omeden odozgo, pri cemu je svaki realni
broj veci ili jednak -1 njegova majoranta.

(b) Skup B = (—3,00) je neomeden odozgo i omeden odozdo, pri cemu je svaki realni
broj mangji il jednak -3 njegova minoranta.

(c) Skup C = [=7,5) je omeden. Svaki realni broj mangji ili jednak -7 je njegova mino-
ranta, a svaki realni broj veci ili jednak 5 je njegova majoranta.

(d) Neka je D = {HLH ’ n e N}. Pogledajmo prvih nekoliko clanova ovog skupa:

p-it2345 |
23456

Primjetimo da vrijeds:
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(¢)

(f)

Iz gornje nejednakosti zakljucujemo da je skup D omeden. Svaki realni broj manji
ili jednak % je mjegova minoranta, a svaki realni broj veci ili jednak 1 je njegova
majoranta.

Neka je E = {x21+1 ‘ T € R}. Nazivnik clanova ovog skupa je uvijek veci ili jednak

od 1, a buduci je brojnik wvijek isti i jednak 1 zakljucujemo da je:
0<zx<1, Ve e E,

tj. skup E je omeden. Svaki realni broj manyji ili jednak 0 je njegova minoranta, a
svaki realni broj veci ili jednak 1 je njegova majoranta.

Postupajuci analogno kao u prethodna dva primjera zakljucujemo da je skup F =

3n+4
m—1

a svaki realni broj veci ili jednak % je njegova majoranta.

‘ neN } omeden. Svaki realni broj mangi ili jednak % je njegova minoranta,

Definicija 7. Najmanju majorantu skupa .S nazivamo supremum i oznacavamo sa sup S.

Ako je sup S € S, nazivamo ga maksimalnim elementom skupa S i oznacavamo s max S.

Najveéu minorantu skupa S nazivamo infimum i oznac¢avamo s inf S. Ako je inf S € 9,

nazivamo ga minimalnim elementom skupa S i oznacavamo s min S.

Primjer 8. Neka su A, B, C, D, E i F skupovi iz Primjera 7. Tada je:

(a)
(b)
(¢)
(d)
(¢)
(f)

sup A =max A = —1,
inf B = 3,

inf C =minC = -7 isup C =5,
infD:minD:%isupDzl,

inf E=0isup F=maxFE =1,

ian:%isupF:maxF:%.

Primjetimo:

(i)

(i)

(iii)

Svaki odozgo omeden skup S C R ima supremum, a svaki odozdo omeden skup
S C R ima infimum.

M je supremum skupa S onda i samo onda ako je M majoranta od S i ako za svaki
e > 0 postoji g € S takav da je M —e < xg < M.

m je infimum skupa S onda i samo onda ako je m minoranta od S i ako za svaki
e > 0 postoji xg € S takav da je m + & > xg > m.
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Apsolutna vrijednost realnog broja

Za svaki realan broj z € R definira se apsolutna vrijednost |z| broja z formulom:

| = r, >0
| -z, z<0.

Geometrijski, |z| znacni udaljenost tocke na brojevnom pravcu, koja predstavlja realan
broj x, od ishodista. Iz definicije apsolutne vrijednosti vidi se da je | — x| = |z i x < |z|.

Pomocu jednakosti |z| = V2, Vo € R, lako se provjere sljedeca svojstva:
(1) lzyl = lzlly], Vo, y € R,
(i)

(iii) |z +y| < |z|+ |y|, Vz,y € R (nejednakost trokuta),

T

Y

=l vz eR, vy e R\ {0},

_m’

(iv) |z =yl < la[+ |yl, Vo, y € R,
(v) || <a<= —a <z <a,VVa>0,

Primjer 9. Rijesimo jednadzbu |3z — 1| = 2x + 5.

(a) za 3z —12>0, tj.xZ% (b) za 3x — 1 <0, tj.x<%
3r—1 = 2x+5 —3r+1 = 2xz+5

5

Buduci je 6 > % i—2 <l

= < 3, oba broja su rjesenja polazne jednadzbe.

Primjer 10. Rijesimo nejednadzbu x> < 3.
Nakon korjenovanja imamo:

[ < V3,

te je rjesenje moguce zapisati kao x € (—/3,/3).



