Matematika 1

Funkcije

radni nerecenzirani materijal za predavanja

Definicija 1. Kazemo da je funkcija f : (a,b) — R u tocki zg € (a,b) postize lokalni
minimum ako postoji okolina O(xg) broja z, takva da je

f(z) > f(xo) za svaki z € O(x).

Funkcija f u tocki z¢ € (a,b) postize lokalni maksimum ako postoji okolina O(zg) broja
xo takva da je
f(z) < f(xo) za svaki z € O(xy).

Ukoliko vrijede stroge nejednakosti za x # xg, onda govorimo o strogom lokalnom mini-
mumu, odnosno strogom lokalnom maksimumu.

Definicija 2. Kazemo da funkcija f : D — R u tocki o € D postize globalni minimum
na D ako je f(zg) < f(x) za svaki © € D. Analogno se definira i globalni maksimum na
D. Ukoliko za svaki x # x( vrijede stroge nejednakosti, govorimo o strogom globalnom
ekstremu.

Definicija 3. Kazemo da je funkcija f : D — R, parna ako je
f(—=z) = f(x) za svaki x € D.
Funkcija f : D — R je neparna ako je
f(=z) = —f(x) za svaki x € D.
Primjer 1. Ispitajmo parnost funkcija f(x) =2z — 1, g(x) = 2* + 2z — 3 i h(z) = Jx.

Definicija 4. (Konveksnost i konkavnost) Kazemo da je funkcija f : D — R konveksna
na intervalu (a,b) C D ako je

T+ 1
7)< 5 () + S @) zasve ar,az € (a,b) (1)
Ako u (1) stoji znak “>", kazemo da je funkcija f konkavna na intervalu (a,b). Ako u
(1) umjesto znaka “<” stoji znak “<”, onda kazemo da je funkcija f strogo konveksna na

intervalu (a, b). Analogno se definira i pojam stroge konkavnosti funkcije na intervalu.

Definicija 5. (Tocka infleksije) Kazemo da je tocka ¢ € D tocka infleksije funkcije f ako
postoji realan broj 6 > 0, takav da je f strogo konveksna na (¢ — §, ¢) i strogo konkavna
na (c,c+ 9) ili da je f strogo konkavna na (¢ — ¢, c) i strogo konveksna na (c, ¢ + 0).
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Definicija 6. (Periodi¢nost) Kazemo da je funkcija f : D — R periodi¢na ako postoji
pozitivan broj T' € R, takav da je

fx+T) = f(z) zasvaki z € D. (2)

Najmanji od brojeva T' za koji je ispunjeno (2) nazivamo temeljni period funkcije f.

Elementarne funkcije

Osnovne elementarne funkcije
(a) opcéa potencija x — z%, a € R,
(b) eksponencijalna funkcija x — a*, a > 0,
(c) logaritamska funkcija x — log, x, a > 0,
(d) trigonometrijske funkcije: sin, cos, tg, ctg,
(e) ciklometrijske funkecije: arcsin, arccos, arctg, arcctg

Definicija 7. Elementarnim funkcijama nazivamo one funkcije koje se dobivaju iz os-
novnih elementarnih funkcija pomoéu konac¢nog broja aritmetickih operacija (zbrajanja,
oduzimanja, mnozenja i dijeljenja) i kona¢nog broja komponiranja osnovnih elementarnih
funkcija.

Polinomi

Definicija 8. Funkciju P, : R — R definiranu s
P.(z)=apz"+ - +ax+ay, neENy, a;€R, a,#0

nazivamo polinomom n—tog stupnja nad R. Brojeve a; € R nazivamo koeficijenti poli-
noma. Specijalno broj a,, nazivamo najstariji ili vodeci, a agy slobodni koeficijent. Ako je
a, = 1, kazemo da je polinom normiran.

Teorem 1. Dva polinoma P,(z) = > a;z" i Ry(x) = Y ba' su jednaki onda i samo
=0 i=0
onda ako je

(i) m =n, te

(ZZ) ai:bi,i:(),l,...,n.
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Hornerov algoritam (shema) P, (z) = a,z™ + -+ + a1 + ag, a € R

P.(a)=((--(an-a4+ay1)-a+---+a)-a+a) a+ap

‘ anp ‘ Ap—1 ‘ Ap—2 ‘ N ‘ ay ‘ Qo

al an la- by + an_1la - bp_a + ap_sl|...la by + aila - by + ag
~—~
bnfl bn_g bn_g bO Pn(a)

Teorem 2. (Teorem o dijeljenju s ostatkom) Za svaka dva polinoma f i g, g #Z 0, postoje
Jedinstveni polinomi q i r takvi da vrijeds

f=g-q+r

U slucaju kada je r #Z 0, tada vrijedi st r < st g.

Racionalne funkcije

Definicija 9. Funkciju

~ Pu(x)  bpa™ A+ b+ by
 P(z)  apan+---+art+ag’

nazivamo racionalna funkcija. Ako je m < n onda govorimo o pravoj racionalnoj funkciji,
a ako je m > n o nepravoj racionalnoj funkciji. Ako je n = 0, funkcija () postaje polinom.

Teorem 3. Svaku pravu racionalnu funkciju mogude je na jedinstven nacin prikazati kao
zbroj parcijalnih razlomaka.

Eksponencijalna funkcija

Definicija 10. Neka je a pozitivan realan broj razli¢it od 1. Funkciju f : R — R*
definiranu formulom
f(z)=a", a>0

nazivamo eksponencijalna funkcija s bazom a.

Svojstva eksponencijalne funkcije: za svaki zq, x9 € R vrijedi:
() flzr+a2) = f(z1) - f(22), tj. ™72 = a®™ - a™

i) o =) = TS 4. e =

(i) (a™)™ = a™ "

e ako je a > 1, onda je f strogo rastuca funkcija

e ako je 0 < a < 1, onda je f strogo padajuca funkcija
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Logaritamska funkcija

Definicija 11. Neka je a pozitivan realan broj razli¢it od 1. Funkciju f : RT — R
definiranu formulom
f(z)=log,z, a>0

nazivamo logaritamska funkcija s bazom a.

Svojstva logaritamske funkcije: za svaki z1, o € RT vrijedi:
(1) flx1-22) = fz1) + fl2), t]. log,(z1 - 72) = log, 71 + log, x>

(i) £ (22) = Flan) = Fo), 4 log, (£) = log, 21 —log, o

2

(iii) log, z1? = xalog, 1

(iv) log, = =log, a - log, x



Matematika 5

e ako je a > 1, onda je f strogo rastuca funkcija

e ako je 0 < a < 1, onda je f strogo padajuca funkcija

y I @
T a
Sy=x
#
1 / o log, x

Najcesce se koriste:

e dekadski ili Briggsovi logaritmi (a = 10). Odgovarajuéa logaritamska funkcija jed-
nostavno se oznacava s r — logz,

e prirodni ili Napierovi logaritmi (a = ¢e). Odgovarajuca logaritamska funkcija jed-
nostavno se oznacava s r — Inz,

e diadski logaritmi (a = 2). Odgovarajuéa logaritamska funkcija jednostavno se oz-
nacava s r +— ld z.



