
Matematika 1

Nizovi realnih brojeva
radni nerecenzirani materijal za predavanja

Definicĳa 1. Funkcĳu a : N → R nazivamo niz realnih. Vrĳednost a(n) niza a na
prirodnom broju n označava se s an i naziva n−ti ili opći član niza. Sam niz a označava
se s (an) ili jednostavno a1, a2, . . . , an, . . . .

Definicĳa 2. Neka su a1, d ∈ R. Niz realnih brojeva definiran formulom

an = a1 + (n− 1)d, n ∈ N

nazivamo aritmetički niz s diferencĳom d.

• razlika susjednih članova je konstantna

an+1 − an = an − an−1 =⇒ an = an−1 + an+1

2
an+1 − an = d, tj. an+1 = an + d ∀n ∈ N

• zbroj prvih n članova

Sn = n2 (a1 + an) = n2 (2a1 + (n− 1)d)

Primjer 1. Zadan je aritmetički niz 2, 7, 12, 17, . . . Odredimo a2012.

Definicĳa 3. Neka su a1, q ∈ R. Niz realnih brojeva definiran formulom

an = a1 · qn−1, n ∈ N

nazivamo geometrĳski niz s kvocĳentom q.

• kvocĳent susjednih članova je konstantan
an+1

an
= an
an−1

=⇒ an = √an−1an+1

an+1

an
= q, tj. an+1 = an · q

• zbroj prvih n članova

Sn =

 a1
1− qn
1− q , q 6= 1

n · a1, q = 1

Primjer 2. Odredimo opći član geometrĳskog niza 3, 3
2 ,

3
4 ,

3
8 , . . .
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Definicĳa 4. Niz realnih brojeva (an) je stacionaran ako postoji prirodan broj n0 takav
da je an = an0 za svaki n ≥ n0.

Definicĳa 5. Za niz realnih brojeva (an) kažemo da je monotono rastući ako postoji
n0 ∈ N takav da je:

an ≤ an+1 (∀n ≥ n0).

Definicĳa 6. Niz realnih brojeva (an) je monotono padajući ako postoji n0 ∈ N takav
da je:

an ≥ an+1 (∀n ≥ n0).

Ukoliko u prethodnim definicĳama vrĳede stroge nejednakosti, onda govorimo o strogo
rastućem odnosno strogo padajućem nizu.

Definicĳa 7. Za niz realnih brojeva (an) kažemo da je omeđen odozgo ako je skup
{an | n ∈ N} omeđen odozgo.

Definicĳa 8. Za niz realnih brojeva (an) kažemo da je omeđen odozdo ako je skup
{an | n ∈ N} omeđen odozdo.

Definicĳa 9. Za niz koji je omeđen i odozgo i odozdo kažemo da je omeđen.

Limes niza realnih brojeva

Definicĳa 10. Kažemo da je realan broj a gomilište ili točka gomilanja niza realnih
brojeva (an) ako svaka ε−okolina broja a sadrži beskonačno mnogo članova niza (an).

Teorem 1. (Bolzano − Weierstrass) Svaki omeđen niz realnih brojeva ima barem jedno
gomilište.

Definicĳa 11. Kažemo da je niz (an) konvergentan ako postoji realan broj a takav da
za svaki realan broj ε > 0 postoji prirodan broj n0 takav da:

(n > n0) =⇒ (|an − a| < ε)

Broj a zovemo limes ili granična vrĳednost niza (an) i pišemo:

a = lim
n→∞
an ili an → a kada n→∞.

Za niz koji nĳe konvergentan kažemo da je divergentan.

Teorem 2.

(a) Svaki konvergentan niz realnih brojeva ima samo jedan limes.
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(b) Konvergentan niz realnih brojeva ima samo jedno gomilište. To je ujedno i njegov
limes.

Definicĳa 12. Za niz realnih brojeva (an) kažemo da divergira k +∞ i pišemo lim
n→∞
an =

+∞, ako za svaki broj M > 0 postoji prirodan broj n0, takav da (n > n0) ⇒ (an > M).

Definicĳa 13. Niz realnih brojeva (an) divergira k −∞ i pišemo lim
n→∞
an = −∞, ako za

svaki broj m < 0 postoji prirodan broj n0, takav da (n > n0) ⇒ (an < m).

Teorem 3. Svaki konvergentan niz realnih brojeva je omeđen.

Teorem 4. Svaki omeđen i monoton niz realnih brojeva je konvergentan.

Algebarske operacĳe s nizovima

Teorem 5. Neka su nizovi realnih brojeva (an) i (bn) konvergentni i neka je a = lim
n→∞
an,

b = lim
n→∞
bn. Tada:

1. niz (an ± bn) je konvergentan i vrĳedi:

lim
n→∞

(an ± bn) = lim
n→∞
an ± lim

n→∞
bn

2. niz (an · bn) je konvergentan i vrĳedi:

lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞
an · lim

n→∞
bn

3. ako je bn 6= 0 za svaki n ∈ N i b 6= 0, niz an
bn

je konvergentan i vrĳedi:

lim
n→∞

(
an
bn

)
=

lim
n→∞
an

lim
n→∞
bn

Teorem 6. Ako je lim
n→∞

|an| = 0, onda je lim
n→∞
an = 0.

Teorem 7. Neka su (an), (bn), (cn) nizovi realnih brojeva i neka postoji prirodan broj n1

takav da je
an ≤ bn ≤ cn (n ≥ n1).

Ako je lim
n→∞
an = lim

n→∞
cn = a, onda i niz (bn) konvergira prema a, tj. lim

n→∞
bn = a.


