Matematika 1

Limes funkcije
radni nerecenzirani materijal za predavanja

Definicija 1. Kazemo da je 2y € R gomiliste skupa D C R, ako postoji niz (a,), a, € D,
a, # xg, takav da je nhrgo a, = To. Skup svih gomilista skupa D oznac¢avamo s D’. Tocku
iz skupa D koja nije gomiliste skupa zovemo izolirana tocka skupa D.

Primjer 1. Skup svih gomolista skupa D = (1,7) U {19} je skup D' = [1,7]. Tocka
xo = 19 je izolirana tocka skupa D.

Definicija 2. Kazemo da je realni broj L limes ili grani¢na vrijednost funkcije f: D — R
u tocki zy € D', ako za svaki niz (a,), a, € D, takav da je a, # ¢ i nlLHolo a, = xg vrijedi

L= lim f(a,).

n—oo

Pisemo L = lim f(x).

T—x0

Ako je xq izolirana tocka skupa D, onda za limes funkcije u tocki zo uzmamo f(xg).
Primjer 2. Zadana je funkcije f:[0,4] — R formulom:
|5 ze]|0,2]
/(@) _{ 10, z € (2,4].
Zanima nas postoji li limes funkcije f u tocki xg = 2. U tu svrhu promatrajmo tri niza
(an), (bn), (cn) iz [0,4], koji konvergiraju ka xo = 2, Ciji opéi clanovi glase a, = 2 — +,
by =24+ te ¢, =2+ (=1)"L. Vrijedi

1
lim f(a,) = lim f (2 — ) = lim 5 =5,
n—oo n

n—oo n—oo

n—oo

lim f(b,) = lim f <2+ 1) = lim 10 = 10,
n—00 n n—00

dok nhngo f(cn) ne postoji jer je

|5, ako je n neparan
Jlen) = { 10, ako je n paran

Prema tome funkcija f nema limes u tocki xo = 2. Nije tesko vidjeti da funkcija ima
limes u svakoj tocki iz skupa a € D\ {2} te da je lim f(z) = f(a).

Primjer 3. Zadana je funkcije f : R — R formulom f(x) = z*. Neka je xy € R
proizvoljan realan broj. Uoc¢imo da za svaki niz realnih brojeva (a,), a, # xo takav da je

lim a, = xy vrijedi nhngo fla,) = nhngo a? = x2 = f(xg). Prema tome funkcija f i ima

n—oo

limes u svakoj tocki svoje domene te vrijeds

L= lim f(z) = f(xo)-

T—T0o
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Definicija 3. Kazemo da je realni broj L_ limes slijeva funkcije f : D — R u tocki xg € D/,

ako za svaki niz (a,), a, € D, takav da je a,, < xq i nhrglo a, = o vrijedi L_ = nhnolo f(ay).
Pisemo
L_= lim f(x).
x‘—>x0

Ako je xq izolirana tocka skupa D, onda za limes slijeva funkcije u tocki z¢ uzmamo f(x).

Definicija 4. Kazemo da je realni broj L, limes zdesna funkcije f : D — R u tocki
rg € D', ako za svaki niz (a,), a, € D, takav da je a, < zo i 71113010 a, = xo vrijedi
Ly = lim f(a,). PiSemo

Ly = lim f(x).

T—X

Ako je xq izolirana tocka skupa D, onda za limes zdesna funkcije u tocki xy uzmamo

(o)
Primjer 4. Za funkciju f iz Primjera 2 vrijedi lirgli f(x) =5 te lirgl+ f(z) = 10.

Moze se pokazati da vrijedi sljede¢a tvrdnja:

Teorem 1. Funkcija f : D — R, D C R, ima limes L u tocki xo € D', onda i samo onda
ako postoje L_ = lim f(x) i Ly = lim f(x) ¢ vrijedi L_ = L.

.Z’—>$0 cc—mco
Definicija 5. Kazemo da je funkcija f : D — R u tocki xy ima limes oo, ako za svaki
niz (a,), a, € D, a, # zo takav da je nh_)nc}o a, = g, vrijedi nh_)ngo f(a,) = oco. Pisemo

A, /() = oo.

Definicija 6. Kazemo da je funkcija f : D — R u tocki xy ima limes —oo, ako za svaki

niz (a,), a, € D, a, # o takav da je nhngo a, = To, vrijedi nh_)rgo f(a,) = —oo. Pisemo
lim f(x) = —o0.
T—xo

Analogno se mogu definirati i limesi slijeva te limesi zdesna.

Primjer 5. [zracunajmo sljedece limese:

. 1 . 1
a) lim ——5 = 0o b)lim ——5 = —00
) x—1 ($71)2 )1'%3 7(371)2
¢) lim % =o00 d) lim 1 = —oc0.
z—0t+ % z—0— %
- 1 - 1
e) lim — = o0 lim — = —o0.
) z—1+ =71 f) z—3— T3

Definicija 7. Kazemo da je funkcija f : R — R ima limes L u oo, ako za svaki niz
(an), an € R, takav da lim a, = oo, vrijedi lim f(a,) = L. PiSemo lim f(z) = L.

Definicija 8. Kazemo da je funkcija f : R — R ima limes L u —oo, ako za svaki niz
(a,), a, € R, takav da lim a, = —oo, vrijedi lim f(a,) = L. Pisemo lim f(x)= L.

n—oo

Primjer 6. Izracunajmo sljedece limese:
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a) lim =0

r—o00 T

b) lim 27 =0

c) a:h_{gO(Sx +1) = c0.

Neki vazni limesi

a) lim 22 = 1;
z—0 7T
b) }jli% 1 ;Ssx — %7
c) lim “ = 1;
z—0 7
d) lin%w =1;
)\ B
e) lim (1—1—) =
r—00 'CL‘

Moze se pokazati da vrijede sljede¢a pravila za racunanje s limesima funkcija u tocki:

Teorem 2. Neka su f,g: D — R, D C R texy € D'. Ako postoje lim f(z) te lim f(x),
T—xo

onda je o
1) Jim (f () £ 9(=) = lim f(2) = lim (o),
2) Jim (£ (2) g (@) = lim £ (@) Jim g (o),
im fl) _ g}Lfgof($) im
V@) T T g 2RI 70

T—X0

Prethodne formule vrijede za limese slijeva i zdesna te limesi u co.

Primjer 7. lzracunajmo sljedece limese

(e=2)@+2) _ 3 _
a) hng — = = lim === —}31115(1:—1—2) =4.
b) lim #2244 = lim =202 = lim (- 3) = 1.
o YEEI=2 ) (VIRL-2)(/aEi) _1
o) lim S = i STy S e =

sin7ax __ sin 7Tz
d) lim = lim 7. 575 =7

e) lim 2GztD) _ )iy 3. kG2t _ 5
z—0 z—0 3z

— 32

f) hm (14 8x)



