Matematika 1

Asimptote i neprekidnost
radni nerecenzirani materijal za predavanja

Definicija 1. Neka je f : R — R. Kazemo da je pravac y = kx + [

a) desna kosa asimptota funkcije f, ako vrijedi

lim (f(z) — kx — 1) = 0;

T—r00
b) lijeva kosa asimptota funkcije f, ako vrijedi

lim (f(z) —kx—1) =0.

T—r—00
c) obostrana kosa asimptota funkcije f, ako je ujedno desna i lijeva kosa asimptota.
Definicija 2. Neka je f : R — R. Kazemo da je pravac y = [

a) desna horizontalna asimptota funkcije f, ako vrijedi

lim (f(x) 1) = 0;

T—00

b) lijeva horizontalna asimptota funkcije f, ako vrijedi

lim (f(x)—1)=0.

T—r—00
c) obostrana asimptota funkcije f, ako je ujedno desna i lijeva horizontalna asimptota.
Moze se pokazati da je pravac y = kx + [

a) desna kosa asimptota funkcije f : R — R, onda i samo onda ako vrijedi

k = lim M, [ = lim (f(x) — kx);

T—00 T—00

ako je pri tome k = 0, onda pravac y = [ zovemo desna horizontalna asimptota

b) lijeva kosa asimptota funkcije f : R — R, ako vrijedi

T 1 C) I
b=t T 1=t (160) k),
ako je pri tome k = 0, onda pravac y = [ zovemo lijeva horizontalna asimptota
Definicija 3. Kazemo da je pravac x = a vertikana asimptota funkcije f : R\ {a} — R,
ako je

lim f(z) =o00ili lim f(z)=—occili lim f(z)=ocili lim f(z)=—o0
z—at z—at Tz—a~ z—a~



Matematika

Primjer 1. Odredimo asimptote funkcije f : R\ {1} — R, zadane formulom f(x) = 932%1

1) DESNA KOSA ASIMPTOTA je pravac y = kx + 1, pri cemu je

F@ i 20, 1= T (f(e) — k) = lim — =2

k=1
un z—oo p — 1

T—00 €x T—00 x2 — X T—r00
Prema tome desna kosa asimptota ne postoji, no postoji desna horizontalna asimp-

tota i ona glasi y = 2.

2) LIJEVA KOSA ASIMPTOTA je pravac y = kx + [, pri cemu je

o S 2w - lm 2% -

Prema tome lijeva kosa asimptota ne postoji, no postoji lijeva horizontalna asimptota

1 ona glast y = 2.

Konacno to znaci da je pravac y = 2 obostrana horizontalna asimptota.
3) VERTIKALNA ASIMPTOTA je pravac x = a, pri cemu je

lim f(z) =00l lim f(x)=—oc ili lim f(x)=o00ili lim f(z)= —oc.
z—at z—a™t z—a~ T—a~

Lako se vidi da je

2x ) 2

xligl— f(x) - mliql_ T — = oo te :vliglJr f(x) - :pli>nljl+ xTr —

et —007

pa je stoga x = 2 vertikalna asimptota.
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Slika 1: Graf funkcije f

Graf funkcije f zajedno s asimptotama prikazan je na Slicil.
3—2x2

Primjer 2. Odredimo asimptote funkcije f : R\{1} — R, zadane formulom f(z) = =-=1-.
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1) DESNA KOSA ASIMPTOTA je pravac y = kx + 1, pri cemu je

3 — 22 3—2
A . = — 9 1= lim (f(e) — k2) = lim =" = 2,
T—00 r—00 1l — g T—00 z—oo p — 1
Prema tome desna kosa asimptota glasi y = —2x — 2.

2) LIJEVA KOSA ASIMPTOTA je pravac y = kx + [, pri cemu je

3 — 22 3—2
k= tim 29— gy Y~ 9 1= lim (fx)—kz)= lim T_ o
r——00 r—>—00 4 — r——00 z——oc0 1 — 1
Prema tome lijeva kosa asimptota glasi y = —2x — 2.
Konacno to znaci da je pravac y = —2x — 2 obostrana kosa asimptota.

¢) VERTIKALNA ASIMPTOTA je pravac x = 1 zato sto vrijedi

3 — 222 3 — 227
I = i = —oo te li = i
A= i o s et I S0 =

= OQ.
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Slika 2: Graf funkcije f

Graf funkcije f zajedno s asimptotama prikazan je na Slici2.
Primjer 3. Odredimo asimptote funkcije f : R — R, zadane formulom f(x) = v2? + 1.

1) DESNA KOSA ASIMPTOTA je pravac y = kx + 1, pri emu je

711 1
F— tim 20 o YL Ji+==1
Tr—r00 x xr—r00 x Tr—r00 x

[ = lim (f(z) — kz) = lim (Va2 +1—2z) =0.

rT—00 T—00

Prema tome desna kosa asimptota glast y = x.
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2) LIJEVA KOSA ASIMPTOTA je pravac y = kx + [, pri cemu je

2+1 1
k= lim L(w) — lim Y- R lim (/14— =-1
T——00 T T——00 €T T—>—00 x

= lim (f(z) — kx) = lim (Va2 +1+4+z)=0.
Prema tome lijeva kosa asimptota glasi y = —x.

Nije tesko vidjeti da vekrtikalnih asimptota nema.

Definicija 4. Kazemo da je funkcija f : D — R neprekidna u tocki a € D ako postoji
lim f(z) te vrijedi

lim f(z) = f(a).

Funkcija f je neprekidna na D ako je neprekidna u svokoj tocki skupa D.
Primjer 4. Ispitajmo neprekidnost funkcije f : [0,4] — R formulom:

5 x€]0,2]
f(‘”):{ 10, z € (2,4].

Na proslom predavanju smo pokazali da lim2 f(x) ne postoji pa prema tome funkcija nije
T—

neprekidna v xo = 2. Lako se vidi da je u ostalim tockama domene funkcija neprekidna.

Primjer 5. Ispitajmo neprekidnost funkcije

f(@) :{ o o<l

-2, x>-1
Kako je
21 21
im © = —92¢ lim —— —_2
z——1- x+1 z——1t x4+ 1

limes funkcije f u tocki xo = 2 postoji. No osim sto postoji jednak je vrijednosti funkcije
u tocki -2 tj. vrijedi
lim f(z) = f(-1),

z——1
sto znaci da je funkcija neprekidna u tocki xo = —1. Lako se vidi da je u ostalim tockama
domene funkcija neprekidna.

Primjer 6. Odredimo parametar A € R tako da funkcija

i )
— x+2
ro={ 5 50

bude neprekidna u tocki xo = —2. Slicno kao u prethodnom zadatku moze se pokazati da
je lime(x) = —4, odakle slijedi da je A = —4.
T——
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Vrijede sljedeca cetiri teorema:

Teorem 1. Neka su f,g: D — R neprekidne funkcije u xzy € D.

Onda su @ funkcije f+g

i g neprekidne na D. Ako je g(xg) # 0, onda je £ neprekidna u tocki xg.

Teorem 2. Sve elementarne funkcije su neprekidne na svojij domeni.

Teorem 3. Kompozicija neprekidnih funkcija je neprekidna funkcija.

Teorem 4. Ako su f, g neprekidne funkcije na svojoj domeni i

onda je

lim f(g(z)) = f(lim g(x)) = f(g(z0))-

T—rT0 T—T0

Primjer 7. Primjenom prethodnog teorema rijesimo limes

I — qi 2E 1)
z—0 €T

Zbog neprekidnosti funkcije x — Inx (vidi Teorem 2), vrijedi

8|~
8=

L=1limln(l1+2z)* =Inlim(1 4+ z)> =1Ine
z—0 z—0

ako je xlggclo 9(x) = g(xo),

= 1.



