Matematika 1

Derivacije
radni nerecenzirani materijal za predavanja

Definicija 1. Kazemo da je funkcija f : (a,b) — R derivabilna u tocki zy € (a,b), ako
postoji limes

. flzo+ Az) — f(20)

AT A W

Ako limes (1) ne postoji, onda kazemo da funkcija f nije derivabilna u tocki xy. Ako je

funkcija f derivabilna u tocki xy, onda realan broj (1) zovemo derivacija funkcije f u tocki
xo 1 oznacavamo s f'(xg), tj.

J(zo + Ax) — f(%)_

Az—0 Az

Supstitucijom Az = x — xg, formula (1) prelazi u ekvivalentnu formulu

- f(x) = (o)

/ p—

o) = lim ——— o (2)
Definicija 2. Ako je funkcija f derivabilna u svakoj tocki zq € (a,b), onda kazemo da
je ona derivabilna na (a,b). Funkciju z — f’(z) definiranu na (a,b) oznacavamo s f’ i

nazivamo derivacijom funkcije f na (a,b).

Primjer 1. Zadana je funkcija f : R — R, f(x) = 2% Ispitajte derivabilnost funkcije f
u proizvolinoj tocki xg € R.

Zadatak ¢emo rijesiti koristeéi formulu (2). Kako je

_ 2 .2
T—xQ T — X T—=To o — T
— i (x — zo)(x + x0)
T—T0 €xr — xo
= lim (z + xg) = 2x,.
T—T0

Dakle funkcija f je derivabilna u svakoj tocki xg € R.

Primjer 2. Ispitajte derivabilnost funkcije f : R — R, f(z) = |z| u tocki xy = 0.
Racunamo lim % Kako je
Az—0 2%

Az| [ 1, Az>0
Az | =1, Az <0,
Az|

slijedi da Alim0 ‘AT ne postoji, pa prema tome funkcija f nije derivabilna u xg = 0.
r—
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Definicija 3. Kazemo da je funkcija f : (a,b) — R derivabilna slijeva u tocki zq € (a,b),

ako postoji limes
lim f(zo + Ax) — f(x0)
Az—0~ Ax

: (3)

Ako je funkcija derivabilna s lijeva, onda limes (3) oznacavamo s f’ (x¢) i zovemo derivacija
slijeva u tocki zg.

Definicija 4. Kazemo da je funkcija f : (a,b) — R derivabilna zdesna u tocki zq € (a, b},

ako postoji limes
lim f(zo + Azx) — f(z0)
Az—0+ Ax

, (4)

Ako je funkcija derivabilna s lijeva, onda limes (4) oznacavamo s f} (z¢) i zovemo derivacija
zdesna u tocki xg.

Primjer 3. Za funkciju f iz Primjera 2 vrijedi

fL0)=-1 fi(0) =1L

Teorem 1. Ako su f,g : {(a,b) — R derivabilne funkcije u tocki x € (a,b), onda su i
funkcije f + g, f - g derivabilne u x. Ako je g(x) # 0, na nekoj okolini od x, onda je
£ derivabilna u x. Takoder ako je definirana kompozicija f o g na {(a,b), onda je fog
derivabilna u x i vrijede sljedeca pravila:

) (fe) @) =F@)Lg @)

9 (F-9) (@)= F'(2) - g (@) + £ (2) o ()
N F@g@) - @) g @)

9 (g) (2) = o |

) (Fog) @) = F9@)-d @),

Moze se pokazati da su sljedec¢e funkcije derivabilne te da vrijede formule:
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Tablica derivacija elementarnih funkcija
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Primjer 4. Derivirajmo sljedece funkcije

a) f(z) =2 +3x+1, f'(z) =20+3
b) f(x) = Yz —VaT—1, f(z)= (28 —aF - )’:%x—g_%

c) hiz) = (2> +1)%, B (x) = (2 + 222 + 1)) = 423 + 4z

§) hw) = @+ D20, (a) =20, gla) = a* +1,

B (z) = f'(g(x))g (x) = 2010(z* + 1)** . 22 = 4020z (z* + 1)*°%.

e) f(x) =xe”, f'(z) =€ + ze”.

P ) =

427

T z+2)—(x
= o f(x) = ( +(x)+2()2+1) = 1

@+2)?

z€e€R
), x>0

keZ
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Logaritamska derivacija
Pretpostavimo da treba odrediti derivaciju funkcije f(x) = u(z)*®. Logaritmiranjem

dobivamo
In f(z) = v(z) Inu(z),
odakle je @ @)
flm—v’x nu(x Uxu’x
te

Primjer 5. Derivacija funkcije f(x) = x® dobivamo na sljedeci nacin:
In f(z) =xInz,

odakle je f'(x) = z*(Inxz + 1).



