Vijezbe 8

Derivacije

Definicija: Neka je I C R. Kazemo da je funkcija f : I — R derivabilna u tocki xg € I, ako
postoji limes
. f(zo+ Az) — f(x0)
1 . 1
A% A W

Ako limes (1) ne postoji, onda kazemo da funkcija f nije derivabilna u tocki xzg. Ako je
funkcija f derivabilna u tocki x, onda realan broj (1) zovemo derivacija funkcije f u tocki
xo 1 oznacavamo s f’(xg).

Supstitucijom Az =z — xg, formula (1) prelazi u ekvivalentnu formulu

T—x0 Tr — X

Tablica derivacija elementarnih funkcija:

(¢ = 0, ceR

(%) = az*!, acR, zeR
1 1
(log, z) = e <: - log, e> , >0
1
(nz) = =, >0
x
(a®*) = a"Ina, z€R
(") = €, zeR
(sinz) = cosxz, z€R
(cosz) = —sinz, zcR
1 T
tgz) = 2k—-1)-, keZ
(g = . w1,
—1
(ctgzx) = —— T F#kr, kel
sin® x
1
. /
arcsinz) = —, |2/ <1
aresine) = = Il
-1
/
arccosr) = ——, |z|<1
(arccose) = =g I
1
tgr) = —s R
(arctg x) 22 x €
-1
(arcctg:n)/ = m, rzeR

1. Primjenom definicije derivacije ispitajte derivabilnost funkcije f(z) = 22 + 3z +5 u
proizvoljnoj tocki xy € R.

Rj. f'(z0) = 220 + 3.
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2. Primjenom definicije derivacije ispitajte derivabilnost funkcije f(z) = 22 —z + 1 u
proizvoljnoj tocki zg € R.

RJ f,(xo) = 2$0 — 1.

3. Primjenom definicije derivacije ispitajte derivabilnost funkcije f : R — R zadane for-
mulom f(x) = | — 1| u tocki zp = 1. Rj. Funkcija nije derivabilna u zp = 1.

Zadaci uz pravilo (f +g) (z) = f' (z) £ ¢ (z):

4. Izracunajte derivacije sljede¢ih funkcija:

(a) f(x)—a:5—7x2—2\3/§—\35+6x+78r,
Rj. f'(z) = bat — 14z — 2 + 3 + 6.
3Va? 22T
(b) f(x) =5cosx —sinx + 2sin g, Rj. f'(z) = —5sinx — cosz.
_ Ll s 2T oy 5 1
(©) $a) = 3o°— ¥a -2, Rj. f(o) = 5a° -~
Zadaci uz pravilo (f - g) (z) = f'(z) - g (z) + f (z) - ¢’ (2):
5. IzraCcunajte derivacije sljede¢ih funkcija:
(a) f(x) = (2% — 22 + 2)e?, Rj. f'(x) = x2e®.
(b) f(z) =e*-cosx + 2% Inz, Rj. f'(z) = e"(cosz —sinz) + z(2Inz + 1).
(¢) f(z) = 2% arcsinz + z°tg z,
x 5
Rj. f/(z) = 2" In2arcsinz + \/ﬁ + 5attgx + coa;? —
/ / . _ Lo
Zadaci uz pravilo (f> (x) = UGN (x)2 /(@) g (gj), g(x) #0:
9 9% (x)
6. IzraCunajte derivacije sljede¢ih funkcija:
3% + 1 322 — 62 — 1
— Rj. fl(z) = —/—————.
() f(2) = =, - @) ==y
Inz 1+2%—-222Inz
=—— Rj. f(z) =
(b) f (1) = 1 5 j- f'(x) 2(1+ 22)2
sinz 1
- Rj. fl(z) = ———.
(c) f(z) 1+ cosz’ I ['(@) 1+ cosx
Zadaci uz pravilo (f o g)' (z) = f' (g (x)) - ¢ (z):
7. Izracunajte derivacije sljede¢ih funkcija:
(a) f(x)= e 3 Rj. f/(z) = —6ae 3,

(b) f () = cos(xz — V2z), Rj. f'(z) = —sin(z — V2z) - (1—).



(c) f(z) = (2 — 22) In(322 — 22),

Rj. f(z) = (22 — 2)In(322 — 22) + (2% — Qm)%.

gy L 3
(d) f(z) =z + 3z, Rj.f(a:)—2 x+3\/§<1+2\/5)'
(e) f(x) = (1 +sin®x)*, Rj. f'(z) = 4(1 + sin® x)3 sin 2.

Logaritamsko deriviranje

Definicija: Pretpostavimo da je zadana funkcija oblika y(x) = f()9®). Derivaciju ra¢unamo
na sljedeéi nacin:

Logaritmiramo funkciju y(z) = f(x)?®) i dobivamo
Iny(z) = In f()7 = g(z) - In f(x).

Sada, deriviranjem dobivene jednakosti imamo

V@) =g @) @) +0(w) 5 S,

Mnozenjem cijele jednakosti s y(z) dobivamo

/(@) = y(a) <g()1f()+f f()),

odnosno

(@) = £ (o) o) + 45 7))

1. Izracunajte derivacije sljedec¢ih funkcija:

(a) y(x) = (z+1)> Rj. i = (z+1)* [xz—i—xl +2In(z + 1)} :
(c) y (x) = (z — 1)+ Rj. ¢ = (z — 1)=* [2;_4'11 + sln(x — 1)} :

Derivacije viseg reda

Derivacije viseg reda funkcije f definiraju se induktivno s
/o =(f" ), nen,
gdje je ™ oznaka za n - tu derivaciju funkcije f. Prema dogovoru je f(© = f.

2. Za funkciju f(x) = cos 2z, = € R izracunajte f'(z), f"(z), f"(z) i f9(x).
Rj. f'(x) = —2sin 2z, f"(z) = —4cos 2z, f"(x) = 8sin 2z, fU) (x) = 16 cos 2.
3. Za funkciju f(z) = e~%, x € R izracunajte f'(z), (), f"(x) i f®(z).
Rj. f'(x) = —5e~%%, f"(z) = 25e¢°%, f"(x) = —125e 5%, f) () = 625¢ .



