RIJESENI ZADACI: NIZOVI REALNIH BROJEVA

Nizovl, ARITMETICKI NIZ, GEOMETRIJSKI NIZ

Funkciju a : N — R nazivamo (beskonacni) niz realnih brojeva i ozna¢avamo s aj, ag, . . .

ili (ay,), pri ¢emu je a,, = a(n).
Aritmeticki niz
—opdi ¢lan
an=a1+(n—-1)d=an_1+d

— zbroj prvih n ¢lanova
S, = g(al +ap) = g(Qal +(n—1)d)

Geometrijski niz

—opdi ¢lan
an =ai-q"" = an-14q
— zbroj prvih n ¢lanova
1—4q" 21
ai q
Sp = l1—q’

ZADATAK 1. Zadani su opdi ¢lanovi nizova.
(a) an =2+ (-1,
n
(b) b= k(k+1),
k=1
nm

sin
(c) cn = 2

n2

Napisite prvih pet ¢lanova.

RjesSenje.

(a) Redom imamo:
ap=2+(-)t=2-1=1

)
ap=2+(-1)?=2+1=3
a3 =2+ (-1p3=2-1=1
ag =2+ (-1)*=2+1=3
as =2+ (-1 =2-1=1



b= kk+1)=1-2=2

k§1
b= k(k+1)=1-2+2-3=8
k=1
3
by=» k(k+1)=1-2+2-3+3-4=20
k=1
4
bi=> k(k+1)=1-2+2-3+3-4+4.5=40
k=1
5
b= k(k+1)=1-2+2-34+3-44+4-5+5.6="10
k=1
(c) o
SinN 5
2
Cc1 = 12 1
2T
S =
Ccy = 1222 =0
s 3T
_osing 1
Ty Ty
o 4m
Sin -
Cq = 422 =0
sin 2% 1
05: 2 = —
52 25
ZADATAK 2. Odredite opéi ¢lan niza:
@ 12345
Y3 rre
1 1 1
b) 0,-,0,-,0,=,...
() 737 747 75)

(c) 2,—6,12,—20,30,. ..

Rjesenje.
(a) Izraz koji se nalazi u brojniku jednak je indeksu ¢lana niza, a u nazivniku se nalazi
n
broj koji je za jedan veéi od broja u nazivniku te je opéi ¢lan dan s: a, = h
n

(b) Primjetimo da je svaki ¢lan niza s neparnim indeksom jednak 0, odnosno ag,+1 = 0.
Svi ¢lanovi niza s parnim indeksima u brojniku imaju 1, a nazivnici se povetavaju za

1, pocevsi od 3. To mozemo zapisati kao: as, = et dakle:
n

0, n=2k—-1

Ay = 1




ZADATAK 3.

ili kao

(c) Primjetimo da je svaki ¢lan s neparnim indeksom pozitivan, a svaki ¢lan s parnim
indeksom negativan. Promotrimo sada niz koji sadrzi apsolutne vrijednosti ¢lanova
zadanog niza, odnosno niz (by,), gdje je b, = |ay|. Njegovih prvih pet clanova je
2,6,12,20,30. Primjetimo da je by = by +4 = by +2-2, by = by +6 = by +2- 3,
by =b3+8=bs+2-4, b5 =bs+10=1>b4+ 2 -5, odnosno

bp=bp1+2-n=by2+2-n—-1)+2-n=b,3+2-n—2)+2-(n—1)+2-n
n
= =2+2:242-3+4--42-(n—1)+2-n=2> k=n(n+1)
k=1

(Posljednju jednakost lako dokazemo matematickom indukcijom). Sada lako zaklju¢imo
da je opéi ¢lan zadanog niza dan s a, = (—1)""n(n + 1).

Odredite aritmeticki niz ako je:

(a) az+ar =2, ag—aq4 =3,

(b) as+as+ar =7, az+ag=>5.
Rjesenje.

(a) Kako je trazeni niz aritmeticki, svaki njegov ¢lan mozemo zapisati pomocéu prvog
¢lana niza a; i diferencije d. Nakon uvrstavanja imamo:

a1 +2d+a; +6d = 2
a; +5d— (a1 +3d) = 3

odnosno
2a1 +8d = 2
2d = 3.
L . . 3 .. . . .
Rjesenje ovog sustava je a; = —5id = ok tj. opéi ¢lan niza zadan je s:
3
ap = -5+ Q(n— 1)

(b) Kao i u prethodnom zadatku, svaki ¢lan niza zapiSemo pomoéu a; i d, i nakon toga

rijeSimo dobiveni sustav:
3a1+12d = 7
2a1 +6d = 5.

Opéi ¢lan niza zadan je s:

1
an:?)—g(n—l).



ZADATAK 4.

ZADATAK 5.

ZADATAK 6.

Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza je 165. Ako je a1 = —101i ag = —1, koliki je n?

Rjesenje. Kako je a4 = a1 + 3d, diferencija zadanog niza je d = 3. Suma prvih n
¢lanova aritmetickog niza dana je s

Sp = g(2a1 + (n —1)d).

Kako bi odredili n trebamo rijesiti sljede¢u jednadzbu (dobivenu uvrstavanjem poznatih
¢lanova u gornji izraz):
3n* — 23n — 330 = 0.

22
RjesSenja jednadzbe su n; = 3 i mg = 15. Bududi je domena niza skup prirodnih

brojeva, trezeno rjesenje je n = 15.

Odredite aritmeticki niz (a,) za koji je s, = 2n + 3n?.
RjesSenje. Kako bi odredili aritmetic¢ki niz, potrebno je pronéi njegov prvi ¢lan i
diferenciju. Po definiciji je s; = a1, te uvrStavanjem n = 1 u izraz za sumu imamo:

ap=2-1+3-12=5.
89 = aj + as = 2a1 + d, te imamo
2-2+43-22=2.54+d=d=6.

Opéi ¢lan niza je a, =5+ 6(n — 1).
Odredite geometrijski niz ako je:

(a) a1 —ag =35, az— aq =560,

(b) as+as+ar =7, az+ag=>5.
Rjesenje.

(a) Kako je trazeni niz geometrijski, svaki njegov ¢lan mozemo zapisati pomocu prvog
¢lana niza a; i kvocijenta g. Nakon uvrstavanja imamo:

ap —aiq = 35
a1q2—a1q3 = 560.

Zadani sustav ima dva rjeSenja, odnosno nizovi:

an = —? gl & b, =7 (=)t

zadovoljavaju zadane uvjete.

(b) Kao i u prethodnom zadatku, svaki ¢lan niza zapisemo pomocu a; i ¢, i nakon toga
rijeSimo dobiveni sustav:

aiq(l—¢* = 1
a1?(¢®>—-1) = 3.
Opdi ¢lan niza zadan je s:
n—1
W3
24



ZADATAK 7.

ZADATAK 8.

1 8
Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza je 341. Ako je a; = 3 iag = 3 koliki je n?

Rjesenje. Kako je as = a1¢>, kvocijent zadanog niza je ¢ = 2. Suma prvih n ¢lanova
geometrijskog niza (u sluc¢aju kada je ¢ # 1) dana je s

1—q"
1—q°
Kako bi odredili n trebamo rijesiti sljede¢u eksponencijalnu jednadzbu (dobivenu uvrstavanjem
poznatih ¢lanova u gornji izraz):

Sp = a1

2" =1024.
Rjesenje jednadzbe je n = 10.

Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza izracunava se po formuli s, = 3(2" — 1).
Odredite niz.
Rjesenje. Kako bi odredili geometrijski niz, potrebno je pronéi njegov prvi ¢lan i

kvocijent. Po definiciji je s; = a1, te uvrStavanjem n = 1 u izraz za sumu imamo:

ap=3-(2' —1)=3.

= a1(1 + ¢), te imamo

3-22-1)=3-(1+¢) =q=2.

Opéi ¢lan niza je a, = 3 - 271,



LIMES NI1ZA

Znacajni limesi

1
lim = =0 lim ¥/m =1
n—oo N, n—oo
. . o\ Br of
lim Ya=1, a>0 lim (l—i-—) =e*, a,feR
n—oo n—oo n

Bf(n)
lim (1 + f?)) = e za svaki niz funkcijskih vrijednosti f(n) koji divergira prema =+ oo
n—oo n

0, 0<lql <1
lim ¢" = 1, g=1
+00, qg>1

ZADATAK 1. Odredite sva gomilista sljede¢ih nizova:

14+ (=1)"
(0) a, = - H D
2n+1 . nm
(b) an = S +sin —-.
RjesSenje.

(a) Primjetimo da su svi ¢lanovi danog niza s neparnim indeksima jednaki 0, a svi
¢lanovi s parnim indeksima 1. Iz toga zaklju¢ujemo da zadani niz ima dva gomilista, 0
il.

(b) Kako sin "* prima samo tri razlicite vrijednosti za n € N (-1, 0 i 1), niz mozemo
zadati 1 na sljede¢i nacin:

2n+1

- =2k

3n—1’ "

2 1

Gy = nt +1, n=4k—3 ,keN.

3n—1

2n+1

-1 =4k -1
3n—1 N

Iz gornjeg zapisa zaklju¢ujemo da zadani niz ima tri gomilista, —

[SVRIN )
—-
W]

)

W =

ZADATAK 2. Izracunajte limes sljedec¢ih nizova:

(a) an = 3n? +2n8 —Tn
" 2n9 — nT 4 4nd3’
6 1
(b) an = n

ViAn? —2n 41’
(¢) anp =10n(v/n2+1—n),
1434+ (20— 1)

d n — — 7Y
(d) a n+3 "




ZADATAK 3.

n+3)!—(n+1)!
(n+2)!

(e) an =

RjesSenje.
(a) Izlu¢imo li n? iz brojnika i nazivnika opéeg ¢lana dobivamo

. oy 3n9+2n677n_1_ 3—1—%—%_3
nLHoloan_nLI{olOQHQ—TL?-FZlTL:} _nLnoloz_%_FiG _2
n n

(b) Izlu¢imo li n iz brojnika i nazivnika opceg ¢lana dobivamo

1 6+ L
lim a, = lim 6o+ t 0

—— = lim —2%— = — =3.
n—00 nmoo An? —2n 41 meee 21 V4
n n

(c) Racionalizacijom izraza u zagradama dobivamo

Vn2+1
lim a, = lim 10n(v/n?+1—n)= lim 10n(v/n?+1—n) nr ot
n—oo

n—00 n—00 ‘ vVnZ+1+4n
1 1 1
L P
n—oo

4/n2+1+n n—oo /1+#+1_2

(d) Izraz u brojniku jednak je n?, pa se dani limes svodi na

1+3+---4+(2n—-1) —3n . -3
n+3

lim a, = lim
n—oo n—oo

(e) Izluéimo 1i (n 4 1)! iz brojnika i nazivnika opéeg ¢lana dobivamo
3)! — 1)! 3 2) -1 24+3n+5
lim an = i O DE 3D oL, T rdndS

Izracunajte limes sljedeéih nizova:

5" + 2
(a) n = 3 — jn+l’
b _2n+1+3n+1
) on =55
1, 1 1
© a 143+t t e
n 11 ., 17
l+s+ =+ + 5
Rjesenje.

(a) Izluéimo li 5" iz brojnika i nazivnika opéeg clana dobivamo

. Do 2 1+2 1
n1—>Igoan_nl—>rgo3—5"+1_nl—>nolo5%—5__5.

(b) Izlu¢imo i iz brojnika i nazivnika izraz s ve¢om bazom slijedi:

. gntl |y gn+l _ 3”“[
RO T T TR T @] e (3l

= lim = lim = -3.



(c) Izraz u brojniku jednak je sumi prvih n ¢lanova geometrijskog niza b, =

a izraz u nazivniku je jednak sumi prvih n ¢lanova geometrijskog niza ¢, =

Rac¢unamo sljedeéi limes:

=

|
—
o=
N—
3

1+2+ 35+ + gy -
lim a, = lim il)) 312 31 L — lim =

ol

U1 =
IN—"

3
INISTEN

[

ZADATAK 4. Izracunajte limes sljedec¢ih nizova:

o= (1-2)"

n?—1 n?
(b) an = <n2+2> )
(¢) ap =2n(lnn —In(n — 2)).

Rjesenje.
(a) Koristeéi poznati limes

Bn
lim <1—|—g) =eP a,3€R
n

n—oo

lim a, = lim (1—2> E T

n—o00 n—00 3n

imamo

win

(b) Podijelimo li izraz u brojniku i nazivniku s n? dobivamo:

2 _ n? 1— L n? -1
lim a, = lim (n 1) = lim %:e—:e_?’.

n—00 n—oo \ n2 +2

(c) Koristedi svojstva logaritamske funkcije zadani limes mozemo zapisati u obliku:

2n
lim a, = lim 2n(Inn —In(n — 2)) = lim 2n1n< n ) = lim 1n< n ) .
n—o0 n—o0 n—o0 n—2 n—:o0 n—2

Zbog neprekidnosti funkcije Inz i svojstva da je lim f(a,) = f ( lim an) za sve
n—oo n—oo

neprekidne funkcije, vrijedi:

2n 2n
1
lim In i =In | lim i =1In | lim | = Inet = 4.
N—00 n—2 n—oo \ n — 2 n—>oo( _2)”




