RIJESENI ZADACI: LIMES FUNKCIJE. NEPREKIDNOST

LIMES FUNKCILJE

Neka je g € [a,b] 1 f: D — R, gdje je D = [a,b] ili D = [a,b] \ {zo}. Kazemo da je limes
funkcije f u tocki zg jednak L i piSemo

lim f(z)=0L,

T—T0

ako za svaki niz (z,) iz D (x, # x¢) koji konvergira prema x, niz funkcijskih vrijednosti
(f (x,,)) konvergira prema L.

Pomocu navedenih definicija i pravila za limese nizova realnih brojeva moze se pokazati
da vrijede sljedeca pravila za ra¢unanje s limesima funkcija u tocki:

1) lim (f () £g(x) = lim f(z) = lim g(x),

2) Jim (7)) = Jim §(2) Jim 9(2)
lim f(x)
. f(CU) _ x> .
3) xli)rgo g(z)  lim g(z)’ xli)rgog () #0.

T—xo

Nadalje, vrijede sljedeé¢i vazni limesi:

ZADATAK 1. Ispitajte postoji li limes funkcije f : R — R, zadane formulom f(z) = 3z u tocki ¢ = 1.
Rjesenje.
Neka je (zy,) bilo koji niz takav da x,, — 1. Tada je f (z,,) = 3z, — 3, pa je iLHll f(z)=
3.
Niz (z,,) koji konvergira prema 1 mozemo izabrati na tri razli¢ita nacina:
(i) tako da njegovi ¢lanovi slijeva teze prema 1, kao $to je primjerice niz
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n

9
o LI
" 107 n241’

(S

- o (1)

(ii) tako da njegovi ¢lanovi zdesna teze prema 1, kao §to je primjerice niz

5 10 n?+1

Tt 271767" n2 )_>1 (2)



ZADATAK 2.

ZADATAK 3.

(iii) tako da njegovi ¢lanovi teze prema 1 malo slijeva - malo zdesna, kao $to je primjerice
iz 58 17 1
. B | )= ... 1 3

.’,Un 74797167 +( ) n27 - ( )
Nizovi funkcijskih vrijednosti u sva tri slucaja teze prema 3:
) 3 12 27 3n?
1 — —_— —_— e — DY

2757107 nZ+4+1’

15 30  3n*+3

— 3

(i) 6, ;s g = 3
o 15 24 51 3
(111) O’Z’?’Tﬁ’g’—*—(_l)nﬁ’ —3
. . e e e . 2’ r S 1
Ispitajte postoji li limes funkcije f : R — R, zadane formulom f(z) = { 4 z>1

tocki o = 1.

RjeSenje. Neka je (z,,) niz realnih brojeva takav da z, — 1.

(i) Ako ¢lanovi niza () slijeva teze prema 1, primjerice kao niz (1), za odgovarajudi
niz funkcijskih vrijednosti vrijedi f(z,) — 2.

(ii) Ako ¢lanovi niza (x,) zdesna teze prema 1, primjerice kao niz (2), za odgovarajuéi
niz funkcijskih vrijednosti vrijedi f(z,) — 4.

(iii) Ako ¢lanovi niza (x,) teze prema 1 malo slijeva - malo zdesna, primjerice kao niz
(3), odgovarajuéi niz funkcijskih vrijednosti ima dva gomilista (to su 2 i 4) te stoga
niz divergira.

Zakljucujemo da linri f(x) ne postoji.
€r—

Izrac¢unajte limese:
2
4 —x—2
a) lim ——
R

(b)hnlvaa_g

z—9 x—9

x24+3-2
I

(C) mlinl IL‘2 —1

RjesSenje.

(a) Nakon uvrstavanja = 2 funkcija u brojniku i funkcija u nazivniku poprimaju
vrijednost nula, pa je zadani limes neodredenog oblika (8). Kako su obje funkcije
polinomi njihovim rastavljanjem na faktore dobivamo i u brojniku i u nazivniku (z —2).

?—z-2  (z-2)(z+1) . x+1 3

T et S TR /A Ul iy _ 3
224 i (z—2)(x+2) aezt2 4

(b) Zadani limes je neodredenog oblika (%), stoga ¢emo funkciju pod znakom limesa
malo preurediti




ZADATAK 4.

ZADATAK 5.

(¢) Iz istog razloga, kao u prethodnim primjerima, preuredimo funkciju pod znakom

limesa

I VaZ+3 -2 . V2 4+3—-2 Vz24+3+2 y 2 =1

im ——— = lim . = lim

r—1 ,1;2—]_ r—1 ZE2—1 1/1-24_3_’_2 r—1 (1'2—1)(‘/3?2+3+2>

1 1
lim ————— = —.
e=ly/a?2 +342 4

Izracunajte limese:

(a) lim (:U — Va2 —|—3>

(b) lim <\/x2 — 27+ 3 — Va2 +5)

r—00

Rjesenje.
(a) Kako je dani limes neodredenog oblika (0o — 0o) transformacijom izraza u zagradi
dobivamo

+ Va2 +3
lim (g; Va1 3) — lim (m _ V2 + 3) rrverTo
T—00 T—00 ZE—I-W/:ZIZ +3

. x2—(ac2—|—3) . -3
= hm—: hmizo
T—00 CC+’/ZE2—|-3 x—>oox_}_,/x2+3

(b) Zadani limes je neodredenog oblika (0o — o0), stoga ¢emo funkciju pod znakom
limesa malo preurediti

Tim (\/g;Q " 2x +3— /a2 +5)

r—00

Va2 —2x+3+ Va2 +5
= Tim (\/x2—2x+3—\/x2+5>
z—00 Va2 —2x+ 3+ V22 +5

(x2—2x—|-3)—(:c2+5)

= lim
7=00 /32 — 20 + 3+ Va2 +5
I —2x — 2
= lm
v=00 \/32 — 21 + 34+ Va2 +5
—9_2
T

= lim
T—00 2 3 5
\/1—;+ﬁ+\/1+?2
—2
===_1

Izracunajte limese:

z—0 Tx



Rjesenje.
Najprije treba transformirati funkcije pod znakom limesa tako da mozemo primjeniti

sin x

lim =1.
z—0 T
(a) Primjenom formule tgz = $8Z dobivamo

CcCosT

. tex . sinz 1 . sinx 1 . sinx . 1
hmi:hm -— ) = lim . = lim - lim =1-1=1.
z—0 T z—0 \ COST X z—0 x CcoS X z—0 x  z—0cCoSxT

2

(b) Primjenom formule sin? £ = 1 (1 — cos z) dobivamo

1—-cosz 2sin?% 1 sin?% 1 1 /sinZ\? 1 sin 2\ 2
1 SR 2:71. 2:71. < 2 — = (1 2 _
mgr(l) 42 xz% 42 2 mli% 2 2 xir%) 4 ( z 8 .y

(c) Supstitucijom arcsinz = ¢ dobivamo

. arcsinz =t

. barcsinz . 5t 5 1 5

lim —— = z—0 =lim —— = — —
z—0 Tx t—0 7sint 7.

t—0 lim

ZADATAK 6. Izracunajte limese:

(a) Tim (m + 3> o2

r—1

Rjesenje.
Najprije treba transformirati funkcije pod znakom limesa tako da mozemo primijeniti

Bx
lim (1+9) — e o, BeR.
X

Tr—00

(a) Podjelimo izraz u brojniku i nazivniku s z, pa dobivamo

—2% 3\ 2 —6
1) TR

Tr—00

(b) Supstitucijom e* — 1 = ¢ i primjenom svojstava logaritamske funkcije dobivamo

ef —1=t
v _q ¢ 1 1
lim & —| 2-0,t—-0 | =1lim

— 0 = lim 5 = -
z—0 T z=1In(t+1) t—=0In(t+1) =07 In(t+1) %i_x)réln(t—kl)?

Kako za logaritamsku funkciju vrijedi lim [In f (z)] = In [lim f (x)}, slijedi
r—a

r—a
1 B 1
limIn (£ +1
ppin

1 1
t t

In li 1
ntgr(l)(t +1)

4



Supstitucijom u = 1/t transformiramo funkciju pod znakom limesa

1

U=z
1 t 1 1
Wlim(E+1) | yooo | I Jim (1+3)" Ine

ZADATAK 7. Za funkciju f : R\ {0} — R zadanu formulom f(z) = er izracunajte:
(a) lim f ()
z—0—

(b) lim f(z)

z—0+
(©) lim f()
r——00
(d) lim f(z)
r——+00
Rjesenje. Kako za eksponencijalnu funkeiju vrijedi lim e/(*) = eﬂgiglaf(x), mozemo lako

r—a
iza¢unati trazene limese.
li 1
(a) lim f(x)= lim eF = ero0- T — =% — (),
r—0— x—0—
lim 1
(b) lim f(z)= lim eT = er o0+ T — 10 — |0,

r—04+ r—0+
li 1
c) lim )= lim e% = eﬂHHEIOO T =l =1.
(¢c) lim f(z)= 1
T——00 T——00
li 1
im )= lim e% :el‘ﬁlrfoom =el=1.
(d) lim f(z)= 1
r——+00 T——+00

ASIMPTOTE FUNKCIJE

Pravac y = kx 4 [ nazivamo desna kosa asimptota funkcije f : R — R, ako vrijedi

lim (f(z) — (kz +1)) = 0.

r—+00
Koeficijenti k i | desne kose asimptote iznose:
o L@ o
k_a:EI-Poo7’ Z_IEI—‘,I-loo(f(m)_kx)‘

Pravac y = kx + [ nazivamo lijeva kosa asimptota funkcije f : R — R, ako vrijedi
lim (f(z)— (kx+1))=0.
rT——00

Koeficijenti k i [ lijeve kose asimptote iznose:

k= lim M, l= lim (f(x)—kz).

r——00 T r——00
Specijalno, za k = 0 pravac y = [ nazivamo horizontalna asimptota.
Pravac x = a je vertikalna asimptota funkcije f ako vrijedi

lim f(z) =400 ili lim f(x) = too.

T—a— r—a+




ZADATAK 1.

ZADATAK 2.

Odredite asimptote funkcije
2

x
Rjesenje. Kako je podrucje definicije funkcije f skup R\{—2}, vertikalna asimptota
se moze nalaziti samo u tocki x = —2, pa racunamo limes slijeva i zdesna u toj tocki.
i
im = —00
z——2— T + 2 ’
. ?
lim = +00.
r——2+ 2 + 2
Dakle, pravac x = —2 je vertikalna asimptota.
20}
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Slika 1: Graf funkcije, kosa i vertikalna asimptota

Sada racunamo koeficijente k i [ kose asimptote, gdje je k koeficijent smjera, a [ njen
odsjecak na y-osi:

2
F o= tim AP o T
z—+oo I z—+o00 1’(1‘ + 2)
. . 72 . 2z
I = lim [f(z)—kz]= lim —z| = lim = -2
z—+o00 z—too |+ 2 z—too 1 + 2

Stoga je pravac y = x — 2 obostrana kosa asimptota, pa funkcija f nema horizontalnih
asimptota.

Na Slici 1. crvenom bojom prikazan je graf funkcije f, narancastom bojom vertikalna
asimptota dok je plavom bojom prikazana kosa asimptota.

Odredite asimptote funkcije
B 222 +3
a2z

f()

Rjesenje. Domena funkcije f je skup R\{0, 1}, pa se vertikalne asimptote mogu nalaz-
iti samo u toc¢kama x7 = 0 i 9 = 1. Limesi slijeva i zdesna u tim tockama iznose

. 222 +3 . 227 +3

lim =+o00, lim = —00,
z—0— 22 — 2 t—0+ 22 —

. 22243 . 2243

lim = —o0, lim = 4o00.

a—1- 22 — 1 a—1+ 22 —x
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Slika 2: Graf funkcije, horizontalna i vertikalne asimptote

Stoga su pravaci x = 0 i z = 1 vertikalne asimptote funkcije.

Kako koeficijenti & i [ kose asimptote iznose

2
kL = lim L:c) — lim 2743 =0,
r—+oo I T—+00 x(xQ — )
. . 222 +3
b= lim [f@) —ke] = N —m— =2,

funkcija f nema kosu asimptotu, a pravac y = 2 je horizontalna asimptota.
Na Slici 2. crvenom bojom prikazan je graf funkcije f, narancastom bojom vertikalne

asimptota dok je plavom bojom prikazana horizontalna asimptota.

ZADATAK 3. Odredite asimptote funkcije
1

f(z) =ez —x.
Rjesenje. Domena funkcije f je skup R\{0}, pa se vertikalna asimptota moze nalaziti
samo u tocki x = 0.
Kako je
lim (e% — x) =0,
rz—0—
. 1
lim (em —1:) = 00,
z—0+
pravac « = 0 je vertikalna asimptota funkcije.

Koeficijenti k i [ kose asimptote iznose

im
r—too I xr—+00 x r—+o0 €T
1
| = lim [f(z)—kz]= lim (ew — x—l—x) = lim er =1
r—+o0 r—+00 r—+o0
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Slika 3: Graf funkcije, kosa i vertikalna asimptota

Stoga je pravac y = —z+ 1 obostrana kosa asimptota, pa funkcija f nema horizontalnih
asimptota.

Na Slici 3. crvenom bojom prikazan je graf funkcije f, narancastom bojom vertikalna
asimptota dok je plavom bojom prikazana kosa asimptota.

NEPREKIDNOST FUNKCIJE

Funkcija f : (a,b) — R je neprekidna u tocki zy € (a,b) ako ima limes u tocki g koji je
jednak f (x), odnosno ako je

lim f(x)= lim f(x)=f ().

T—To— r—xo+

Funkcija f : (a,b) — R je neprekidna na intervalu (a,b) ako je neprekidna u svakoj tocki
intervala.

ZADATAK 1. Neka je funkcija f : R — R zadana formulom
r+2, <2
f(x)—{ 2 -1, x>2.
Odredite tocke prekida.

Rjesenje. Rac¢unamo limes slijeva i zdesna u tocki x¢g = 2

lim f(z)= lim (x+2)=4,

r—2— r—2—

. Y 2 _
zlggqt I @)= xlgg+ (a8~ 1) =3

Kako je
lim f(z)# lim f(x)

r—2— r—2+
tocka g = 2 je tocka prekida.
Na Slici 4. prikazan je graf funkcije f.



ZADATAK 2.

ZADATAK 3.

1 2 3
Slika 4: Graf funkcije f

Neka je funkcija f : R — R zadana formulom
2
-2
i7 x4 1
flay={ a1
4, r=1.
Da li je f neprekidna u tocki xg = 17

RjesSenje. Funkcija f nije neprekidna u tocki xg = 1, vrijedi

. a2t tx—2 . (z=1)(z+2)
:Eliaﬂ— f (33) o mligl— xr — 1 o a:liaﬂ— Xr — 1 - 37
2 -2 —1 2
lim f(z) = lim AT oL lim w:&
z—1+ z—1+ x—1 z—1+ r—1
ali
(1) =4

Na Slici 5. prikazan je graf funkcije f.

Odredite parametar a tako da funkcija
9— $2, <3
f(:z)—{ r+a, x>3.

bude neprekidna.

Rjesenje. Kako je funkcija f zadana po dijelovima pomocu neprekidih funkcija,
mozemo zakljuciti da je f neprekidna na skupu R\{3}. Treba odrediti konstantu a
tako da f bude neprekidna u tocki xg = 3, odnosno da vrijedi

Jim f(@) = lim [ (@)= (w). (4)

Za danu funkciju f vrijedi

lim f(z) = lim (9 z?) =0,
xli>r§1+ f(z) = xlig’lJr(x +a)=3+a,
f3) = o.
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Slika 5: Graf funkcije f

Uvrstimo li dobivene rezultate u (4) slijedi
a+3=0,
odnosno a = —3.

ZADATAK 4. Odredite parametar a tako da funkcija

bude neprekidna.

Rjesenje. Slicnim razmatranjem kao u prethodnom zadatku, odredimo konstantu a
tako da funkcija f bude neprekidna u tocki xg = 0. Kako je

. . sinzx

S )=y o=t
. _ . 2 _
Jim f@) =l (0 +0) =o.

f0) = a

iz (4) slijedi a = 1.
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