RIJESENI ZADACI: DIFERENCIJALNI RACUN

DERIVACUJE

Kazemo da je funkcija f : (a,b) — R derivabilna u tocki zg € (a,b), ako postoji limes

. flzo+ Az) — f(20)
Alglcgo Az ' (1)

Ako limes (1) ne postoji, onda kazemo da funkcija f nije derivabilna u tocki xzg. Ako je
funkcija f derivabilna u tocki zg, onda realan broj (1) zovemo derivacija funkcije f u
tocki xp 1 oznacavamo s f'(xo), tj.

f,<$0) _ Alirgo f(fI;O + AA:L;Z B f(.’L’())

Ako je funkcija f derivabilna u svakoj tocki zg € (a,b), onda kazemo da je ona derivabilna
na (a,b). Funkciju x — f’(z) definiranu na (a,b) oznacavamo s f’ i nazivamo derivacijom
funkcije f na (a,b).

Supstitucijom Az =z — xg, formula (1) prelazi u ekvivalentnu formulu

f'(x0) = lim f@) = flwo) (2)

Tr—T0 xr — :L'O

Ako su f,g: (a,b) — R derivabilne funkcije u to¢ki = € (a,b), ondasui f+g, f-g, 5, fog
derivabilne u tocki x € (a,b) i vrijede sljedeca pravila:

1) (f£9) (2)=f(2) £ ¢ (2)
2) (f-9) (@) =f"(x) g(z) + [ (2) ¢ ()

f 'x (@) -g(@)— f(x) g (z)
) <g> ()= 92 (x) ’
4) (fog) (x)=f'(g(x) g (x).

uz dodatni uvjet g (x) #0

Tablica derivacija elementarnih funkcija:

() = 0, ceR

(%) = az*!, acR, z€R
1 1
(log, z) = Ta (: - log, e> , >0
1
(Inz) = =, >0
x
(a®) = a”lna, z€R
() = e, zeR
(sinz) = cosz, z€R
(cosz) = —sinz, z€R



1 7'('
tgx) = —— —+k keZ
(tgz) g TF g TR
-1
(ctgz) = —— v #kn, kel
sin®
1
(arcsinz) = ——, Jz/<1
1—22
(arccosa) = ———. ol <1
arccosz) = ———, |z
1— a2
(arctg z)’ ! cR
arctgr) = ——,
1+ 22
—1
tgr) = — R
(arcctg x) a2 v €

ZADATAK 1. Ispitajte derivabilnost funkcije f(x) = 23 u proizvoljnoj tocki zg € R.
Rjesenje.

Zadatak ¢emo rijesiti koristeéi formulu (2). Kako je

_ 3 _ .3
U € Bl C) B |
T—1T0 T — X T—=To T — I
— lim (x — xo)(va + zox + 1:(2))
T—XT0 xXr — ‘TO
= lim (2% +zoz + 23) = 328,
T—x0

funkcija f(x) = 23 je derivabilna u svakoj tocki zg € R i vrijedi f/(zg) = 323.
Uvjerite se da isto rjesenje dobijemo i pomoé¢u formule (1).
ZADATAK 2. Funkcija f je zadana formulom f(z) = V& + 1. Izracunajte f/(3).
Rjesenje.
Koristit ¢emo definicionu formulu (1).

i { B LD = (3)

/ _
f (3) T Ar0 Ax
= lim —4+ bz -4
Ax—0 Ax

. Vit Az —vV4 i+ Az + V4
im

Az—0 Az '«/4—}—Agj—|—\/£1
1

1
lm — = —.
rr—0 4+ Ax+2 4

Uvjerite se da isto rjesenje dobijemo i pomocu formule (1).

ZADATAK 3. Ispitajte derivabilnost funkcije f : R — R zadane formulom f(z) = |z + 1| u tocki
o = —1.
Rjesenje. Vrijedi

f(z) = flzo) _ fl2) — f(=1) _ |z +1 _{ 1, z>-1

T — X N r+1 o410 1, =< —1.




ZADATAK 4.

Sada, uo¢imo da ,
Jm, "W
ne postoji ! te stoga funkcija f nije derivabilna u zg = —1.
Izracunajte derivacije sljede¢ih funkcija:
(a) f(x) =a* —52® + 322 420 — 4

(b)f(x)=5\/§+;5—3%?+€’/5

13 1
2¢  at 25

Rjesenje.

(a) Primjenom pravila za deriviranje sume funkcija, dobivamo

f(z) = ($4—5x3+3$2+2x—4)/
= (:n4)/ - (53:3), + (3x2)/ + (22)" — (4)
= 42° —5(32%) +3(22) +2(1) -0
43 — 152 + 62 + 2.

(b) Napisemo prva tri izraza u obliku opée potencije pa imamo
1
\/E:ajéj %:jSéj 5x2:x%
Primjenom pravila za deriviranje sume i opée potencije, slijedi
, 4 5 3 ! 1\/ 1\’ 2\/ 3 !
fx) = 5\/5—{—?—3\/3:2—!—\/5 25(565) —|—4<x_§) —3(x3>+(\/5)
x
1 1 5 4 6
= 5-—z 2—-4- = — — .
2yr  3xYr  5/23

2
(c) Iz istog razloga, kao u prethodnom primjeru, napiSemo sumande u obliku opée
potencije i dobivamo

X

olus
utw

+0

LW =

2
.
£

Promatrajmo niz s opéim ¢lanom a, = —1 — %, koji slijeva konvergira ka —1. Pri tome za odgovarajuéi niz funkcijskih vrijednosti
vrijedi
. flan) — f(=1)
lim —M—— = —1.
n/ee an +1
S druge strane promatramo li niz s opéim ¢lanom a, = —1 4 %, koji zdesna konvergira ka —1, za odgovarajuéi niz funkcijskih vrijednosti
vrijedi
. flan) — f(=1)
lim ——M— =1.
n—oo an +1

Prema definiciji limesa funkcije u to¢ki zaklju¢ujemo da

o F@ = 1D

z——1 z+1

ne postoji.



ZADATAK 5.

ZADATAK 6.

= _71 (a:_Q) +3(—4) (x_5) +0=-—

1 12
2¢2 %

(d) Analogno, napisemo dani izraz u obliku opée potencije

\ 2\ 2Vad = \/5\4/ Va3 =z VaVad = r3rrirs = 8.

Deriviranjem dobivamo

ool

f(x) = o\ V3 :<w%>,:§x.

Izracunajte derivacije sljede¢ih funkcija:
(a) f(z) =logy = + 3%

(b) f(x) =2sinx — 3cosx +sinm

(c) f(x) =tgz — ctgz.

Rjesenje.
Primjenom pravila za deriviranje sume funkcija, te formula za deriviranje eksponenci-
jalne, logaritamske i trigonometrijskih funkcija dobivamo trazene derivacije.

(a)

f' (@) = (loggw +37)' = (logy z)/ + (3") =

+3%In3 =

zln4 2xln2+3 n 3.

(b)

f'(x) = (2sinz —3cosx +sinm) =2 (sinz) — 3 (cosx)’ + (sinn)’

= 2cosz —3(—sinz)+0=2cosx + 3sinzx.

(@) = (tgw—ctga) = (tgz) — (ctgz)’
! 11 1
T cos?z  sinlz  cos?z | sinlx
_ sin? z + cos® x _ 1
cos2z-sin?z  cos?x-sin?x’

Izra¢unajte derivacije sljedeé¢ih funkcija:

(a) f(z) =cosx-ctgx
(b) f(z) = (1—2?)logz

(¢) f(x) =e"-sinx + cosz.



ZADATAK 7.

Koristimo pravilo za deriviranje produkta dvaju funkcija.

(a)

f'(x) = (cosz-ctgzx) = (cosz) -ctgx +cosz - (ctgx)
. -1 . cos T CcCoS T
= —sinz-ctgr +cosxr - —5— = —SInT - — - —
sin® x sinz  sin®x

1
= —cosx<1+ — )
sin“ x

) = [(1-2?) loga:]/ =(1- xz)/logx + (1 —2%) (logz)’

= 2xlogz+ (1 — 1:2)

zIln10

-
&
I

(e” -sinx + cosz) = (¢”) -sinz + e® - (sinz) + (cosz)’

= e"sinz +e“cosx —sinz = (e¥ — 1)sinx + €* cos .

Izracunajte derivacije sljede¢ih funkcija:

(@) f () = 212

(b) f () = S0
(€ f @) = ooy

(@ f @) = o
Rjesenje.

Koristimo pravilo za deriviranje kvocijenta dvaju funkcija.

(a)

, 2243\ (22 +3) - (x+4)— (22+3) (z+4)
@ = (37) - o+ 4P
2 (z+4)-(2v+3)-1 20+8-2x-3 5
(x4 4)2 (44?2 (x4

flx) = <sinx—|—cosx>/

sinx — coszx

(sinx 4 cosz)" - (sinx — cosz) — (sinz + cosz) - (sinz — cosx)’

(sinx — cos x)?

(cosz —sinz) - (sinx — cosx) — (sinx + cosx) - (cosz + sinz)

(sinx — cosx)?



—sin?x 4 2sinz cosx — cos? x — sin? z — 2sin x cos & — cos?

2

(sinz — cos z)

—2(sin? z + cos? x) -2

(sinz —cosz)?2  (sinx — cosx)?’

fl@) =

— 2 (1 _ $2)2

1—224+222 Inzx

< In > (Inz) - (1 -2?) —Inz- (1 —z2)
1

(1—2%) —lnz-(—2x) .

(1—22)2 N (1 —22)?
_ 1—224222 Inzx
N (1 —x?)?

, o (1=3\ (1-3%) - (143%) — (1—3%) (1+3%)
(=3%In3)(1 4 3%) — (1 — 3%)(3%In3)

(14 37%)2
_ —3*In3-3In3—-3"In3+3*n3
B (1+37)2
_ —2-3"In3
T e

ZADATAK 8. IzraCunajte derivacije sljede¢ih funkcija:

() f () = (2% +5)?
(b) f(2) = Va+ 2z

(c) f (z) = logg(2? — sinx)

(d) f (z) = arctg 1 e

Rjesenje.
Koristimo pravilo za deriviranje kompozicije funkcija.
(a) Oznacimo h(x) = 2% i g(x) = 22 + 5. Pravilo za derivaciju kompozicije funkcija
glasi
f1 (@) = [hg(@)] =1 (g(2)) - g'(2).

Kako je h/'(z) = 322 i ¢'(x) = 2z imamo
f'(x) =0 (z* +5) - 22 =3(2* +5)? - 2z

Stoga je
f (@) = [(2® +5)%] = 3(2® + 5)? - 20 = 62(2? + 5).



! = x x /:;~ x r)
@ = |Vrrave] = o e
1 1
- zm'(”2'm>
1 1
- sy (1 35)
()
f(z) = [logg(xQ—sinz:)]/:(:Uz_silrm)ln?)~(1:2—sinm)'
- 2z —cosz
- (22 —sinz)In3’

(1—2x)2 2 1
I-—z2+(1+2)? (1-2)2 1+22

LOGARITAMSKO DERIVIRANJE

Pretpostavimo da je zadana funkcija oblika y(z) = f(z)9(*). Derivaciju racunamo na
sljededi nacin:

Logaritmiramo funkciju y(z) = f(x)9® i dobivamo

Iny(z) = In f(2)%® = g(z) - In f(2).
Sada, deriviranjem dobivene jednakosti imamo

L () =¢'(z) - In f(x x-i-’x
m'y(ﬂf)—g() In f () + g(x) @) f(x)

Konaé¢no, mnozenjem cijele jednakosti s y(z) dobivamo

"() =y(@)- (¢ (x) - Inf(x 9(@) . '(x
V@) =3t)- (/@) wr) + 45 i)

te konac¢no

") = ()9 . [ (z) 1n f(z M.’$
) = 5@ () 1)+ 50 7 @).




ZADATAK 9.

ZADATAK 10.

Izracunajte derivaciju funkcije y(r) = 2%,

Rjesenje.

Logaritmiranjem funkcije y(z) = 257 slijedi
Iny(z) = Inz*n®
Iny(z) = sinz-lnz.

Deriviranjem dobivene jednakosti imamo

——y/(z) = (sinz)'Inz+sinz(lnz)

. 1
= cosz-lnx+sinx - —.
z
MnozZenjem cijele jednakosti s y(z) dobivamo
/ 1.
y(r) = y(x)|cosz -lnx+ —sinx
x
/ sinx 1 .
y(x) = = cosz-lnz+ —sinz| .
x
Izracunajte derivaciju funkcije y(x) = (sinx)“5?.
Rjesenje.
COos T

Logaritmiranjem funkcije y(x) = (sinx) slijedi

Iny(z) = In(sinz)®®*
Iny(z) = cosz-In(sinx).

Deriviranjem dobivene jednakosti imamo

——/(z) = (cosz) In(sinz) + cos z(In(sinx))’

/
v(w) = —sinz - In(sinz) + cosz - C?S%

y(x) sinz’

Mnozenjem cijele jednakosti s y(z) dobivamo

2
, _ ing . Infsi cos® x
Y (z) y(x) [ sinz - In(sinz) + e |
2
/ _ : cosx | _ n(si cos™ )
Y (x) (sinz) [ sinz - In(sinz) + e

DERIVACIJE VISEG REDA

Ako je funkcija f derivabilna u svakoj tocki zg € (a,b), onda funkciju z — f'(z)
definiranu na (a, b) oznacavamo s f’ i nazivamo prvom derivacijom funkcije f na
(a,b). Ona moze ali i ne mora biti derivabilna funkcija na (a, b). Ako je prva derivacija f’



ZADATAK 11.

derivabilna na (a,b), onda njenu derivaciju nazivamo drugom derivacijom funkcije
f na {(a,b) i oznacavamo s f”. Dakle, f” = (f’). Derivacije viseg reda definiraju se
induktivno:

£ = (f(nm)” neN,

gdje je f oznaka za n - tu derivaciju funkcije f. Prema dogovoru je f(© = f.

Izracunajte n - tu derivaciju funkcije f(z) = x - e, z € R.
Rjesenje.
Prva derivacija iznosi

fl@)=(z-e") =1 +az)e".

Druga derivacija, odnosno derivacija prve derivacije funkcije f jednaka je
@) = (f'(2) = (1 +2)e”] = (2 + z)e.

Treta derivacija, odnosno derivacija druge derivacije funkcije f iznosi
(@) = (f"(2)) = (2 +2)e”] = (3 + z)e”.

Uoc¢imo pravilnost i sa sigurno$éu pretpostavljamo da je n - ta derivacija funkcije f
jednaka
f () = (n+2)e”.

Da bi zadatak bio u potpunosti rijeSen, nasu pretpostavku dokazimo metodom matematicke
indukcije:

Baza indukcije: za n = 1 imamo f’(x) = (1 + x)e”, a to smo prethodno deriviranjem i
dobili.

Pretpostavka indukcije: pretpostavimo da je tvrdnja istinita za prirodni broj n = k, tj.
F®(@) = (k +z)e.

Korak indukcije: pokazimo da tvrdnja vrijedi za prirodni broj n = k + 1 tj. da vrijedi
FED(z) = (1+ &+ x)e”.
Zaista,

@) = (fO)) = (k+2)e) = € + (k+2)e" = (14 k+2)e”,

a to smo i trebali pokazati.



PRIMJENA DERIVACIJA

Neka je funkcija f : (a,b) — R derivabilna u tocki x¢ € (a,b).
TANGENTA
Jednadzba tangente na graf funkcije f u tocki (zo, f(z0)) glasi

y = f'(z0)(x — x0) + f(0).

Derivacija funkcije f u tocki (xg, f(xg)) predstavlja koeficijent smjera tangente na graf funkcije
u toj tocki i jednaka je tangensu kuta koji ta tangenta zatvara s pozitivnim smjerom osi ap-
scisa.

NORMALA
Jednadzba normale na graf funkcije f u tocki (xo, f(zo)) glasi:

e ako je f'(zo) # 0,

(z — o) + f(z0).

e ako je f'(x0) =0,

ZADATAK 1. Odredite jednadzbu tangente i normale na graf funkcije f(x) = 22 + 52 + 7 u tocki s
apscisom zg = 1.

Rjesenje.
Derivacija funkcije f jednaka je
fl(x) = (2* + 52 +7) =2z +5.
Koeficijent smjera tangente na graf funkcije f u toc¢ki xzg = 1 iznosi
fl(xo)=2-1+5=T7.
Vrijednost funkcije f u tocki xg = 1 iznosi
flro) =12 +5-1+7=13.
Stoga jednadzba tangente na graf funkcije f u tocki s apscisom zg = 1 glasi
y="Txz—-1)+13,

odnosno

y="Tz+6.

Kako je normala na graf funkcije f u tocki (zo, f(xo)) pravac okomit na tangentu
i prolazi tockom (xzg, f(x0)), jednadzba normale dane funkcije f u tocki s apscisom
xog = 1 jednaka je

1
Y= —?(.7}—1)-1-13.

10



ZADATAK 2.

ZADATAK 3.

ZADATAK 4.

Odredite jednadzbu tangente i normale na graf funkcije f(z) = 22 — 5z + 6 u tocki s
apscisom xg = %

Rjesenje.
Derivacija funkcije f jednaka je

f'(z) = (2% = 52 +6)' = 22 — 5,

a f'(zg) = 0. Nadalje vrijedi f(zg) = —%, te stoga jednadzba tangente na graf funkcije
f u tocki xg = % glasi ,
) + - = 07
dok jednadzba normale glasi
5)

Odredite jednadzbu tangente i normale na graf funkcije f(z) = €?* u tocki s apscisom
zo = In 2.

Rjesenje. Kako je derivacija funkcije f jednaka

f(@) = (=) = 2¢,
njena vrijednost u tocki zg = In2 iznosi

f(z0) =222 =2.22 =3,

Nadalje, vrijednost funkcije f u istoj tocki jednaka je

F(zo) = €22 = 4.
Stoga je jednadzba tangente na graf funkcije f u tocki xg = In2 jednaka

y=38(zr—1n2)+4,
a jednadzba normale je

1
Y= —g(w—ln2)+4.

Odredite kut o koji tangenta na graf funkcije f(z) = —224 3z u tocki s apscisom z¢ = 1
zatvara s pozitivnim smjerom osi .

RjeSenje.
Buduéi je derivacija funkcije f jednaka
f'(x) = (—2® 4+ 32)' = =22 + 3,
u tocki zg = 1 ima vrijednost
f(ro)=-2-1+3=1.

Kako je
f'(x0) = tga,

trazeni kut iznosi .
a = arctgl = 1

11
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Slika 1: Tangenta na graf funkcije f(z) = —22 + 3z i kut «

L’HOPITALOVO PRAVILO

Ovo pravilo od izuzetnog je znacaja za racunanje limesa funkcije kada se javljaju neodredeni

0
oblici — E, 00 — 00,0 - 00,0%, 1% i cc?.

0" oo

U potpunosti navodimo primjenu pravila za limese oblika %:
Neka su f i g bilo koje dvije funkcije takve da je lim f(z) = lim g (z) = 0. Ako su
r—a r—a
ispunjene sljedece pretpostavke:

(i) postoje realan broj § > 0 takav da su funkcije f i g derivabilne u svakoj tocki intervala
(a — d,a + 0), osim mozda u tocki a,

(ii) ¢'(x) # 0 za svaki z € (a — d,a + §)\{a},

) )
iii) postoji L = lim ,
i v—a g'()

onda je
f@) (@)
Page) g (@)

Uz male modifikacije uvjeta analogno pravilo vrijedi i za limese oblika 2, kao i za jed-

nostrane limese.

ZADATAK 1. Primjenom L’Hopitalovog pravila izracunajte limese

e? —1
I
(a) xlg%) sin 2x
223
(b) lim "%

r—3 $2—SE—6

. T —sinx
(¢) lim ——.
z—0 SINT — L COST

12



ZADATAK 2.

Rjesenje.
(a) Nakon uvrstavanja = 0 funkcija u brojniku i funkcija u nazivniku poprima vri-
0
jednost nula, pa je zadani limes neodredenog oblika <0> Primjenom L’Hospitalovog
pravila slijedi
et —1 . (e =1) . e” 1

im — = lim ~—% = lim = -
x—0 sin2x  2—0 (sin2z)’ 2—02cos2x 2

0
(b) Limes je neodredenog oblika <O> , pa primjenom L’Hospitalovog pravilo dobivamo

22 —22-3 . (2?-22-3) | 20-2 4
lim ———— = lim —5——+~ = lim ==
a—3 22 —x—6 2-3 (22—x—-6) 2—-32x—1 5

(c) Iz istog razloga, kao u prethodnim primjerima, primjenimo L’Hospitalovo pravilo i
dobivamo

. T —sinzx . (x — sinz)’
lim —— = lim — p
z—0 sinx — x cos T z—0 (sinz — x cos x)
. 1—-cosx
= lim -
z—0 COST — COST + rsinx
. 1—cosx
= lim ———

z—0 xsinx

0
Kako je dobiveni limes neodredenog oblika <O) , ponovnom primjenom L’Hospitalovog

pravila slijedi

. 1—coszx . (1 —=cosa) . sin x
lim ——— = lim ———~ = lim —«————.
z—0 zsinx z—0 (xsinx) t—0sinx + r cosx

0
Buducéi da smo ponovno dobili limes neodredenog oblika (0> , opet primjenimo L’Hospitalovo

pravilo i dobivamo

sin x ) (sinz)’ ) cos T

lim —— .
z—0sinx + xcosx  «—0 (sinx + xcosx)  z—02cosxz —xsinz 2

Primjenom L’Hopitalovog pravila izracunajte limese

Inx

lim ——
(=) Jimg, =
2

(b) lim —

x—oo I + e¥

. 1 3
(C)iﬂ<x—l_$3—1>

(d) lim z (e% - 1).

Tr—00

13



Rjesenje.
(a) Limes je neodredenog oblika (§>, pa primjenom L’Hospitalovo pravilo dobivamo

1 Inz)’ 1
lim ar_ lim (In ) = lim — =0
r—00 1T Z—00 (x)’ T—00 T
(b) Kako je dani limes neodredenog oblika <E), primjenom L’Hospitalovog pravila
00
slijedi
2 2y/
=l 7(1’ ) = lim = lim — =0.
z—oo 1 + €% z—o00 ¥

lim = lim
z—o0 I+ e¥  z—oo (x4 ev)

(¢) Zadani limes je neodredenog oblika (0o — 00), pa svodenjem na zajednicki nazivnik
izraza u zagradi dobivamo neodredeni oblik | — | na koji mozemo primjeniti L’Hospitalovo
2 1
T

pravilo. Dobivamo
3x2

1:2—|—a:+1—3_1
A @B o1y el

. 1 3
lim
r—1 <,§U —1 3 —1
(d) Buduéi da je dani limes je neodredenog oblika (0 - c0), funkciju pod znakom limesa
0
na koji mozemo

napisat ¢emo u drugom obliku, kako bi dobili neodredeni oblik | —

primjeniti L’Hospitalovo pravilo.
1 z —1 ! -1
T —1 (‘3”” - ) 9 ¢r
limx(e%—l)zlimeizlimi,:hmm zlimeizl.
x T x?

1
x

ZADATAK 3. Primjenom L’Hopitalovog pravila izracunajte lir% (cosx)
xTr—>

Rjesenje.

Zadani limes je neodredenog oblika 1°°. Oznacimo ga s A, dakle

8=

A = lim(cosx)=.
z—0

Logaritmiranjem dobivamo
1
InA=In lin%(cos x)=.
xr—

Kako je Inz neprekidna funkcija vrijedi lim [In f (z)] = In [lim f (1:)}, pa slijedi
InA= lin%] In(cos x)%

Odnosno ) |
In A = lim —In(cosz) = lim M.
z—0 X z—0

0
Dobiveni limes je neodredenog oblika (0> , te na njega mozemo primjeniti L’Hospitalovo

pravilo.
~_(—sina)
1 —SIinx :
InA = lim [n(cos;x)] S e F A [ )
z—0 [m] x—0 1 z—0 COS ¥



Kako je In A = 0, slijedi A = €°, pa je
lim(cosx)% =1

x—0

Neodredeni oblici 1%, 0° i cc? rjesavaju se logaritmiranjem.
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INTERVALI MONOTONOSTI, LOKANI EKSTREMI, KONVEKSNOST, KONKAVNOST I
TOCKE INFLEKSIJE

Neka je f : (a,b) — R, derivabilna na (a, b).

e Funkcija f je monotono rastuéa na (a,b) onda i samo onda ako je f'(z) > 0, za svaki
z € (a,b). Ako je f'(x) > 0, za svaki x € (a,b), onda funkcija f strogo monotono raste
na (a,b).

e Funkcija f je monotono padajuéa na (a,b) onda i samo onda ako je f'(z) <0, za svaki
z € (a,b). Ako je f'(x) <0, za svaki x € (a,b), onda funkcija f strogo monotono pada
na (a,b).

Neka je f’: (a,b) — R derivabilna na skupu (a, b) te g € (a,b).
e Ako je f'(zo) = 0, kazemo da je x( stacionarna tocka funkcije f.

e Ako je xg stacionalrna tocka funkcije f i f” (zg) < 0, onda je tocka xo tocka strogog
lokalnog maksimuma funkcije f.

Ako je zg stacionarna tocka funkcije f i f” (zg) > 0, onda je tocka x¢ tocka strogog
lokalnog minimuma funkcije f.

Funkcija f je konveksna na (a, b) onda i samo onda ako je f" (x) > 0, za svaki z € (a, b).

Funkcija f je konkavna na (a,b) onda i samo onda ako je f (x) < 0, za svaki z € (a,b).

Tocku z1 € (a,b) nazivamo tockom infleksije funkcije f ako postoji realan broj 6 > 0
takav da je f strogo konveksna na (x; — d,z1) i strogo konkavna na (x1,z1 + 9) ili da
je f konkavna na (z1 — 0, x1) i konveksna na (x1,z1 + 9).

Neka je f dva puta derivabilna na intervalu (a,b). Tocka z1 € (a,b) je tocka infleksije
funkcije f onda i samo onda ako funkcija f’ ima strogi lokalni ekstrem u zy.

ZADATAK 1. Odredite intervale monotonosti funkcija
(a) f(x) =23 322 -5

Rjesenje.
(a) Derivacija funkcije f iznosi
f'(x) = 322 — 62 = 3z(x — 2).
Kako je
f(x)>0 za € (—00,0)U (2,00),
funkcija f strogo monotono raste na skupu (—oo,0) U (2, 00).

Nadalje
f(x)<0 za x€/(0,2),

pa funkcija f strogo monotono pada na skupu (0, 2).
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Slika 2: Graf funkcije f(z) =23 — 322 -5

(b) Podrugje definicije funkcije f je skup R\{2}, a derivacija funkcije iznosi

l-(r—2)—2-1 =2
(-2°  (@-2%

fi@) =

Slika 3: Graf funkcije f(z) = -5

= 72
Bududi da je (z — 2)? > 0 za svaki z iz domene funkcije f, onda je f/ (z) < 0 za svaki
x € R\{2}, pa funkcija f strogo monotono pada na skupu R\{2}.
(c) Podrugje definicije funkcije f je skup (—o0,0] U [4,00). Derivacija funkcije iznosi
1 z—2

Fo=sym—n @Y= o

Slika 4: Graf funkcije f(z) = vVa? — 4z
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ZADATAK 2.

Nejednakost [’ (z) > 0 vrijedi ako je (x — 2) > 0, odnosno x > 2 za svaki x iz domene
dane funkcije. Dakle, zbog uvjeta na domenu funkcije,

f(x)>0 za x€(4,00).

S druge strane, f’ (z) < 0 vrijedi ako je (x — 2) < 0, odnosno = < 2 za svaki x iz domene
dane funkcije. Analogno, zbog uvjeta na domenu funkcije,

f(x) <0 za x € {—o0,0),

pa funkcija f strogo monotono raste na skupu (4, co), a strogo monotono pada na skupu
(—00,0). Uocite da smo rubove intervala iskljuéili, jer u njima f’(x) nije niti definirana!

Odredite lokalne ekstreme funkcija

(a) f(z)

:x—3

(b) f(z) = 2%e72.

Rjesenje.
(a) Podrucje definicije funkcije f je skup R\{3}, a njena prva derivacija iznosi

yo 2x(x—3)—a®-1  a?—6x
f(@) = ($_3)2 - (1:_3)2'

Nuzan uvijet za postojanje lokalnog ekstrema u tocki x je f’ (x) = 0. Dakle
z(x —6) =0,

pasu x; = 01 x92 = 6 rjeSenja dane jednadzbe, odnosno stacionarne tocke. Ispitajmo
dovoljan uvijet postojanja ekstrema za dobivene stacionarne tocke. Druga derivacija
funkcije iznosi

v (22—6)(x—3)°—(2a?—6x) 2(x—-3) 18
" (z) = @ 3" i
Kako je )
f7(0) = -3 < 0

funkcija f postize strogi lokalni maksimum u tocki M (0, f(0)), tj. u tocki M(0,0).

Nadalje

f'(6) = % >0

pa funkcija f u toc¢ki m(6, f(6)), tj. u tocki m(6,12) ima strogi lokalni minimum.
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0}
20f
[ m(6,12)
10F

2

Slika 5: Graf funkcije f(z) = =

(b) Podrugje definicije funkcije f je skup R. Prva derivacija glasi
f'(z) = 2ze™® — 2% = e %(2z — 2?),

pa je f'(x) = 0 ekvivalentno sa 2z — 22 = 0. Dakle, 1 = 0 i x5 = 2 su stacionarne
tocke dane funkcije. Druga derivacija funkcije je jednaka

() = —e 2z — ) + e (2 —22) = e %(2® — 4z +2).

Kako je
f"(0)=2>0

funkcija f postize strogi lokalni minimum u tocki m(0,0). Nadalje

pa funkcija f u tocki M(2,4/e?) ima strogi lokalni maksimum.

10r-
0.8
r M(2,4/e"2)
0.6
0.4
0.2+
[ M©,0)
IR L L | TR IR T Y | TR Il
-1 1 2 3 4 5

Slika 6: Graf funkcije f(r) = x%e™*
ZADATAK 3. Odredite intervale konveksnosti, intervale konkavnosti i tocke infleksije funkcija

1
@ f @)= —=

(b) f(x) = In(x? +1).

Rjesenje.
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(a) Domena funkcije f je skup R\{—5}. Prva i druga derivacija funkcije iznose

, B —1

f @)= (a:+5)2’
" . 2

S o) = (@+5)°

Kako je f”(x) # 0, za svaki x € R\{—5}, funkcija nema tocke infleksije. Nejednadzba
" (x) > 0 vrijedi ako je (x +5) > 0, odnosno x > —5 za svaki x iz domene dane
funkcije. Nejednadzba f” (z) < 0 vrijedi ako je (x +5) < 0, odnosno x < —b za svaki
x iz domene dane funkcije. Dakle,

f"(x) >0 za z€ (=5 00)

f"(x)<0 za z€ (—o0,—b),
pa je funkcija f konveksna na skupu (-5, 00), a konkavna na skupu (—oo, —5).

(b) Podrugje definicije funkcije f je skup R. Izra¢unamo prvu i drugu derivaciju funkcije

f) = s,
" - 2(1 B .1‘2)
F@ =y

Kako je nejednadzba f” (x) > 0 ekvivalentna s 1 — 22 > 0, vrijedi
f(x) >0 za ze(-1,1).
Kako je nejednadzba f” (z) < 0 ekvivalentna s 1 — 22 < 0, vrijedi
f"(x) <0 za x € {—o0,—1)U(1,00).

Dakle, funkcija f je konveksna na skupu (—1,1), a konkavna na skupu (—oo, —1) U
(1, 00). Takoder zaklju¢ujemo da su x; = —1 te x9 = 1 tocke infleksije zadane funkcije.
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