RIJESENI ZADACI: LINEARNA ALGEBRA

MATRICE
Definicija. Familiju A od m - n realnih (kompleksnih) brojeva a;;,i = 1,...,m, j =
1,...,n zapisanih u obliku pravokutne tablice
a1l a2 a1n
az1 a2 a2n
A= ,
Gml Am2 - amn

nazivamo realnom (kompleksnom) matricom tipa m x n.

Brojeve a;j,i=1,...,m, j = 1,...,n, nazivamo elementi matrice.

Za m = n matrica je kvadratna. Od svih kvadratnih matrica posebno su vazne jediniéna
matrica I i nul matrica 0:

1 0 0 0 0 0

01 0 0 0 0
I= , 0= .

00 1 0 0 0

Definicija. Neka su A = (a;5) i B = (b;;) matrice tipa m x n. Zbroj matrica A i B je
matrica C = (c¢;;) tipa m x n, s elementima c¢;; = a;; + byj.

ZADATAK 1. Zbrojite matrice

1 05 2 1 3
A=|(0 -2 0|, B=|0 2 3
3 40 0 01
Rjesenje.
1 0 5 2 1 3 142 041 5+3 3 18
A+B=|0 -2 0 |+ 0 23|=|0+0 -24+2 0+3|=(00 3
3 40 0 0 1 3+0 440 041 3 41

Definicija. Produkt matrice A = (a;;), tipa m x n, skalarom o € R definira se kao:

ailr ... A1n a-ayr ... Q- Alnp

aml N amn Q'a‘ml e a.amn



ZADATAK 2. Skalarima o = 3 i o = —4 pomnozite matricu

1 3 6
A= 5 —2 11
1 2 7
Rjesenje.
1 3 6] [ 3 9 18
3- 5 —2 11 = 15 -6 33 |,
|11 2 7] | 33 6 21
1 3 6] [ -4 —12 -24
—4 . 5 —2 11 = -20 8§ —44
|11 2 7] | —44 -8 28

Definicija. Produkt matrica A = (aj;), tipa m x n i B = (b;;), tipa n x p je matrica
n
A -B = C = (¢;;) tipa m X p, ¢iji se elementi racunaju po formuli ¢;; = Z ;i by;.
k=1
Napomena. Mnoziti mozemo samo matrice koje su ”ulancane”.

ZADATAK 3. IzraCunajte produkt matrica

1 dp co do
Rjesenje.
AB — a1 b | a2 by _ ai-as+by-co ay-ba+by-do
Cla d ca do cirag+di-ca cp-bytdy-dy |7

ZADATAK 4. Za matrice

izracunajte:

a) A+B,b) A—B,c) AB, d) BA.

RjesSenje.
a)
B 142 54171 [3 6
A+B = [—2+9 3+2}_[7 5}
b)

15 -2 -1 1-2 5-1 -1 4
A_B_[—Q 3]+[—9 —2}_[—2—9 3—2}_[—11 1]‘



ap_| 1 3][2 1]_[ 12459 1-145-2]_[47 11
|l -23][9 2] | -2-2+3-9 —2-1+3-2 ] [ 23 4]

>
Il
—
\)
—_
[ I
—
ot
| I
Il

2:-1+1--2 2.5+1-3| [0 13
9-142--2 9-54+2-3 | |5 51

ZADATAK 5. Za matrice

2 4 3 4 21
3 2 —4 4 5 7
izracunajte:
a) A+B,b) A—-B,c) AB, d) BA.
RjesSenje.
a)
2+4 442 3+1 6 6 4
A+B=| -2+9 5-3 143 | =7 2 4
3+4 245 —4+7 T T3
b)
[ 2 4 3 -4 -2 -1 2—4 4-2 3-1
A-B = -2 5 11+ -9 3 -3|(=]-2-9 543 1-3
| 3 2 4 -4 -5 =7 3—4 2—-5 —4-7
[ -2 2 2
= —11 8§ -2
| -1 -3 11
c)
[ 2 4 3 4 21
AB = -2 5 1 9 -3 3
3 2 —4 4 5 7

2.4+4-943.4 2.2+44-(=3)+3-5 2-14+4-3+3-7
= | —2-445-941-4 —2.245--3+4+1-5 —2-1+45-3+1-7
3-4+2-9-4-4 3.242-(-3)—4-5 3.14+2-3-4-7

56 7 35
= 41 -14 20
14 =20 -19



(4 21 2 4 3
BA = |9 -3 3||-25 1
4 5 7 32 —4
[4-242-(=2)+1-3 4-442-541-2 4-3+2-1+1-(—4)
= | 9-2-3-(-2)+3-3 9-4-3-5+3-2 9-3-3.143-(-4)
| 4245 (=2)+7-3 4-445-547-2 4-3+5-1+7-(—4)
[ 7 28 10
= |33 27 12
19 55 —11

Napomena. Iz prethodna dva zadatka mozemo uociti da mnozenje matrica opéenito
nije komutatitvno.

ZADATAK 6. Izracunajte sljede¢e produkte matrica
) 2 9 1
N [ QR

2
b)[6 5 7] 2],
3

4 2
5 1|,
4 2

41 571 2 -1
| -7 2 8|9 —4 4
12 —1][1 4 2

Rjesenje.
) 2 9 1
YVlr -4 o1

b) [6 5 7] -2

| 7-4—-4-5-1-4 7-2—-4-1-1-2 4 8

N =N

_[2-4+9.5+1-4 2-2+9-1+1-2}_[5? 15]

=[6-2+5-(-2)+7-3]=[23].

w )
[ NS TN

41 571 2 -1
| -72 8|9 -4 4

12 —1][1 4 2

4-141-9-5-1 4-2+41-(—4)—5-4 4-(=1)+1-4—5-2
= | —7-142-9+48-1 —7-242-(—4)+8-4 —7-(-1)+2-4+8-2

1-142:9-1-1 1-242-(=4)—1-4 1-(-1)42-4—1-2

8 —16 —10
=119 10 31
|18 -10 5



NEKE SPECIJALNE MATRICE

Neka je
ai; ai2 ... Qain
a1 a2 ... Q2p
A =
apl  an2 Gnn
kvadratna matrica n—tog reda.
- Za njene dijagonalne elemente a11, ase, ..., a,, kazemo da leze na glavnoj dijagonali,

a njihov zbroj oznacavamo s trA i zovemo trag matrice A.

Za kvadratnu matricu A = (a;;) n—tog reda kazemo da je dijagonalna, ako su joj svi
elementi izvan glavne dijagonale jednaki nuli.

Za kvadratnu matricu A = (a;;) n—tog reda kazemo da je gornje trokutasta, ako su
joj svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli.

- Za kvadratnu matricu A = (a;j) n—tog reda kazemo da je donje trokutasta, ako su
joj svi elementi iznad glavne dijagonale jednaki nuli.

Neka je A = (a;;) matrica tipa m x n. Pomocu nje definiramo n x m matricu AT = (a;fg),

tako da je ag; = aj;. Matricu AT nazivamo transponiranom matricom matrice A.
- Za kvadratnu matricu A = (a;;) n—tog reda kazemo da je simetri¢na ako je AT = A.

- Za kvadratnu matricu A = (a;;) n—tog reda kazemo da je antisimetri¢na ako je
AT = —A.

Antisimetri¢na matrica na glavnoj dijagonali ima nule.

ZADATAK 7. IzraCunajte trag sljede¢ih matrica:

-1 2 109 —1 _2?_§ ;

a) A= ,b)B=| 6 -4 7 |,c)C=
-6 15 s 5 1 35 9 -3
6 5 4 3

Rjesenje.
a) trA =—1+15= 14,
b) trB =10 — 4 + 14 = 20,
c) trC=-2+14+9+3=11.

ZADATAK 8. Provjerite jesu li sljedeée matrice simetri¢ne, antisimetri¢ne ili niti jedno od navedenog.

12 3 0 6 8 -2 3 -8
a)A=|24 5|, b)B=|-6 03]|,0C=| 6 1 2
3 5 10 -8 -3 0 59 -3



Rjesenje.

1 2 3
a) AT =2 4 5 | =A. Matrica A je simetri¢na.
| 3 5 10
[0 —6 —8 ]
b) Bl =| 6 0 -3 | =-B7T. Matrica B je antisimetri¢na.
'8 3 0|
AP :
c) CT = 3 1 9 |. Matrica C nije niti simetri¢na, niti antisimetri¢na.
-8 2 -3

REGULARNE MATRICE

Za kvadratnu matricu A kazemo da je regularna ili invertibilna, ako postoji kvadratna
matrica B takva da je
AB=BA =1 ()

U suprotnom za matricu A kazemo da je singularna.

Matrica B je (ukoliko postoji) jednoznaéno odredena zahtjevom (*). Oznacavamo je s A~! i
nazivamo inverznom matricom matrice A.

Prema tome, imamo
AAT'=ATTA=1

Gaussova metoda za invertiranje matrice

Jednostavna metoda za ispitivanje je li neka matrica regularna, te za odredivanje inverza
takve matrice je Gaussova metoda koja koristi samo elementarne operacije nad redcima ma-
trice.

Pod Gaussovim elementarnim operacijama nad redcima matrice podrazumijevamo:

1. permutiranje redaka,

2. mnozenje redka skalarom razli¢itim od nule,

3. dodavanje redku nekog drugog redka prethodno pomnozenog proizvoljnim skalarom.
Napomena. Na potpuno isti na¢in definiraju se elementarne operacije nad stupcima matrice

i elementarne operacije nad jednadzbama sustava linearnih algebarskih jednadzbi.

Inverz matrice A, tipa n X n, trazimo na sljedeéi naéin:

Matricu A prosirimo jediniénom matricom istog tipa. Dobivamo matricu [A,I]. Zatim, pro-
vodimo elementarne operacije nad redcima te nove, proSirene matrice, tako da matricu A
pretvaramo u jediniénu matricu, a matrica I nakon konaéno mnogo koraka postaje A1



ZADATAK 9. Gaussovom metodom nadite inverz sljedeé¢ih matrica:

aas[3 3me-[3 A)ac- ]33]

1 23 3.0 2
D=2 -3 0|, eE=|-11 2
5 2 4 01 6

Rjesenje.

a) Elementarnim operacijama nad redcima dobivamo:

L e E PR B E e Y E
[0 1]1/7 —2/7}N{0 1| 1/7 —2/7]N[1 0[3/14 1/14
2 0/3/7 17 1 0|3/14 1/14 0 1| 1/7 —2/7

Dakle,A—1:[3/14 1/14] 1[3 1]'

17 =27 | 14| 2 —4
b)
2 —1]1 0 1 —1/2|1/2 0 1 —1/2| 1/2 0
[B’I]_[5 40 1]”[5 4 01]”[0 13/2 | —5/2 1]
1 -1/2] 1/2 0 1 0] 4/13 1/13
[0 1| —5/13 2/13]”[0 1| -5/13 2/13}

_ 413 1137 1 [ 4 1
1 _ —
Dakle, B = [ —5/13 2/13 ] T 13 [ - } '

2 3|1 0 2 3] 10
[C’I]_[4 60 1]”[0 0| -2 1]'

Elementarnim operacijama nad redcima matrice [C, I] nije moguée dobiti jedini¢nu
matricu na mjestu matrice C. Prema tome, matrica C je singularna.



1 23100 1 2 3] 100
D, = |2 -3 0[{010|~|0 -7 —6[-210
|5 2 4|0 0 1 0 -8 —11|-5 0 1
1 2 3] 1 00 1 2 3| 1 00
~ |0 7 6| 2 -1 0|~|0 7 6|/ 2 —10
|0 -8 —11|-5 0 1 0 -1 -5{-3 -1 1
1 0 -7 -5 -2 2 1 0 -7 -5 =2 2
~ |0 0 —29/-19 -8 7|~ |0 0 1[19/29 8/29 —7/29
|0 -1 -5 =3 -1 1 0 -1 —5 -3 -1 1
1 0 0]-12/29 —-2/29 9/29 1 0 0|-12/29 -2/29 9/29
~ |0 0 1] 19/29 8/29 —7/29 |~ |0 0 1| 19/29 8/29 —7/29
|0 -1 0 8/29 11/29 —6/29 01 0] —8/29 —11/29 6/29
(1 0 0]—-12/29 —2/29 9/29
~ |0 1 0| —8/29 —11/29 6/29
| 0 0 1| 19/29 8/29 —17/29
-12/29  —2/29  9/29 L1229
Dakle, D~' = | —-8/29 -11/29  6/29 = 59 -8 —11 6
19/29 8/29 —7/29 19 8 -7
[ 3 0 2|1 00 30 2[/10 o0 00 —10|1 3 -3
EI = | -112/010|~|-10 —-4/01 ~-1|~|-10 —-4/0 1 -1
| 1 6/0 0 1 01 6/00 1 0 1 60 0
[0 0 1]|-1/10 —3/10 3/10 0 0 1]-1/10 —3/10 3/10
~ | -1 0 —4 0 1 —-1|~]-10 0]-4/10 —2/10 2/10
. 01 6 0 0 1 0 1 0| 6/10 18/10 —8/10
[0 0 1]-1/10 —3/10 3/10 1 0 0| 4/10 2/10 —2/10
~ |10 0| 4/10 2/10 -2/10 |~ |0 1 0| 6/10 18/10 —8/10
|0 1 0| 6/10 18/10 —8/10 0 0 1|-1/10 —3/10 3/10
4/10  2/10 —2/10 ) 4 2 =2
Dakle, E7' | 6/10 18/10 -8/10 | =—| 6 18 -8
-1/10 —=3/10  3/10 -1 -3 3

1



SUSTAV LINEARNIH ALGEBARSKIH JEDNAZBI

ZADATAK 10. Sljedeée sustave linearnih algebarskih jednadzbi prikazite graficki, te iz slike odredite
rjeSenja i objasnite njihov geometrijski smisao:

a) r1 + 4dxy = 2 ) Ty + 3x9 = 2
21 + w9 = -3’ 2r1 + 6xy = 3°
Rjesenje.

X2
3,
2,
1,

‘ ~ x1

-3 -2 1 2

Slika 1: RjeSenje sustava a)

Geometrijski smisao rjeSenja ovog sustava prikazan je na Slici 1. RjeSenje je sjeciste
pravaca zadanih jednadzbama sustava i lako, sa slike, mozemo is¢itati da je to

(371, 1‘2) = (—2, 1).



X2

x1

Slika 2: Rjesenje sustava b)

Geometrijski smisao rjeSenja ovog sustava prikazan je na Slici 2. Vidimo da
se pravci koji odgovaraju jednadzbama sustava ne sijeku. Dakle, sustav nema
rjesenje, jer nema takvih parova (z1,x2) koji bi istovremeno zadovoljavali obje
jednadzbe sustava.

Opdi oblik sustava od m linearnih algebarskih jednadzbis n nepoznanica, pri ¢emu z1, o, .. ., Tn
oznacavaju nepoznanice, glasi:

aizr + apz: + ... + awr, = b
asiry +  agrs + ... + agr, = by
(1)
miTl + amore + ... + GmnTn = by
- Realne brojeve a;; (i = 1,...,m;j = 1,...,n) nazivamo koeficijentima sustava, a
realne brojeve b;, i = 1,...,m, slobodnim koeficijentima sustava.

- Za sustav (1) kazemo da je homogen ako su svi slobodni koeficijenti jednaki nuli. U
suprotnom, ako je barem jedan od slobodnih koeficijenata razli¢it od nule, za sustav
(1) kazemo da je nehomogen.

- Za uredenu n—torku (zf,...,z),) brojeva kazemo da je rjeSenje sustava (1), ako je
/ / / _ b
a11%q + a12%9 + ... 4+ Aind,, = 1
ag1®] 4+ aprh + ... 4+ agr, = b
/ / / _
am1T, + amaTy + ... 4+ agmnx, = by

- Sustav je rjesiv ili konzistentan ako ima barem jedno rjeSenje. U suprotnom za sustav
kazemo da je nerjeSiv ili nekonzistentan.

10



- Rijesiti sustav, tj. naéi opcée rjeSenje, znaci pronaci sva njegova rjesenja.

- Za dva sustava tipa (1) kazemo da su ekvivalentni ako je svako rjesenje jednog ujedno
i rjeSenje drugog sustava i obratno.

Matri¢ni zapis sustava

Sustavu (1) pridruzit éemo matricu sustava A, stupac slobodnih koeficijenata b i
vektor nepoznanica z:

all aiy ... A1n bl I

asy agzy ... agn b2 T2
A= b= Lz =

aml AaAm2 - Omn bm Tn

Tada sustav (1) mozemo krace zapisati u matri¢cnom obliku:

Az =bh.
Blok matricu
all alg ... QA1p bl
asy asy ... aon b2
[A’ b] =
Am1 Am2 ** Gmn | bm

zovemo prosirenom matricom sustava (1).

(GAUSSOVA METODA ELIMINACIJE ZA RJESAVANJE SUSTAVA LINEARNIH ALGEBARSKIH JEDNAZBI

Sastoji se u tome da se polazni sustav elementarnim operacijama nad jednadzbama svede
na ekvivalentni sustav u gornje trokutastom obliku koji se rjesava unazad (odozdo prema
gore).

ZADATAK 11. Gaussovom metodom eliminacije rijesite sljedeée sustave:

r1 + 4dxe + 3x3 = 2 201 + 6z — 4dz3 = 2
a) 2r1 + 32 + x3 = 3,b) 11 + 229 — 313 = 1.
201 + Txo 4+ 33 = 2 Tx1 + 2x9 + x3 = 3
RjesSenje
4 312 [ 1 4 3 2 1 4 3 2 1 4 3|2
a) 3 1|3 |~[2 3 1 3| ~l0 -5 -5|-1]|~|05 5|1
7 312 0 -1 -3|-2 0 -1 -3|-2 01 3|2

9
Rijesavamo unazad. Iz zadnjeg redka vidimo da je x3 = 10"

11



9 -7 7
Iz drugog redka vidimo da je bag =1 —5- 0= 3" Dakle, z9 = BT
4.7 3-9 21
I liedi 3 =94 27 _3-9 21
z prvog redka slijedi z1 + 10 10 . 107 ;
Dakle, dobili smo rjesenje: (z1,x2,x3) = < )

10’ 10’ 10
2 6 —4|2 2 6 —4 2 2 6 —4 2 2 6 —4 2
b) 1 2 3|1 |~]1 2 -3 1| ~]0 -1 -1 Of~]0 —1 -1 0
72 1|3 0 —-12 22| -4 0 —-12 22| -4 0 0 34|-4
-4 =2
Rijesavamo unazad. Iz zadnjeg redka vidimo da je x3 = YT
2
Iz drugog redka vidimo da je xo = —x3 = T
co 1 12 8 1 14 7
Iz prvog redka slijedi x1 = 5( T 17)7 —25 . 1—5 =17
Dakle, dobili smo rjesenje: (x1,x2,23) = (1—7, 7 1—7>

12



DETERMINANTE

Determinanta A +— detA je funkcija definirana na skupu svih kvadratnih matrica, a po-
prima vrijednosti iz skupa skalara. Osim oznake detA za determinantu kvadratne matrice

ailr a2 ... Qinp
asy Gz ... Qa2p
A_ p—
anl Aanp2 - dpn
Cesto se Kkoristi i oznaka
ailp] aiz ... Qin
a1 agy ... Qa9n
detA =
anl1 Aanp2 - Apn

Determinanta matrice definira se induktivno, tj. determinanta matrice n—tog reda definira
se pomocu determinante matrice (n — 1)—og reda. Podimo redom.

Definicija 1. (Determinanta prvog reda) Determinanta matrice A = [a] je broj a.

Definicija 2. (Determinanta drugog reda) Determinantom matrice A = [ ZH 212
21 a22

zovemo broj A = ajjags — a12a901.

ail aiz ai3
Definicija 3. (Determinanta treéeg reda) Determinanta matrice A = | as; a2 ao3
aszr as2 ass

a12 Q13
a2 Q23

aiz2 a3
azz2 ass

22 Q23
azz2 ass

je broj A = ag; + a3

Definicija 4. (Determinanta n—tog reda) Determinanta matrice

ai; a2 ... Qin

asr a2 ... Q9n
A =

Gpl QAp2 - Gpp

je broj
n

detA = ay1detAq; — agidetAsy + ... + (—1)"+1an1detAn1 = Z(—l)k+1ak1detAk1
k=1

gdje Ag; oznacava matricu A bez k-tog retka i i—tog stupca. SVOJSTVA DETERMINANTE

D.1 Matrica A i transponirana matrica A’ imaju jednake determinante, tj.

detA = detA”T.

13



D.2 Ako je A = (a;;) trokutasta matrica n—tog reda, onda je

detA = aq1a9s ... anp-

D.3 Ako dva stupca determinante zamjene mjesta, determinanta mijenja predznak.
D.4 Ako matrica A ima dva jednaka stupca, onda je detA = 0.

D.5 Determinanta je linearna u svakom svom stupcu, tj. ako je i—ti stupac a; matrice A
oblika a; = Ab + uc, gdje su b, ¢ stupci, a A, u skalari, onda je

detA = det[ay,...,a;—1,Ab+ pc,a;41,...,a,)

= JAdet[ay,...,b,a;11,...,a,] + pdetlag, ... a;-1,C @41, ..., a].

D.6 Ako su svi elementi nekog stupca matrice A jednaki nula, onda je

detA = 0.

D.7 Determinanta se mnozi skalarom tako da se samo jedan stupac pomnozi tim skalarom,
tj. zajednicki faktor svih elemenata nekog stupca moze se izluciti ispred determinante.

D.8 Determinanta ne mijenja vrijednost ako nekom stupcu determinante dodamo linearnu
kombinaciju preostalih stupaca.

D.9 Ako je neki stupac determinante linearna kombinacija preostalih stupaca te determi-
nante, onda je determinanta jednaka nuli.

D.10 Matrica A je regularna onda i samo onda ako je detA # 0.
Napomena. Pravila D.3 — D.9 vrijede i za redke determinante matrice A.

Teorem (Binet-Cauchyjev teorem) Ako su A i B kvadratne matrice istog reda, onda je

det(AB) = detAdetB.

Teorem (Laplaceov razvoj determinante)
n
o po i—tom stupcu: detA = Z(—l)k“akidetAki,
k=1

n
o po i—tom retku: detA = Z(—l)k”aikdetAik.
k=1

ZADATAK 12. Izracunajte sljede¢e determinante matrica prvog i drugog reda:

a)A=[4],b)B:[_3LC)C:[2 _1}7



po-[2 ]m[ 2]

Rjesenje.
a) detA = 4.
b) detB = —3.

c) detC=2-4—(-1)-5=8+5=13.

d) detD=9-(—-6) —4-10 = —36 — 40 = —76.
)

e) detE=—-5.-7T—3-4=-35—12= —4T7.

ZADATAK 13. Izracunajte sljede¢e determinante matrica tre¢eg reda:

1 2 3 6 6 8 -2 -1 -8
a) A=[104 5(,b)B=|2 2 3 |,c)C= 6 3 2],
| 0 0 10 5 5 0 4 2 -3 ]
1 2 3 5 1 2 4 —1 -87
d) D=3 4 5|,e) E=|-2 2 1|,H)F=|3 5 8
| 2 5 7 5 7 =3 3 0 -1 |
Rjesenje.
a)
1 2 3
detA=]0 4 5 D_'2 1-4-10 = 40.
0 0 10|
b)
6 6 8
D4
detB=12 2 3| 0
55 0]
c)
-2 -1 -8 -1 -1 -8
detC = 6 3 2 D_'7 2. 3 3 2 D_'4 0.
4 2 =3 | 2 2 =3\
d)
1 2 3
detD = |3 4 5 :1'§?‘_2‘2?‘+3‘2§’
2 5 7
= 1-(28—=25)—2-(21-10)+3-(15—8)=3—-22+21 =2.

15



5 1 2

2 1 —2 1 —2 2
detE = | -2 2 1 :5-‘ ‘—1" ’+2.’ ’
e 7 -3 5 —3 5 7
— 5. (=6-T7)—1-(6—5)+2-(—14—10) = —65 — 1 — 48 = —114.
f)
4 -1 -8
e A I e R
3 0 —1

= 4-(-5—-0)+1-(—-3—-24)—8-(0—15) = —20—27+ 120 = 73.
ZADATAK 14. Izra¢unajte
a) det(AB), b) det(CD), ¢) det(EF),

pri cemu su A, B, C, D, E i F, matrice iz prethodnog zadatka.
Rjesenje.

Koristiti ¢emo Binet-Cauchyjev teorem.
a) det(AB) = detA - detB =40-0 = 0.
b) det(CD) = detC -detD =0-2 = 0.
c) det(EF) = detE - detF = —114 - 73 = —8322.

CRAMEROVO PRAVILO

Cramerovo pravilo sluzi za rjeSavanje tzv. kvadratnih sustava tj. sustava kod kojih je broj
jednadzbi jednak broju nepoznanica. Neka je zadan sustav od n jednadzbi s n nepoznanica:

ajnry + appre + ... 4+ apxn, = b
a1, + a22x9 4+ ... + aogny — b2

. . (2)
an1x1 + apory + ... + apntn = bp

Zapisimo ga u vektorskom obliku:

r1a] + x0a9 + ...+ xpa, = b,

gdje su ay, ..., a, stupci matrice sustava A, a b vektor slobodnih koeficijenata.
Neka je
a1l a2 ... Qinp
a1 A2 ... QA2n
D = detA =
Gpl an2 - Opn

determinanta matrice sustava (2).
Nadalje, neka je
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ailr ... al(i_l) bl al(i+1) e Q1n
asl ... az(i_l) bg az(i+1) ... Q9n

anl ... an(i_l) bn an(i+1) coo Qpn

determinanta koja se dobiva iz determinante D zamjenom i—tog stupca stupcem slobodnih
koeficijenata.

1. Ako je D = 0, da bi sustav (2) bio rjesiv, mora vrijediti
Di=Dy=...=D,=0.

U tom slucaju, sustav (2) ima beskona¢no mnogo rjesenja.
U suprotnom, sustav (2) nema rjesenje.

2. Sustav (2) ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako je D # 0.
U tom je slucaju rjeSenje dano s x; = %, 1=1,...,n.

ZADATAK 15. Primjenom Cramerovog pravila diskutirajte rjeSenja sljedeé¢ih sustava jednadzbi u ovi-
snosti o parametru A € R

(a)

T1— Arg = 2
—Ar1+4rs = 4’

Ax1+2x9 = A
(b) 21’1 + )\3:2 = 2
Rjesenje.

(a) Dobivamo da je

L1 A )

D = _\ 4’—4—)\.
2 =

D, = 4 4'—8+4)\
1 2

Dy, = N 4'—44-2)\

Sada mozemo zakljuciti da za A € R\ {—2,2} sustav ima jedinstveno rjesenje, za
A = —2 sustav ima beskonaé¢no rjeSenja, a za A = 2 sustav nema rjeSenja.

(b) Dobivamo da je

_ A2 2
D = 9\ =\ 4
A 2 e
Dy = 9 =)\ -4
A A
-D2 - 2 9 _07
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te mozemo zakljuciti da za A € R\ {—2,2} sustav ima jedinstveno rjesenje, a za
A € {—2,2} sustav ima beskonac¢no rjesenja.

ZADATAK 16. Cramerovim pravilom rijesite sljedece sustave:

r1 + 4x9s + 323 = 2 2c1 + 6z — 4dx3 = 2
a) 2r1 + 3wx2 + x3 = 3,b) x1 + 29 — 3x3 = 1.
201 + Txo 4+ 3z3 = 2 Tv1 + 2z 4+ a3 = 3
Rjesenje.
a)
1 4 3
3 1 2 1 2 3
D = (231 :1~‘ ‘—4~‘ '+3-’ ‘
9 7 3 7 3 2 3 2 7
= 1-9-7)—-4-(6—-2)+3-(14—-6)=2—16 + 24 = 10.
2 4 3
3 1 3 1 3 3
Dy = |3 3 1|=2- —4- +3-
9 7 3 7 3 2 3 2 7
= 2-9-7)—-4-9-2)+3-(21-6)=4—-28+45=21
1 2 3
3 1 2 1 2 3
Dy, = |2 3 1|=1-: -2 +3-
9 9 3 2 3 2 3 2 2
= 1-9-2)-2-(6-2)+3-4—-6)=7—-8—-6=—T.
1 4 2
3 3 2 3 2 3
Dy = |2 3 3 :1~‘ ‘—4-‘ '+2-’ ‘
9 7 9 7 2 2 2 2 7
= 1-(6—-21)—4-(4—-6)+2-(14—-6)=—-15+8+16=09.
. D; . . D
Kako je z; = ﬁ,z =1, 2,3 dobivamo rjesenje:
( )_(21 -7 9)
€1,X2,T3) = 107 10>10 .
b)
2 6 —4
2 -3 1 -3 1 2
D =|12 -3|=2- —6- —4-
7 9 1 2 1 7 1 7T 2
= 2-(246)—6-(14+21)—4-(2—14) =16 — 132 + 48 = —68.
2 6 —4
2 -3 1 -3 1 2
Dy = 1 2 -3 |=2- —6- —4-
3 9 1 2 1 3 1 3 2
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1 -3 11
IR

2 6 2
2 1 11 12
Dy = |1 1:2.’23'—6.’73‘+2.'72‘
7 2 3
= 2.(6-2)—6-(3-T)+2-(2—14) =8+24—24 =38

Kako je z; = —,¢ = 1,2, 3 dobivamo rjesenje:

SIS

Napomena. Primjetite da smo iste sustave rjeSavali u Zadatku 11, pomoc¢u Gaussove me-
tode. Kao §to je bilo i za o¢ekivati, rjeSenja sustava su jednaka, koju god metodu za rjesavanje
koristili.
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