RIJESENI ZADACI: REALNI BROJEVI I REALNE FUNKCIJE JEDNE
REALNE VARIJABLE

INFIMUM I SUPREMUM SKUPA

ZADATAK 1. Neka je S = (—2,—1) U [1,7] U {10}. Odrediti: (a) infS, (b) supS.
RjesSenje. (a) inf S = —2, (b) sup S = 10.

ZADATAK 2. Neka je S = {n+r1 :n € N}, Odrediti: (a) infS,  (b) supS, (c¢) Ima li skup S

minimalni element?,  (d) Ima li skup S maksimalni element?

Rjesenje. Uocimo da je brojnik uvijek 1, a nazivnici rastu, zato je kvocijent sve manji.
(a) inf S = 0, (b) sup S = 3, (c) Kako inf S = 0 ¢S skup S nema minimalni element,
(d) Kako je sup S = % €5, toje maxS = %

ZADATAK 3. Zadan je skup

52{7::—12 :nEN}.

Ispitati je li skup S omeden te ako je odrediti inf .S i sup S.

Rjesenje. Pogledajmo prvih nekoliko ¢lanova (n = 1,2,3,4): 9/2 = 4.5;16/3 =
5.33333;23/4 = 5.75;6;37/6 = 6.16667. Uoc¢imo da elementi rastu i da su svi veéi od
9/2.
Nadalje

T+2 _Tn47-1-T+2 _Tn+1)=5 __ 5

n+1 n+1 n+1 n+1
Za svaki n € N vrijedi

m+ 2

<
B 1

N ©

<7,
n

l\?lw +

znac¢i S je omeden i % € S stoga je inf S =

7n"—:'12 sve blizi broju 7 stoga je sup S = 7.

Iz gornjih nejednakosti vidimo da je izraz

APSOLUTNA VRIJEDNOST

Za svaki realan broj x € R definira se apsolutna vrijednost formulom:

| = z, >0
|l -z, z<0.

Iz definicije apsolutne vrijednosti vidi se da je | — 2| = |z| i < |z|. Nadalje, uoc¢imo
da je |z| = V22, Pomoc¢u jednakosti x| = Va2, z € R, lako je provjeriti sljedeca svojstva
apsolutne vrijednosti:

1) |zy| = |z 2 ‘&‘:m

) |lzyl = [yl 15 =

3) |z +y| <z + |yl 4) |z —y| < |z + |y

) | <as —a<z<a,a>0 6) ||lz] — |y|| < |z —yl|.




ZADATAK 1. Izracunajte

|v/5 — 5| + [v/20 — 6
13— V5] — 2+ V5]

Rjesenje. Koristedi definiciju apsolutne vrijednosti imamo:

W5 —5]+]v20—6] —v5+5—-v204+6 —v5+5-2V54+6  11-3V5

B-vEl-2+V5  3-VE-2-V5  3-v5-2-5

Racionalizacijom dobivenog izraza imamo:

11-3v5 1425  —19+19V5

1 -25

: - 1— /5.
1-2v5 1+2V5 —19
ZADATAK 2. Rijesite jednadzbu |z — 2| + 6x = 0.
Rjesenje.
Promatramo dva slucaja:
r—2 < 0 r—2 > 0
r < 2 r > 2
tada imamo: tada imamo:
L = < —00,2) I, = [2,+OO >
—x+2+6x = 0 r—2+6x = 0
Sbr = —2 Tx = 2
2 2
= ——e€l = -4l
X 5 1 X 7 ¢ 2
RjeSenje jednadzbe je z = —
ZADATAK 3. Rijesite jednadzbu 6 — [3z + 2| = 2|z — 2|.
Rjesenje.
Promatramo tri slucaja:
z€(—00,—3) =1 ve[-2,2) =1, x € [2,00)
6+3r+2 = —2r+4 6—-3x—2 = —2x+4 6—3x—2
Sor = —4 —2r = —bx
r = —% el z = 0l T
Konacno rjesenje 1 = —%, z9 = 0.
ZADATAK 4. Rijesite nejednadzbu |2z — 3| —2 < 0.
Rjesenje.
Promatramo dva slucaja:
2r—3 < 0 2c—3 > 0
r < % r > %
tada imamo: tada imamo:
—2r4+3-2 < 0 20 —-3-2 < 0
—2r < -1 2 < b5
x > % r < %
s e (1Y) v e 33
=z €33 U5 3] =[53]

2¢—4
-8
8d Iy



ZADATAK 5.

ZADATAK 6.

Rijesite nejednadzbu |2z — 1| + |z + 1| > = + 3.

Rjesenje.

Promatramo tri slucaja:

r €< —00, -1 >=1; rve[-1,3) =1 x € [3,00) =1 I3

—2r4+1—-a2—-1 > 43 —2z+1424+1 > z+3 2c —14+2z+1 > z+3
o< -3 z < —3 z > 3

<—00,—2>N[ =< —00,-1> < -00,—3>NhL=[-1,-3> <3 +00>Nl3=<3,+00>.

Rjesenje zadatka je unija rjeSenja dobivena u gornja tri slucaja
T €< —00,—1>U[-1, -1 >U< 3 400 >=< —00,—3 > U< 3 400 >.

Zapisati funkciju f(x) = 2|z — 1| + |z + 1| bez znaka apsolutne vrijednosti i skicirati
njezin graf.

Rjesenje. ,,Kljucne tocke” su 1 (o njoj ovisi predznak prvog izraza od koga se uzima
apsolutna vrijednost) i —1 (o njoj ovisi predznak drugog izraza od kojega se uzima
apsolutna vrijednost). Zato je

—3z+1, akojex < -1
flz)=¢ —x+3, akoje—-1l<az<1
3z —1, ako je x > 1.

Valjanost gornjeg zapisa ¢emo provjerit ¢emo samo u slucaju —1 < x < 1. Tada je
|t —1|=—(x—1)i|z+ 1] =z + 1 paje tada

fl@)y=2lz—-1+z+1=-2-1)+(z+1)=—-2z+3.

8

6

Slika 2: Graf funkcije f(x)

KVADRATNA FUNKCIJA

Polinom drugog stupnja p(z) = az? + bx + ¢, a # 0 nazivamo kvadratna funkcija. Njezin
graf je parabola s tjemenom u tocki

b b2 — dac

T= (-, -2 7
(2a7 4a )

Nultocke kvadratne funkcije su

—b+ Vb2 — dac
2a '

T19 =




ZADATAK 1. Odredite realne nultocke i tjeme parabole te skicirajte funkciju ako je

(a) f(x) =22 —4x — 5,
(b) g(x) = 222 — 4 + 8.

Rjesenje. a) Nultocke i tjeme parabole racunamo prema gore navedenim formulama:

A+ V82145 46

Ti9 = 5 ;- =243, = n=2+3=5 w=2-3=-1
b b —4dac —4 42445
( 5’ o) ( 5 1) (2,-9)

Sada mozemo nacrtati funkciju (uoéite da je koeficijent uz 22 pozitivan).

10 +

Graf funkcije f(z)

b) Prvo ra¢unamo nultocke i tjeme parabole:

44+/42—4.2. 4+ /-4 4+ 4/—
= 8: 8: 3:1:1:\/—3

5 . . (=1+3i),

1,2

znaci funkcija nema realnih nultocki. Tjeme parabole je

b b?— dac —4  42-4.2.8
T (2 _ — (— _ = (1,6).
() =535 )= (16

Napomenimo da funkcija nema realnih nultocki $to znaci da graf funkcije ne sije¢e x-os.
Nadalje, koeficijent uz 22 je pozitivan $to znaci da je g(x) > 0 za svaki € R. Sada
mozemo nacrtati kvadratnu funkciju

8
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Graf funkcije g(x)



ZADATAK 2. Odredite nultocke funkcije i skicirajte funkciju te koriste¢i skicu odredite pad i rast
funkcije ako je funkcija zadana formulom f(x) = 22 — 2z + 1.
Rjesenje. Uocimo da je f(x) = (x — 1)2, iz ¢ega slijedi da je jedina nultocka funkcije
jednaka 11 f(x) > 0 za svaki x € R, §to znaci da graf funkcije dodiruje x-s u jednoj
tocki koja je ujedno i tjeme parabole. Odmah mozemo nacrtati funkciju.

Graf funkcije f(x)

Koristedi sliku mozemo zakljuciti da je funkcija strogo monotono padajuéa na < —oo, 1],
dok je funkcija strogo monotono rastuca na [1, 400 >.

DOMENA FUNKCIJE, KOMPOZICIJA FUNKCIJA, INVERTIRANJE FUNKCIJE, PARNOST
FUNKCIJE

Domene nekih funkcija:
f@)=va  Dy=[0,00)
fx)=— Dy=R\{0}

f(z)=log,x, a>0, a#1 Dy = (0,00)

ZADATAK 1. Nadopunite sliku tako da se dobije funkcija f: D — K.




Rjesenje. Kako bi dano preslikavanje bilo funkcija svakom elementu domene mora biti
pridruzen tocno jedan element kodomene. Prema tome, potrebno je elementu D koji se
nalazi u domeni pridruziti bilo koji element kodomene. Jedno od rjesenja prikazano je
na sljedecoj slici:

gdje smo elementu D iz domene pridruzili element kodomene 2.

ZADATAK 2. Nadopunite sliku tako da se dobije bijekcija f: D — K.

Rjesenje. Kako bi dano preslikavanje bilo bijekcija, ono mora biti injektivno i su-
rjektivno Sto znaci da razli¢ite elemente domene moramo preslikati u razlicite elemente
kodomene i dodatno da svaki ¢lan kodomene mora biti slika barem jednog (u slucaju
bijektivnosti totno jednog) elementa domene. Kako su elementi kodomene 1, 2, 311 5
redom slike elemenata c, a, d i e, elementu domene b moramo pridruziti element kodo-
mene 4 kako bi ispunili uvjet zadatka. RjeSenje je prikazano na sljedecoj slici:




ZADATAK 3. Odredite domenu funkcije zadane formulom:

@) £@) = /EE — 2+ o5,
(b) f@) = — > + Va1,

- 2+sinx
(c) f(x) = logy(222 + 3z — 2),

(d) f(z)= \/%—1+Iog2x+1.

Rjesenje.

(a) Uocimo da 4z —3 # 0 $to ée biti zadovoljeno za x # %. Jednako tako mora z—3 # 0
§to je zadovoljeno za x # 3.

Nadalje, mora vrijediti Zif;’ — 2 > 0, $to ¢emo u nastavku raspisati
Tr+1

-2>0
4xr — 3 -
Tr+1—8x+6 >0

4xr — 3 -

7T—x

>0
dr —3 —

Sada imamo dva slucaja:

7T—x > 0 T—r < 0
4r—3 > 0 dr—3 < 0
dr > 3 dr < 3
z <7 r = 7
3 < 3
3
r € <Z77] @

3
Mozemo zakljuciti da je % —2>0zazxe€ <Z’ 7]. Ako tome dodamo uvjete s pocetka
3
dobit ¢emo konacno rjeSenje Dy = <Z’ 7N\{3}.

(b) U ovom slucaju trebaju biti ispunjena dva uvjeta: izraz u nazivniku prvog ¢lana ne
smije biti jednak nula i dodatno izraz pod korijenom treba biti nenegativan, odnosno

2+sinx #0 & z+3>0.

Prvi uvjet ispunjen je za svaki realni broj (buduéi funkcija sinz poprima vrijednosti
izmedu -1 i 1), a nejednadzba je istinita za svaki > —3. Domena zadane funkcije je
skup Dy = [—3, 00).

(c) Logaritmirati mozemo samo pozitivne brojeve, te zbog toga mora vrijediti:
2% + 3z — 2 > 0.
Ako faktoriziramo kvadratni izraz dobivamo:

2z —1)(z+2) >0,



odakle jednostavno zaklju¢imo da je domena funkcije skup Dy = (—o0, —2) U (1/2, 00).

(d) U ovom slu¢aju moramo zadovoljiti sljedeca dva uvjeta:

1
-——1>0 & 2z > 0.
x

Drugi uvjet ispunjen je za sve pozitivne realne brojeve, a prvi za z € (0,1]. Domena
funkcije je presjek ova dva skupa, odnosno Dy = (0, 1].

ZADATAK 4. Odredite kompozicije fogi go f:

(a) f(x)=22+1, g(x)=22-1,
(b) f(x)=22+92, g(z)=Vr+9,
(c) f(z)=5"42, g(x)=logs(z?® —4).

Rjesenje.
(a) Buduéi da je (f o g)(z) = f(g(x)) imamo:

(fog)(a) = flg(x)) = f(a® —1) =2(a® - 1)+ 1 =227 — L.
Analogno,
(go @) =g(f(x) =92z +1) = 2z +1)? — 1 = 42® + 4z.

Primijetimo da komponiranje nije komutativno.

(b) (fog)(x) = flg(x) =f(Vz+9)= (Ve +9?+9Vr +9=2+9+9Vz +9.
(go f)z) = g(f(z)) = g(z? +92) = Va2 + 92 + 9.

(c) (fog)(x) = flg(x)) = f(logs(a® — 4)) = 58D L2 =42 2,

(g0 f)(x) = g(f(x)) = g(5" +2) = logs((5” +2)* — 4) = logs[5" (5" + 4)]
=z + logs (5" + 4).



Neka je f : D — K realna funkcija realne varijable. Pomocu sljedeceg postupka u vecini
slucéajeva mozemo ispitati da li je funkcija f bijekcija:

Iz jednadzbe f(f~1(z)) = 2,7 € K, ra¢unamo f~!(x).

(1) Ako rjesenje ne postoji, onda f nije surjekcija.

(2) Ako rjesenje nije jedinstveno, onda f nije injekcija.

(3) Ako rjesenje postoji i jedinstveno je, onda je f bijekcija i f~! je inverz funkcije f.

ZADATAK 5. Odredite inverznu funkciju f~!(z):

(a) f(z) =5z =3,

) f@)= {7,

(@ flo) = 2L

(@) f(@) =log, =7,

(e) f(x)=a*+32x+2.

Rjesenje.

(a) Inverznu funkciju funkcije f pronalazimo kao rjesenje jednadzbe f(f~!(x)) = z.
Imamo:

f(f_l(x)) =r=x= 5f_1(x) —3, Vxelmf,
T +3

odnosno f~1(z) = F

(b) Kao i u prethodnom zadatku, rjesavamo jednadzbu f(f~!(x)) = x:

_ a2/ (=) =5

7zt +5
Potenciranjem jednadzbe i sredivanjem dobivamo f _1(1') = i
3xt + 2
(¢) U ovom sluc¢aju imamo
3.2071@) 41

Nakon sredivanja izraza imamo:

of M) _ 0T H1
x—3"

ox + 1

x—3

te je inverzna funkcija zadana s f~*(z) = log,



(d) Trebamo rijesiti jednadzbu:

_ -1
a;zlo&%, Vr € Im f.

Kako je x = log, 4%, izjednacavanjem izraza pod logaritmom dobivamo:

4% — 2— f_l(w)
IACEE
92— 4x+1
Inverzna funkcija je f~1(z) = Erl

(e) Trebamo rijesiti jednadzbu:

x = (f_l(ac))2—|—3-f_1(x) +2, Vrxelmf.

Dobiveni izraz s desne strane mozemo nodopuniti do punog kvadrata, tada imamo

2
§> —%, Vo € Im f.

T = (f_l(l‘) +3

Sredivanjem izraza dobit ¢emo

dr +1 _ (f_l(x)+ §>2,

4

stoga gornja jednadzba ima dva rjesenja:

file) = 2R ¢ f'w

te zaklju¢ujemo da funkcija f nije injektivna.

34T
= =T,

ZADATAK 6. Ispitajte parnost funkcije:

(a) f(x) =22* — 2% +13,

3 — 2z
(b) fw) =2,
_ sinz 3
(©) ) = 2~
Rjesenje.

(a) f(—2) = 2(—2)* — (=2)? + 13 = 22* — 22 + 13 = f(x). Funkcija je parna.

—x)3 -z —x3 4 2z % — 2 o
(b) f(—=) = ( c)os(—sc() ) = eoss - emar = —f(z). Funkcija je neparna.
sin(—x —sinz sin x . -
(c) f(—x) = (2 (_ 3()_$) —(—z) = m—l—x?’ =5 _ag +23. f(—x) je razlicito

iod f(x)iod —f(x) pa funkcija nije parna niti je neparna.

ZADATAK 7. Skicirajte grafove sljede¢ih funkcija:

(a) flz) =—2"+4,
(b) f(z)=(z+2)*+2,

10



(¢) f(z) =2+ 3sinz,
(@) /() = log(z — 10)

Rjesenje. Svi grafovi skicirani su koristenjem pomoénih grafova. Graf zadane funkcije
obojan je ljubic¢astom bojom.

(a) Skiciramo graf funkcije fi(z) = z? (plavi), funkcije fo(x) = —22 (zeleni) kao osno
simetri¢nu sliku prvog grafa, te trazeni graf dobivamo translacijom po y—osi za 4 u
pozitivnom smjeru.

(b) Skiciramo graf funkcije f1(x) = 23 (plavi), funkcije fo(x) = (x+2)? (zeleni) tako da
graf funkcije fi1(x) translatiramo po osi x za -2, te trazeni graf dobivamo translacijom
grafa funkcije fo(z) po y—osi za 2 u pozitivnom smjeru.

[/

(¢) Skiciramo graf funkcije fi(z) = sinzx (plavi), funkcije fo(z) = 3sinx (zeleni) tako
da graf funkcije fi(x) 7,1r3uzvucemo za faktor 3, te trazeni graf dobivamo translacijom
grafa funkcije fo(z) po y—osi za 2 u negativnom smjeru.

7NN

/

(d) Skiciramo graf funkcije f1(z) = logx (plavi). Trazeni graf dobivamo translacijom
grafa funkcije f1(z) po z—osi za 10.

11



ELEMENTARNE FUNKCIJE

Hornerova shema

Polinom f(z) = apa™ + -+ + a1z + ag, a, # 0 dijelimo polinomom z — a. Kvocijent
q(x) = by 12"V 4+ by_02" 2+ 4+ byx + bg je polinom stupnjan — 1. Iz f(z) = (z —a)q(z) +7,
odnosno

anx™ + ap_ 12"+ Farz+ag = (. — a)(bp_12" " + by_ox™ 2+ + bz + bo) + 1,

mnozenjem i usporedivanjem koeficijenata uz jednake potencije od x dobivamo n jednadzbi
s n nepoznanica (b,—1,b,—2,...,b1,bo,7). Iz tog sustava zaklju¢ujemo da za koeficijente
kvocijenta q(x) vrijedi: by,—1 = ap, by—1 =a-bp +ag, k=n—1,n—2,...,2,1. To se moze
zapisati u obliku tzv. Hornerove sheme:

‘ Qg ‘ Ap—1 “ aq ‘ ag
a‘bn_lzan‘bn_gza-bn_l—l—an_l‘...‘bgza~b1+a1‘r:a-b0+a0

Z ADATAK 1.

Z ADATAK 2.

ZADATAK 3.

Koristeéi Hornerovu shemu, izracunajte vrijednost polinoma f(z) = 2% — 23 + 22 — 7
za x = 3.

Rjesenje. Primjetimo da ¢e ostatak pri dijeljenju polinoma f(z) s polinomom x — 3
biti jednak f(3),

odnosno f(3) = 53.
Za koje a je polinom f(x) = 23 + ax + 1 djeljiv s g(x) = z — 27

Rjesenje. Pomoéu Hornerove sheme dobivamo:

[1]0] a | 1 |
2|1[2]4+a|9+42a]

Kako bi polinom f(z) bio djeljiv s polinomom g(z) ostatak mora biti jednak 0 iz ¢ega

slijedi da je trazeni a jednak —5

Faktorizirajte polinom f(x) = 23 — 72 + 6, ako je poznato da je jedna nultocka jednaka
1.

12



Z ADATAK 4.

ZADATAK 5.

Rjesenje. Podijelimo f(z) = 22 — 7z +6 s 2 — 1. U tu svrhu primjenit ¢emo Hornerov
algoritam uz a = 1:
[ 1]0[-7]6]
[1]—6]0

Ljtfif-6Jof

Iz gornje tablice i iz Hornerovog algoritma mozemo zakljuciti da je z3 — 72 + 6 =
(#2 + 2 — 6)(z — 1). Ako zelimo odrediti sve nultocke funkcije f, moramo odrediti
nultocke polinoma 22 + x — 6 §to mozemo izracunati koristeéi formulu za odredivanje
nultocaka kvadratne jednadzbe:

—1++/1+24
— o

€23 = =-3, x3=2.

Iz ovoga slijedi da je #3 — 7Tz + 6 = (z + 3)(z — 1)(x — 2).
Rijesite eksponencijalne jednadzbe:

(a) 33 = 3%,

(b) 522042 _ 9. gu+l = 32043,
Rjesenje.

(a) Zbog bijektivnosti eksponencijalne funkcije, jednakost ée vrijediti samo u sluc¢aju
kada su eksponenti jednaki, odnosno trebamo rijesiti jednadzbu:

3xr—5
T e 2?3 -5=0,2%3
33—z
L . 5
Sada lako pronademo rjeSenja: x1 = —11 29 = 5

(b) Prvo zapisimo jednadzbu u obliku:

20 - (2%)2 —12-2%.3% — 27 - (3%)% = 0,

() () e

2 €T
Supstitucijom ¢ = <§> dobivamo kvadratnu jednadzbu:

te ju podijelimo s (3%)2

20t2 — 12t — 27 =0

. D 9 . 3 Lo L . D
Cija su rjeSenja t; = —— ity = 3 Buduéi je t; < 0, prvo rjesenje ne daje nam rjesenje
polazne jednadzbe. Iz drugog rjesenja imamo:

2\* 3 /2\7!
3) 2 \3)
pa je x = —1 jedino rjesenje polazne jednadzbe.

Rijesite logaritamske jednadzbe:

(a) 2— log% z = log,(z* 4+ 10z + 6),

13



T

(b) logdz =log3 /1 — 7.
Rjesenje.
(a) Primijetimo da samo x > 0 mogu biti rjeSenja zadane jednadzbe (izrazi koje loga-
ritmiramo moraju biti pozitivni). Jednadzbu zapisemo u obliku:
log, 16 + log, = = log, (2% + 10z + 6) < log, 16z = log,(z* + 10z + 6).

Zbog bijektivnosti logaritamske funkcije, jednakost ¢e vrijediti samo u slucaju kada su
argumenti jednaki, odnosno trebamo rijesiti jednadzbu:

162z = 2? + 10z + 6 < 2° — 6z + 6 = 0.
Sada lako pronademo rjesenja: 1 =3 — V3 i 29 = 3+ V3.

(b) Primijetimo da samo z € (0,4) mogu biti rjeSenja zadane jednadzbe. Prvo zapisimo
jednadzbu u obliku:
1
—1
2
odnosno jednadzbu mozemo faktorizirati:

(logga: — logs (1 — %)) (loggaz + logs (1 — %)) =0.

Sada trebamo rijesiti dvije jednostavnije logaritamske jednadzbe:

2

1 x
oggznz §1og§ <1— Z)’

4
RjeSenje prve jednadzbe je 1 = R a rjeSenje druge jednadzbe je x9 = 2.

ZADATAK 6. Rijesite trigonometrijske jednadzbe:
. ™ V2
(@) sin (24 5) =5

(b) sinx + cos’z = 1.

Rjesenje.
oo 2. . . 3 N
(a) Kako je sinu = > jedino za u = qlu=— ue€ [0, 27], mora vrijediti:
3
:c+%:%+2lm ili x+%:£+2]m, keZ.
Prema tome rjesenja jednadzbe su:
T T
x 12+ km & x 12+ kw, ke,
(b) Prvo zapisimo jednadzbu u obliku:
sinz +1—sin®z = 1,

odnosno jednadzbu mozemo faktorizirati:
sinz(1 —sinz) =0,

odakle dobivamo:
smx=0=z=kr, keZ

sinmzlﬁx:%—i—%ﬁr, ke Z.
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