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Predgovor

Ova knjiga nastala je za potrebe kolegija koji se bave uvodenjem osnovnih pojmova
i koncepata vjerojatnosti i statistike. Za razumijevanje sadrzaja potrebno je znanje
iz standardnih matematickih kolegija prve studijske godine tehnickih fakulteta u
Republici Hrvatskoj, tj. osnove diferencijalnog i integralnog ra¢una realnih funkcija

viSe varijabli te geometrije ravnine i prostora.

Knjiga je podijeljena u pet poglavlja. Prva tri poglavlja posveéena su teoriji vjero-
jatnosti s obzirom da je ona temelj za razumijevanje modela potrebnih za statisticke
analize. Cetvrto poglavlje odnosi se na statistiku i napisano je s ciljem razumijeva-
nja koncepata koji se koriste u statistickim analizama. Pretpostavka je autora da ¢e
ovladavanje sadrzajima iz tog poglavlja dati studentima osnovna znanja potrebna za
razumijevanje i primjenu statistickih modela i statistickih procedura prezentiranih
u literaturi koja se bavi specijalno statistikom. U petom poglavlju navedeni su poj-
movi iz algebre skupova te osnovni rezultati iz kombinatorike i teorije ponovljenih

redova koji se koriste u prethodnim poglavljima.

Zahvaljujemo svima koji su pomogli da se ova knjiga tiska i bude sto bolja. To se
posebno odnosi na recenzente koji su pazljivo procitali rukopis te svojim primjed-
bama i sugestijama utjecali na poboljsanje mnogih dijelova teksta, kao i na kolege
Andreu Krajina, Slobodana Jeli¢a, Mariju Miloloza-Pandur i Ivonu Pulji¢ jer su

svojim sugestijama doprinijeli kvaliteti primjera i zadataka.

Autori ¢ée biti zahvalni svim &itateljima na primjedbama vezanima uz eventualne

pogreske, nepreciznosti ili nedostatke.

U Osijeku, ozujak 2014. Mirta Bensi¢ i Nenad Suvak
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Poglavlje 1

Pojam 1 osnovna svojstva

vjerojatnosti

Pojam vjerojatnosti nastao je u pokuSaju brojcanog izrazavanja stupnja vjerova-
nja da ¢ée se dogoditi neki zamisljeni dogadaj. Na primjer, ¢esto mozemo ¢uti ili
procitati: "vjerojatnost da ¢e sutra padati kisa je 75%", "vjerojatnost da dobijem
prolaznu ocjenu na ispitu mi je oko 50%", "100% sam siguran u pobjedu Blanke
Vlasi¢ na ovom natjecanju", itd. Pitanje je kako nastaju brojevi kojima je izraZen
stupanj vjerovanja da se dogodi neki dogadaj i kako ih mozemo iskoristiti. Teorija

vjerojatnosti dio je matematike koji se bavi tom problematikom.

Nastanak se teorije vjerojatnosti tradicionalno stavlja u 17. stolje¢e iako pos-
toje dokazi da su se ve¢ indijski matematicari (3. st. pr. Kr.) bavili pita-
njima koja pripadaju dana$njoj teoriji vjerojatnosti te da je u 14. stolje¢u pos-
tojala praksa pomorskog osiguranja koja je omogudila srednjovjekovnim trgovcima
ocjenjivanje razli¢itih faktora rizika koji se pojavljuju prilikom prekomorskog tr-
govanja. Prvi matematicki rezultati koji se mogu jasno prepoznati kao temelj te-
orije vjerojatnosti vezani su uz igre na sreéu i uz izradu tablica smrtnosti. ViSe
detalja o nastanku teorije vjerojatnosti pogledajte npr. na internetskoj adresi

http://www.economics.soton.ac.uk /staff /aldrich /Figures.htm.

Povijesno gledano, koncept vjerojatnosti dogadaja temelji se na ideji odnosa dijela

i cjeline. Pri tome se odnos dijela i cjeline koristi na dva nacina:
e Kklasi¢an pristup i

e statisticki pristup.


http://www.economics.soton.ac.uk/staff/aldrich/Figures.htm

2 PROSTOR ELEMENTARNIH DOGADAJA

U sljedeé¢im poglavljima opisat ¢emo detaljno oba povijesna koncepta vjerojatnosti
kao i aksiomatsku definiciju vjerojatnosti kojom ¢emo se koristiti u ovom kolegiju,
ali prije toga trebamo upoznati temeljni objekt koji se koristi prilikom matema-
tickog modeliranja vjerojatnosti. Zvat ¢emo ga skup ili prostor elementarnih

dogadaja.

1.1 Prostor elementarnih dogadaja

Bacanje igrac¢e kocke jedan je od klasi¢nih i jednostavnih pokusa kojim éemo se
koristiti u ovom kolegiju za ilustraciju mnogih novih pojmova. Prilikom bacanja
igrace kocke kao rezultat jednog bacanja pojavljuje se to¢no jedan broj iz skupa
{1,2,3,4,5,6}. Ako je kockica pravilno izradena, opravdano je pretpostaviti jed-
naku moguénost pojavljivanja bilo kojeg od navedenih Sest brojeva. Koristeéi se
idejom vjerojatnosti dogadaja kao odnosa dijela i cjeline, mozemo zakljuciti da je
vjerojatnost pojavljivanja parnog broja pri bacanju igra¢e kocke ista kao i vjero-
jatnost pojavljivanja neparnog broja s obzirom da je parnih brojeva isto koliko i
neparnih u cjelini koju ¢ini navedeni skup. Takoder, vjerojatnost pojavljivanja broja
dva mora biti ista kao i vjerojatnost pojavljivanja broja pet jer oni ¢ine po brojnosti

jednake dijelove cjeline.

Na osnovu principa odnosa dijela i cjeline uo¢avamo da je prvi korak prema defini-
ranju vjerojatnosti dogadaja spoznavanje cjeline. Naime, da bismo imali mjeru za
vjerojatnost da se dogodi ono §to nas konkretno zanima, moramo prvo znati $to je
to "sve" Sto se moze dogoditi za na$§ pokus ili promatranje, tj. Sto ¢ini "cjelinu".
Zato ¢emo, da bismo poceli graditi matematicki model, uz jedan pokus (odnosno
promatranje) vezati skup koji kao elemente sadrzi sve $to se moZe realizirati kad
izvedemo pokus (promatranje) i zvat ¢emo ga skup svih moguéih ishoda ili
prostor elementarnih dogadaja. Najcesce takav skup oznac¢avamo sa €. Je-
dina pretpostavka na prostor elementarnih dogadaja jest da je neprazan i da zaista

sadrzi sve §to se moze realizirati u pokusu (odnosno promatranju).

Ako skup svih mogucih ishoda €2 sadrzi samo jedan element, onda pokus ima samo
jednu mogucu realizaciju pa to¢no znamo Sto ¢ée se dogoditi kada ga izvedemo, zbog

¢ega takav pokus zovemo deterministicki pokus.

Primjer 1.1 (DETERMINISTICKI POKUS).

a) Rezultat zagrijavanja vode pod normalnim atmosferskim tlakom na temperaturu od 100°C
ima samo jedan ishod: wvoda isparava, tj. wvoda iz tekuceg prelazi u plinovito agregatno
stange.
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b) Mijesanje vode i jestivog ulja pri normalnim atmosferskim uvjetima ima jedinstveni ishod
- stvara se emulzija ulja © vode pri cemu ulje pliva na vodi.

¢) Pritiskanje papucice "gasa" pri voZngi tehnicki ispravnog automobila ima jedinstveni ishod
- brzina automobila povecava se. Analogno tomu, pritiskanje koénice u istim uvjetima ima
za ishod smanjenje brzine kretanja automobila.

Prostore elementarnih dogadaja koji imaju viSe elemenata (barem dva, a moZe
i beskonatno mnogo!) koristimo ako ne moZemo sa sigurnoséu znati realizaciju
pokusa (promatranja). Za takav pokus kaZemo da ima slucajne ishode, tj. da je

pokus sluéajan.

Primjer 1.2 (SLUCAJAN POKUS).

" "

a) Bacanje igracée kocke - ako nas zanima ishod jednog bacanja igrade kocke, "sve

) t]'
prostor elementarnih dogadaja jest skup

{1,2,3,4,5,6}.

b) Slu€ajan izbor znamenke - ako nas zanima ishod slucajnog izbora jedne znamenke u

dekadskom sustavnu, prostor elementarnih dogadaja jest skup
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

¢) Loto 6 od 45 - ako nas zanima rezultat izvlacenja u igri "Loto 6 od 45", prostor elemen-

tarnih dogadaja jest skup
{1, ig}: ity ig € {1,...,45}, 1 <iy < ... < ig < 45}.

d) Ako prognoziramo sutrasnju temperaturu zraka u Osijeku (u hladu), prostor elementarnih
dogadaja moZemo postaviti na razli¢ite nacdine. Jedna je moguénost, npr. Q = [—50,50],
ii Q = [-100,100]. Zapravo, moZemo pretpostaviti i da je Q = [—273.15,00), gdje je
—273.15°C temperatura poznata pod nazivom apsolutna nula. Vazno je da 2 bude neprazan
skup i da wistinu sadrZi sve moguce realizacije prognoziranja. Naravno da je ponekad
prakticno ugraditi veé¢ u Q Sto vise informacija o pokusu koji modeliramo, tj. suziti 2, ali

to mije nuzino za modeliranje.

Jednom kad smo odredili prostor elementarnih dogadaja slu¢ajnog pokusa, tj. €,
treba izraziti stupanj vjerovanja da se neki dogadaj dogodi. Medutim, kako opi-
sujemo dogadaj kao matematicki objekt? Do sada znamo da prostor elementarnih
dogadaja sadrzi sve moguce ishode pokusa, no sadrzi li i sve dogadaje koji su nama
zanimljivi? Na primjer, u pokusu bacanja igrace kocke zanima nas hoce li se okre-
nuti paran broj. Ocigledno je da ¢e se dogoditi paran broj ako se realizira bilo
koji od ishoda 2, 4 ili 6. Dakle, taj je dogadaj prirodno modelirati kao podskup
od Q1 to kao skup {2,4,6}. Ocigledno je da ¢emo dogadaje vezane uz neki sluca-

jan pokus modelirati kao podskupove od €. Opcenito u teoriji vjerojatnosti neki
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podskupovi skupa §2 nisu prikladni da ih zovemo dogadajima, ali zasad ne¢emo de-
taljno opisivati familiju dogadaja o kojoj ¢e viSe rijeci biti u poglavlju 1.4. Bit ¢e
nam dovoljno znati da je dogadaj vezan uz dani slu¢ajan pokus uvijek podskup
prostora elementarnih dogadaja tog pokusa.

U nastavku navodimo povijesne pristupe za modeliranje vjerojatnosti dogadaja (kla-
si¢an i statisticki), kao i definiciju vjerojatnosti koja se danas standardno koristi u
matematickoj teoriji.

1.2 Klasic¢an pristup

U praksi Cesto susreéemo primjere pokusa u kojima je prostor elementarnih
dogadaja konacan i svaki je pojedini ishod jednako mogué. Veliki broj klasi¢nih
igara na sre¢u odgovara tim pretpostavkama. Na primjer:

za bacanje pravilno izradenog novéica (idealan slu¢aj, tj. nema varanjal) prostor
elementarnih dogadaja jest Q = {pismo, glava} isvaki je od tih ishoda jednako

mogué,

za bacanje pravilno izradene igrace kocke (idealan slucaj, tj. nema varanjal) pros-
tor elementarnih dogadaja jest Q@ = {1,2,3,4,5,6} i svaki je od tih ishoda
jednako mogud,

za "Loto 6 od 45" prostor elementarnih dogadaja jest
Q:{{Zl,,lo} 11y...,16 € {1,,45}, 1< <... <1 §45}
i realizacija je svakog Sestor¢lanog skupa iz ) jednako moguca,

za rulet je prostor elementarnih dogadaja 2 = {0,1,2,...,36} i svaki je od tih
ishoda jednako mogué.

Kod takvih je pokusa moguée prebrojati sve ishode koji su povoljni za dogadaj
i sve ishode koji nisu povoljni za dogadaj. Omjer se tih dvaju brojeva Cesto u
praksi koristi za izrazavanje stupnja vjerovanja u realizaciju dogadaja. Evo nekoliko

primjera:

Primjer 1.3. U sludajnom pokusu bacanja igrace kocke, na temelju pretpostavke o istoj mogué-
nosti da se okrene bilo koji broj, kazZe se da je $ansa 3 : 3 da se okrene paran broj. Dakle, stupanj
vjerovanja u pojavu dogadaja izraZen je stavljanjem w omgjer broja ishoda koji su povoljni i broja
ishoda koji su nepovoljni. Medutim, isti se omjer moZe iskazati i na mnogo drugih nacina, npr.

1:1.
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Primjer 1.4. U skupini ljudi iz koje se sasvim slucajno bira jedna osoba nalazi se 30 muskaraca
160 Zena. U tom je pokusu Sansa da izaberemo Zenu 60 : 30. Taj se omger takoder moZe prikazati

na vise nacina, tj. kao 6 : 3 ili 2 : 1.

Omyjer broja povoljnih i nepovoljnih dogadaja ilustriran u navedenim primjerima ne
stavlja u odnos dio i cjelinu nego dva dijela iste cjeline - dio koji znaci realizaciju
dogadaja koji nas zanima i dio koji znaci da se taj dogadaj nije realizirao. Klasi¢an
pristup modeliranju vjerojatnosti ne ra¢una vjerojatnost na taj nac¢in nego odreduje
vjerojatnost kao mjeru koja dio suprotstavlja cjelini, tj. dijeli broj ishoda povoljnih

za dogadaj brojem svih moguéih ishoda.

Klasi¢an nacin ra¢unanja vjerojatnosti

Pretpostavke na pokus konacan prostor elementarnih dogadaja,
svi su ishodi pokusa jednako mogudéi
Dogadaj ACQ
Vjerojatnost dogadaja A kvocijent broja elemenata skupa
A i broja elemenata skupa €, tj.
k(A)
P(A) = Q)

Ovdje je P(A) oznaka za vjerojatnost dogadaja A, dok je k(A) oznaka za broj

elemenata skupa A.

Problem se odredivanja vjerojatnosti po klasi¢énom pristupu svodi na problem pre-
brojavanja elemenata skupova. Dakle, da bismo mogli ra¢unati vjerojatnost na

spomenuti na¢in, morat ¢emo nesto znati o rjeSavanju kombinatornih problema.

Primjer 1.5. Skup svih moguéih ishoda bacanja igrace kocke jest skup Q = {1,2,3,4,5,6}. Bu-
duéi da je Q konacan skup i kocka je za igru (pa je pretpostavka da je pravilno izradena, tj.
moguénost realizacije bilo kojeg od brojeva jedan do Sest jest jednaka), ovdje moZemo primijeniti
klasican pristup odredivanja vjerojatnosti. Na primjer, vjerojatnost dogadaja "na gornjoj strani
kocke realizirao se paran broj", koji predstavljamo skupom A = {2,4,6} svih parnih elemenata
skupa 2, jednaka je vjerojatnosti dogadaja "na gornjoj strani kocke realizirao se neparan broj",
koji predstavljamo skupom B = {1,3,5} svih neparnih elemenata skupa Q2. Osim toga, vjerojat-
nosti dogadaja A i B jednake su vjerojatnosti bilo kojeg dogadaja koji moZemo predstaviti nekim

troc¢lanim podskupom skupa §2.
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Primjer 1.6. Pretpostavimo da se u Sediru nalazi sedam kuglica jednakih karakteristika (od istog
su materijala, jednake mase i promgera). Poznato je da su kuglice numerirane brojevima od jedan
do sedam te da su dvije kuglice crvene, a pet kuglica zelene boje. Promotrimo pokus nasumicnog
izvlacenja jedne kuglice iz §eSira. Na temelju nacina provodenja postavljenog pokusa i sadrZaja
SeSira moZemo promatrati sljedece slucajeve.

Zanimaju nas ishodi slucajnog pokusa temeljeni na broju kojim je kuglica numerirana - u tom

je slucagu prostor elementarnih dogadaja skup
Q=1{1,2,3,4,5,6,7}.

Primjenom klasicnog pristupa radunanja vjerojatnosti svi dogadaji koji se mogu predsta-
viti jednakobrojnim podskupovima skupa € jednako su moguéi, no kako u $eSiru ima vise
kuglica numeriranih neparnim brojevima, vjerojatnost dogadaja "izvucena je kuglica nu-
merirana neparnim brojem” koji predstavlijamo skupom A = {1,3,5,7} je veéa od vjerojat-
nosti dogadaja "izvucena kuglica numerirana je parnim brojem" koji predstavijamo skupom
B ={2,4,6}, tj. . 5
P(A) = 7 P(B) = - P(A) > P(B).

Zanimaju nas ishodi slucajnog pokusa temeljent na boji kuglice - u tom je slucaju prostor ele-

mentarnih dogadaja skup
Q={C 2z},

pri éemu C' oznacava dogadaj "izvucena je kuglica crvene boje”, a Z dogadaj "izvucena
je kuglica zelene boje". Buduéi u SeSiru tma dvije crvene i pet zelenih kuglica, vidimo da

elementarni dogadaji C i Z nisu jednako mogudi, tj.
2 5
PO) =2, P(Z)=2. P(O)<P2)

Klasi¢an koncept pripisivanja vjerojatnosti pojedinim dogadajima odigrao je veliku
ulogu u razvoju teorije vjerojatnosti, ali nije uvijek primjenjiv. Cak i ako je prostor
elementarnih dogadaja konacan, ne moraju biti svi ishodi jednako moguéi. Zamis-
limo samo da igramo 1000 igara s kockom te da se u 90% bacanja okrenuo broj 6.
Tko je od nas sklon vjerovati da su u tom pokusu svi ishodi jednako moguéi?
Primjer 1.7. Slucéajni pokusi u kojima nije ispunjen uvjet jednake vjerojatnosti svih elementarnih
dogadaja su npr.

bacanje nepravilno izradenog (tzv. nestandardnog) novéica (tj. movéica pri Cijem je bacanju
favorizirana realizacija ili pisma ili glave),

bacanje mepravilno izradene (tzv. nestandardne) igrace kocke (tj. kocke pri &ijem je bacanju
favorizirana realizacija jednog ili vise brojeva iz skupa {1,2,3,4,5,6}).

1.3 Statisticki pristup

Ideja odredivanja stupnja vjerovanja u pojavu dogadaja kao dijela cjeline ili kao
omjer dijela povoljnog za dogadaj i dijela nepovoljnog za dogadaj moze se iskoristiti

i u drugom kontekstu. Primjer za to jest prognoziranje pobjednika nekog sportskog
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susreta na temelju rezultata prethodnih natjecanja istih suparnika. Npr., ako je
uzajamnim natjecanjima u tenisu igra¢ A pobijedio igraca B u 9 od 11 susreta, nje-
gova se Sansa za pobjedu u sljede¢em susretu najces¢e prognozira kao 9 : 2. Princip
primijenjen u tom primjeru temelji se na moguénosti nezavisnog ponavljanja uvijek
istog pokusa, a stupanj vjerovanja u pojavu dogadaja izrazava se na temelju broja
pojavljivanja i nepojavljivanja dogadaja prilikom ponavljanja. Izrazavanje stupnja
vjerovanja u pojavu dogadaja moglo bi se numericki izraziti takoder stavljanjem u
omjer dijela i cjeline, tj. kao 19—1.

Za ratunanje vjerojatnosti koja slijedi tu logiku iskoristit ¢emo pojmove frekvencije

i relativne frekvencije dogadaja.

Definicija 1.1. Pokus je ponovljen n puta. Ako se pritom dogadaj A dogodio m 4
puta, broj na zovemo frekvencija dogadaja A. Broj

zovemo relativna frekvencija dogadaja A.

Iz definicije frekvencije slijedi da je frekvencija n4 cijeli broj za koji vrijedi
0 S na S n,

a relativna frekvencija f4(n) racionalan broj takav da je

0< ™ <.

n
Primjer 1.8. Promotrimo slucajan pokus bacanja pravilno izradenog novéica sa skupom elemen-
tarnih dogadaja Q = {p, g}, gdje je p oznaka za dogadaj "palo je pismo", a g oznaka za dogadaj
"pala je glava". U pokusaju definiranja vierojatnosti da ée pri jednom bacanju pasti pismo moZemo
koristiti klasican pristup. Na taj nacin odredujemo vjerojatnost da padne pismo kao

PR} = 5.

Medutim, kako znamo da je novcié pravilno izraden? Iskustveno znamo da to moZemo prouvjeriti
na sljedeéi nacin: ako isti pokus ponovimo n puta, gdje je n € N welik broj, kod pravilno se
izradenog novcica pismo i glava realiziraju priblizno jednak broj puta. U tom ce slucaju biti

np & n/2 ing ~n/2. Prema tome, relativna frekvencija realizacije pisma iznosit ée

(slika 1.1). U takvom je slucaju razumno uzeti 1/2 kao vjerojatnost pojavljivanja pisma pri jednom

bacanju novcica, tj. prihvatiti pretpostavku da je novcié pravilno izraden.
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Bacanje novcica

:
w09 \
'S 08
S \ A
é 0.7
s 0.6
& 05
v 04 ¥
203
S
© 02
201

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39
redni broj bacanja nov¢ica

Slika 1.1: Relativna frekvencija pojave pisma u ovisnosti o broju bacanja ”n” za jedan niz

bacanja.

Iskustvo nas uci da se kod mnogo nezavisnih ponavljanja istog pokusa relativna
frekvencija nekog dogadaja stabilizira u okolini nekog broja. To svojstvo zovemo

statisticka stabilnost relativnih frekvencija.

Statisticki pristup odredivanja vjerojatnosti baziran je upravo na tom pricipu. Na-
ime, ako slu¢ajan pokus ima svojstvo statisti¢ke stabilnosti relativnih frekvencija,
tada za vjerojatnost proizvoljnog dogadaja A vezanog uz taj pokus uzimamo realan
broj P(A) = pa oko kojega se grupiraju relativne frekvencije f4(n) tog dogadaja.

1.4 Definicija vjerojatnosti

Oba navedena povijesna pristupa u odredivanju vjerojatnosti imaju veliku ulogu u
primjeni rezultata teorije vjerojatnosti u praksi, ali niti jedan od njih ne daje op-
¢enitu definiciju vjerojatnosti. Iz dosada$njih razmatranja jasno je da vjerojatnost
treba definirati za podskupove prostora elementarnih dogadaja. Zapravo, vjerojat-
nost ¢emo definirati kao jednu mjeru skupova (podskupova od Q) slicno kao $to
je duljina jedna mjera skupova na pravcu ili povrSina jedna mjera skupova u rav-
nini. Iz teorijskih razloga (zainteresirani ¢itatelj dodatne informacije moZe pronaci
u svakoj knjizi iz teorije mjere, npr. [3], [14]) ne¢emo vjerojatnost definirati uvijek
za svaki podskup prostora elementarnih dogadaja, nego ¢emo definirati dovoljno
bogatu familiju podskupova od €2 koja ¢e ¢initi temelj za definiciju vjerojatnosti.
Takvu familiju podskupova od €2 zvat ¢emo familijom dogadaja, a zahtjev koji

mora ispunjavati dan je definicijom 1.2.
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Definicija 1.2. Neka je dan neprazan skup Q. Familija F podskupova skupa Q) jest
o-algebra skupova na 2 ako vrijedi:

i) 0 e F,
il) ako je A € F, onda je i A° € F,

ili) ako je dana prebrojiva familija skupova (An,n € N) C F, onda F sadrZi i
njithovu uniju, tj.

Janer
n=1

Ako je Q prostor elementarnih dogadaja nekog pokusa, bilo koja o-algebra na njemu

moze igrati ulogu familije dogadaja tog pokusa.

Svojstvo ii) naziva se zatvorenost o-algebre na komplementiranje (tj. ako sadrzi
neki skup, sadrzi i njegov komplement), a svojstvo iii) zatvorenost o-algebre na
prebrojivu uniju (tj. ako imamo prebrojivo mnogo skupova iz dane o-algebre, onda

¢e i njihova unija biti element te o-algebre).

Iako je o-algebra definirana samo s tri zahtjeva, ona moze biti vrlo bogata. Na-
ime, sadrzi sve skupove koji ¢e nam biti zanimljivi u primjenama, tj. skupove koji
nastaju primjenom kona¢no ili prebrojivo mnogo standardnih skupovnih operacija
nad skupovima koji su njezini elementi. Prije svega, uo¢imo da je cijeli ) sigurno
element o-algebre, s obzirom da je komplement praznoga skupa. Nadalje, o-algebra
sigurno sadrzi i sve kona¢ne unije svojih elemenata jer se kona¢na unija uvijek moze
nadopuniti do prebrojive koristenjem prebrojivo mnogo praznih skupova. Primje-
rom 1.9 ilustriran je nacin na koji mozemo provjeriti zatvorenost o-algebre i za neke

druge slucajeve.

Primjer 1.9.

e Ako su A, B € F, prema svojstvu zatvorenosti o-algebre na konacénu uniju jest skup AU B
takoder iz F. Prema De Morganovom zakonu za komplementiranje konacne unije skupova

i svogstvu ii) iz definicije o-algebre vrijedi
A°NB°=(AUB)¢ e F.

Dakle, o-algebra sadrzi i presjek komplemenata svojih dvaju elemenata. S obzirom da za
svaki skup vrijedi (A€)¢ = A, slijedi da o-algebra sadrzi i presjeke svakih svojih dvaju
elemenata.
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e PokazZimo da je o-algebra zatvorena i na prebrojive presjeke svojih elemenata. Naime, ako
je (An,n € N) C F prebrojiva familija skupova, tada je prema svojstvu ii) iz definicije
o-algebre 1 (A%, n € N) takoder prebrojiva familija dogadaja iz F. Nadalje, prema svojstvu

iii) iz definicije o-algebre slijedi da je

(@

AS € F.

n=1

Naposljetku, prema De Morganovom zakonu za komplementiranje prebrojive unije skupova

1 svojstvu ii) iz definicije o-algebre slijedi da je

(0 - aces
n=1 n=1

Time je dokazana zatvorenost o-algebre na prebrojivo mnogo presjeka svojih elemenata.

Ako su A, B € F, prema svojstvu ii) iz definicije o-algebre slijedi da su A¢ i B¢ elementi
o-algebre F. Zbog zatvorenosti o-algebre na konacne presjeke slijedi da je

A\B=ANB°€e F.

Dakle, o-algebra sadrzi i razliku svojih dvaju elemenata.

S obzirom na vezu koja postoji izmedu povezivanja re¢enica jezika i skupovnih
operacija, o-algebra zadovoljava potrebe koje nastaju u primjeni. Naime, ¢im sadrzi
neke skupove, sadrzi i one skupove koji nastaju primjenom uobi¢ajenih recenica za
njihovo kombiniranje. U sljede¢em je primjeru ilustrirana ta tvrdnja na najceSce
koristenim recenicama.
Primjer 1.10. Od svih nastavnika zaposlenih u nekoj srednjoj skoli biramo jednu osobu te pro-
matramo sljedece dogadaje:

A = izabrana osoba predaje matematiku,

B = izabrana je osoba Zenskog spola.

Standardne skupovne operacije ilustrirane na primjeru tih dvaju dogadaja opisujemo sljedeéim

recentcama:
AU B = izabrana osoba predaje matematiku ili je Zenskog spola,

AN B = izbrana osoba predaje matematiku i Zenskog je spola
(izabrana je osoba profesorica matematike),

A\ B = izabrana osoba predaje matematiku i nije Zenskog spola

(izabrana je osoba profesor matematike),

B\ A = izabrana je osoba Zenskog spola i ne predaje matematiku

(izabrana profesorica ne predaje matematiku),
A€ = izabrana osoba ne predaje matematiku,

B¢ = izabrana osoba nije Zenskog spola, tj. izabrana je osoba musSkog spola.
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Najmanja je o-algebra na nekom skupu ) tzv. trivijalna o-algebra Fy = {0, Q},
dok je najveca ona koja sadrzi sve podskupove od 2, tj. partitivni skup skupa

Q, kojega oznacavamo s P(€Q).

Nakon $to smo definirali prostor elementarnih dogadaja slu¢ajnog pokusa, odabi-
remo neku o-algebru na njemu. Zvat ¢emo je familija dogadaja toga pokusa,
a pojedine elemente te familije dogadaja zovemo jednostavno dogadajima. Na
odabranoj familiji dogadaja definirat éemo vjerojatnost aksiomatskom definicijom
1.3.

Definicija 1.3. Neka je Q neprazan prostor elementarnih dogadaja i F o-algebra
skupova na njemu. Funkciju
P:F—-R

zovemo vjerojatnost na ) ako zadovoljava sljedece zahtjeve:
Al. nenegativnost vjerojatnosti: P(A) >0, za sve A € F,
A2. normiranost vjerojatnosti: P(2) =1,

A3. o-aditivnost vjerojatnosti: ako je dana prebrojiva familija medusobno di-
sjunktnih skupova (A;,i € I) CF, I CN, tj. A;,NA; =0 ¢im jei#j, tada
vrijeds

P <U Ai> = ZP(Ai).
i€l icl

Zahtjeve Al. - A3. nazivamo aksiomima vjerojatnosti.

Na temelju rezultata poglavlja 1.2 vidimo da vjerojatnost koja je definirana na ko-
na¢nom prostoru elementarnih dogadaja koristenjem klasi¢nog pristupa udovoljava

svim zahtjevima iz definicije 1.3

Aksiomatski pristup daje puno veée mogucnosti u nacinu zadavanja vjerojatnosti.
Vidimo da je moguée zadati vjerojatnost ne samo na kona¢nom skupu nego i na bilo
kojem nepraznom skupu s pripadnom o-algebrom, dok na kona¢nom skupu mozemo
jasno zadati vjerojatnost i u slu¢aju da nemamo jednako moguée ishode. Na primjer,
ukoliko smo dugo biljezili rezultate bacanja jedne igraée kocke te utvrdili da se niti
jednom nije okrenuo broj 3, dok se broj 2 pojavljuje pribliZzno dvostruko ¢esée

nego brojevi 1, 4, 5 i 6, koristeci statisticki pristup logi¢no bi bilo pretpostaviti da

1Prvu aksiomatsku definiciju vjerojatnosti dao je Kolmogorov 1933. godine.
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ishodi nisu jednako moguci te definirati vjerojatnost kao funkciju P koja zadovoljava
zahtjeve iz definicije vjerojatnosti, a ujedno ima i sljedec¢a svojstva: P ({3}) = 0,

P({2}) =2P({1}), P({1}) = P ({4}) = P({5}) = P ({6}).

Definicija 1.4. Neka je Q neprazan skup, F o-algebra dogadaja na njemu, a P

vjerojatnost na Q. Uredenu trojku (2, F, P) zovemo vjerojatnosni prostor.

1.5 Osnovna svojstva vjerojatnosti

Na temelju zahtjeva navedenih u aksiomatskoj definiciji vjerojatnosti mogu se do-
kazati mnoga druga svojstva koja ¢ée automatski biti zadovoljena ¢im znamo da
je zadanom funkcijom definirana vjerojatnost. U ovom poglavlju navedena su i

dokazana neka od njih koja se najéesée koriste u praksi.

S1. Vjerojatnost suprotnog dogadaja

Neka je (2, F, P) dani vjerojatnosni prostor i A € F dogadaj. Suprotni dogadaj
dogadaju A je njegov komplement, tj. dogadaj A¢. Vrijedi:

P(A°) =1 — P(A).

Dokaz. Skup 2 moZemo prikazati kao uniju disjunktnih skupova A i A¢ (slika 1.2).

Slika 1.2: Skup 2 kao unija disjunktnih skupova A i A°.

Primjenom aksioma A3. i A2. iz definicije vjerojatnosti slijedi:

1= P(Q) = P(AU A%) = P(A) + P(A°) = P(A°)=1— P(A).

Primjer 1.11. U Sesiru se nalazi dvadeset crvenih i dvije zelene kuglice. Pretpostavimo da svaka
kuglica, bez obzira na boju, moZe biti izvucena s jednakom vjerojatnoséu, tj. ako oznacimo kuglice

k1,...koo tada pretpostavljamo da je

P ({ki}) = % vie{1,...,22}.
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Pretpostavimo da n puta, n € N, izvlacimo tocno jednu kuglicu iz Seira, ali tako da se nakon
svakog izvlacdenja kuglica vraéa u Sesir i pomijesa s ostalim kuglicama. Dakle, jedan ishod slucajnog
pokusa koji se sastoji od n izvladenja jedne kuglice shvacéamo kao jednu varijaciju s ponavijanjem
n-tog razreda skupa od 22 razli¢ita elementa, a pripadni je prostor elementarnih dogadaja skup
svih takvih varijacija s ponavljanjem. Znamo da takvih varijacija ima ukupno 22™ te da su, zbog
pretpostavke o jednakoj vjerojatnosti izvlacenja bilo koje od 22 kuglice, svi elementi od 2 jednako
vjerojatni. Dakle, za racunanje je vjerojatnosti zanimljivih podskupova od 2 opravdano koristiti

klasican pristup.

Na primger, zanima nas kolika je vjerojatnost da u tih n izvlacenja kuglice iz $eSira niti jednom
nije izvucena zelena kuglica. U tu svrhu prakticno je koristiti svojstvo vjerojatnosti suprotnog
dogadaja. Naime, definirajmo dogadaj A na sljedeéi nacin:

A - un je ponavljanja slucajnog pokusa barem je jednom izvucena zelena kuglica.
Njemu suprotan dogadaj jest

A€ - u n ponavljanja slucagnog pokusa niti jednom nije izvucena zelena kuglica

= u n je ponavljanja slucajnog pokusa svaki put izvucena crvena kuglica.

Dogadaj A€ sastoji se od onih elemenata iz ) &iji su svi elementi crvene kuglice, a takvih ima

20™. Slijedi da je
20\ " 10\"
pacy = (22} = (i’ .
22 11

Primjenom svojstva vjerojatnosti suprotnog dogadaja vidimo da je

P(A) =1-— (%)n

S2. Vjerojatnost praznog skupa

Neka je (2, F, P) dani vjerojatnosni prostor. Tada vrijedi P(f)) = 0.

Dokaz. S obzirom da je §) = Q¢, primjena aksioma A2. iz definicije vjerojatnosti i

svojstva S1. dokazuje tu tvrdnju.

S3. Monotonost vjerojatnosti

Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor te A, B € F takvi da je A C B. Tada je
P(A) < P(B).

Dokaz. Ako je A C B, tada se B moze prikazati kao unija disjunktnih skupova A
i(B\A) (slika 1.3).
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Q B\A B=AU(B\A)

Slika 1.3: Skup B kao unija disjunktnih skupova A i (B\ A).

S obzirom da je vjerojatnost nenegativna funkcija, slijedi da je
P(B)=P(A)+ P(B\ A) > P(A).

Iz prethodnog izraza moZzemo zakljuciti da ako je A C B, tada vjerojatnost razlike
B\ A ra¢unamo kao razliku vjerojatosti dogadaja B i A, tj. ako je A C B, tada je

P(B\ A) = P(B) — P(A).

Primjer 1.12. Odredimo vjerojatnost da iz skupa svih pozitivnih dvoznamenkastih brojeva na
slucajan nacin odaberemo broj djeljiv s tri koji istovremeno nije djeljiv s devet. Pretpostavimo
da svaki dvoznamenkasti broj moZe biti odabran s jednakom vjerojatnoséu. U tom je slucaju za

racunanje spomenute vjerojatnosti opravdano koristiti klasiéan pristup.

Definiragmo sljedece dogadaje:
skup svih pozitivnih dvoznamenkastih brojeva (prostor elementarnih dogadaja):
Q={neN:10<n <99}, k() =90;
skup svih pozitivnih dvoznamenkastih brojeva djeljivih brojem tri:
T={neQ:3teNtakavdan=3t}, k(T)=30;
skup svih pozitivnih dvoznamenkastih brojeva djeljivih brojem devet:

D={neQ:3deNtakav dan =9d}, k(D)= 10.

Buduéi da je svaki broj koji je djeljiv brojem devet ujedno djeljiv i brojem tri, zakljucujemo da je
D C T. Primjenom klasiénog pristupa odredivanju vjerojatnosti slijedi da je

k(D 1 k(T 1
p(D):Q:,, p(T):Q:,.

k() 9 k() 3
Sada moZemo izracunati vjerojatnost dogadaja od interesa, tj. dogadaja T\ D. Naime, skup T\ D
sadrzi sve pozitivne dvoznamenkaste brojeve djeljive brojem tri koji misu djeljivi brojem devet.

Buduéi da je D C T, slijedi da je

P(T\ D) = P(T) - P(D) = 5 -

NNl
©
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S4. Vjerojatnost unije dogadaja

O vjerojatnosti unije dogadaja govori tre¢i zahtjev iz definicije vjerojatnosti, tj.
o-aditivnost vjerojatnosti. Medutim, tim zahtjevom obuhvac¢ene su samo familije
disjunktnih skupova. To svojstvo daje formulu za izra¢un vjerojatnosti unije dvaju

skupova i u slu¢aju kada skupovi nisu disjunktni.
Neka je (2, F, P) dani vjerojatnosni prostor te A, B € F. Tada vrijedi
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Dokaz. Unija skupova A i B moZe se prikazati kao unija disjunktnih skupova na

sljedeéi nacin (slika 1.4):

AUB=(A\(ANB))U(B\(ANB))U(ANB).

Slika 1.4: Skup (A U B) kao unija disjunktnih skupova.

Iz navedenoga proizlazi:
P(AUB)=P(A\(ANB))+P(B\(ANB))+ P(ANB).
S obzirom da je (AN B) C Ai (AN B) C B, vrijedi:
P(AUB) = P(A) — P(ANB) + P(B) — P(AN B) + P(AN B)
= P(A) + P(B) — P(AN B).

Primjer 1.13. Zelimo izracunati vyjerojatnost slucajnog odabira dvoznamenkastog broja koji je
djeljiv brojem tri ili brojem sedam. Pretpostavimo da svaki dvoznamenkasti broj moze biti odabran
s jednakom vjerojatnoséu. U tom je slucaju za racunanje spomenute vjerojatnosti opravdano

koristiti klasican pristup.

Sada uz prostor elementarnih dogadaja

Q={neN:10<n <99}, k() =90,
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i skup dvoznamenkastih brojeva djeljivih brojem tri
T={necQ:3teN takav dan =3t}, k(T)=30,

iz primgera 1.12 promatramo i skup svih dvoznamenkastih brojeva djeljivih brojem sedam, tj. skup
S={ne€Q:3s €N takav dan ="T7s}, k(S)=13.

Dogadaj koji nas zanima jest T U S, a mjegovu éemo vjerojatnost odrediti primjenom formule
za vjerojatnost unije dvaju dogadaja. U tu svrhu trebamo odrediti i kardinalni broj skupa svih

dvoznamenkastih brojeva djeljivih i brojem tri i brojem sedam, tj. skupa
TNS={neQ:3tseNtakvidan=3tAn=7Ts}.

Buduéi da je T NS = {21,42,63,84}, tj. k(T NS) =4, slijedi da je
1 13 4 39 13
P(TUS)=P(T PS)— P(TNS)=-+—— —=— = —.
( ) (T)+ P(5) ( ) 3 + 90 90 90 30
Formula za ra¢unanje vjerojatnosti unije vise skupova moze se dati i opéenito, tj. za
uniju kona¢no mnogo skupova. Ta formula poznata je pod imenom Sylvesterova
formula. Njezin je dokaz moguée provesti koriste¢i formulu za vjerojatnost unije

dvaju skupova i princip matematicke indukcije (vidi [26]).
Vezano uz vjerojatnost unije dvaju skupova valja uociti da vrijedi nejednakost
P(AUB) < P(A) + P(B),

gdje su A,B € F, a (Q,F,P) dani vjerojatnosni prostor. Takva se nejedna-
kost takoder moze generalizirati i to ne samo na uniju kona¢no mnogo dogadaja
nego i na uniju prebrojivo mnogo dogadaja. To generalizirano svojstvo zove se

o-subaditivnost vjerojatnosti.

S5. o-subaditivnost vjerojatnosti

Neka je (92, F, P) dani vjerojatnosni prostor i neka je (A;,4 € I) C F, I C N,
prebrojiva familija dogadaja toga prostora. Tada je

Pl JAi) <> PAy.
il iel
Dokaz. 1z zadane familije dogadaja (A;,i € I), I C N, formirat ¢emo novu familiju

medusobno disjunktnih dogadaja na sljedeé¢i nacin (slika 1.5, slika 1.6):

n—1
By=A;, By=A\ A, ..., Byo=A,\J 4. ...
i=1
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e

<

2

Slika 1.5: Familija dogadaja (A;,i € I), I CN.

Slika 1.6: Familija disjunktnih dogadaja (B;,i € I), I C N.

Tako definirani skupovi jesu medusobno disjunktni, a vrijedi i da je
B;cA i |JBi=JA4.
iel i€l

Primjenom aksioma A3. na familiju (B;,i € I) slijedi da je

P UAi =P UBi :ZP(Bi)SZP(Ai).

i€l iel iel iel

Primjer 1.14. Automat za igre na sreéu programiran je tako da je vjerojatnost pojavijivanja
prirodnog broja jednaka 27™, tj.

P({n}) = 2%, VYn € N.

Uocimo da takvim definiranjem vjerojatnosti pojavljivanja razliditih prirodnih brojeva nisu jednako
moguéi dogadagi.

Odredimo vjerojatnost pojavljivanja bilo kojeg prirodnog broja mangjeg ili jednakog od (n + 1), tj.
vjerojatnost dogadaja

S={1,2,....,n+1}, neN.
Skup S moZe se na razlicite nacine prikazati kao konacna unija familije disjunktnih skupova ili
skupova kojgi nisu disjunktni. Na primjer, ako definiramo skupove

Al = {17 2}7
Ay = {2,3},
Az = {3,4},
Apn = {n,n+1}, meN,
vidimo da za konacénu familiju skupova (A;,i < n), n € N, vrijedi:
" 1 1
s=JAn PA)=—+- =3 vi<n

21 2i+1 2i+1 ’

=1
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Medutim, P(S) ne moZemo dobiti sumiranjem svih P(A;) jer (A;,i < n) nije familija disjunktnih
skupova, no ako S prikafemo kao konacénu uniju jednoclanih skupova (uocimo da su oni ujedno

disjunktni!), tada lako moZemo izracunati P(S):

s = Ui P(S)=P<U{z’}> _ ;: 27;1.
i=1

1=1 =1

Svojstvo o-subaditivnosti vjerojatnosti primijenjeno na uniju skupova A;, 1 < n, u navedenom

primgeru moZemo poturditi na osnovu nejednakosti

" 2" -1 32m—1 ~
P A | =P(S) = <= = P(4;), eN.
<ZL_J1 > () 27L 2 27L Z ( ) n

i=1

S6. Neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na rastuéu familiju

dogadaja

Neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na rastu¢u familiju dogadaja omogucava ra-
¢unanje vjerojatnosti unije rastuce familije dogadaja kao limesa niza vjerojatnosti
pojedina¢nih dogadaja u familiji. Preciznije, neka je (2, F, P) dani vjerojatnosni
prostor i neka je (A,,n € N) C F rastuca familija dogadaja, tj. A, € F za sve
neNi

A CAC...CA, CApyr-.

tada vrijedi da je

P U A, | = lim P(A4,).
n— o0
neN

Dokaz. Prvo uo¢imo da lim P(A,) postoji. Naime, zbog monotonosti vjerojat-
nosti niz je brojeva (P(Ann),j;o € N) monotono rastuéi. S obzirom da se radi o nizu
vjerojatnosti, taj je niz brojeva sadrzan u segmentu [0, 1], tj. ogranicen je. Bududéi
da je monoton i ogranicen niz realnih brojeva konvergentan, navedena grani¢na vri-
jednost zaista postoji. Od zadane rastuée familije dogadaja (A4,,n € N) formirat
¢emo novu familiju (B,,n € N) medusobno disjunktnih dogadaja na sljedeéi nacin
(slika 1.7):

Blel7 BQZAQ\AL Bn:fln\/ln_l7

Osim §to je (By,n € N) familija disjunktnih dogadaja, vrijedi i sljedece:

=Une U=

i=1 i=1 i=1
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Slika 1.7: Rastuca familija (A4,,n € N) i disjunktna familija (B,,n € N).

Dakle, vrijedi:

P(A,) =Y P(By),
1=1
P{UA | =P(UBi) =3 P(B)= lim > P(B,) = lim P(Ay).
i=1 i=1 i=1 i=1

Primjer 1.15. Pretpostavimo da se radi o istom automatu za igre na sreéu kao u primgeru 1.1/,

ali zanima nas vjerojatnost pojavljivanja bilo kojeg neparnog broja, tj. vjerojatnost skupa
N={2n—-1:n €N}

Vjerojatnost skupa N moZemo izracunati na nekoliko nacina. Owvdje ilustriramo pristup koji

koristi neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na rastuéu familiju dogadaja.

Prikazimo N pomocu familije skupova (An,n € N) gdje su skupovi Ay, definirani na sljedeéi nacin:

Aro= {1},

Az = {173};

A3 = {17375};

A, = {1,3,5,....2n—1}, neN,

Vidimo da je A1 C Ao C A3 C ... C Apn C ..., . (An,n € N) je rastuéa familija skupova i

vrijeds da je

oo
N = UAza
i=1
"1 "1 2 1
P = Sr=2 g2 (1-5). vaen
=1 i=1

Zbog neprekidnosti vjerojatnosti u odnosu na rastucu familiju dogadaja slijedi da je

P(N)= lim P(An) = 2 lim (1 - i) _2

n—00 3 n—oo 4qn 3
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S7. Neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na padajuéu familiju

dogadaja

Neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na padajucéu familiju dogadaja omogucava ra-
¢unanje vjerojatnosti presjeka padajuce familije skupova kao limesa niza vjerojat-
nosti pojedina¢nih skupova u familiji. Preciznije, neka je (€2, F, P) dani vjerojat-
nosni prostor i neka je (A,,n € N) C F padajuca familija dogadaja, tj. A, € F za
sve n i

A1 DA D .. AL D Ayt

tada vrijedi da je
P <DNAR> = lim P(4,).

Dokaz. Slika 1.8 prikazuje padajuéu familiju dogadaja (A,,n € N) C F.

Slika 1.8: Padajuéa familija dogadaja (A,,n € N).

Od zadane padaju¢e familije dogadaja (A,,n € N) formirat ¢emo novu familiju
(Cr,n € N) koja ¢e biti monotono rastuca te ¢emo u dokazu iskoristiti svojstvo ne-
prekidnosti vjerojatnosti u odnosu na monotono rastuée familije dogadaja (svojstvo
S6). Familiju (C},,n € N) definiramo na sljede¢i nacin (slika 1.9):

Cl:(Z),CQ:Al\AQ,C;),:Al\Ag,...7Cn:Al\An,...

Slika 1.9: Rastuca familija dogadaja (Cy,n € N).



Pojam i osnovna svojstva vjerojatnosti 21

Za tako definiranu rastu¢u familiju dogadaja vrijedi sljedece:

Uci=a\ (N4,
i=1 i=1

PlA\ (A ]| =P(UCi|=lim P(C)= lim (P(A)— P(A;)).
i—1 im1 1—> 00 71— 00
Dakle, vrijedi:
PlA\((Ai] ] =PA)—-P( (4] =P(A) - lim P(4),
11— 00
=1 =1

odakle slijedi tvrdnja.

Primjer 1.16. Pretpostavimo da se radi o istom automatu za igre na sreéu kao u primgjery 1.14.
Odredimo s kojom se wvjerojatnoséu pojavljuje bilo koji paran broj veéi ili jednak od unaprijed

zadanog prirodnog broja. Skupove Ay, zan € N, definiramo na sljedeéi nadin:

A1 = {2,4,6,8,10,...},

Ay = {4,6,8,10,...},

As = {6,8,10,...},

A, = {2n,2(n+1),2(n+2),...}, neN,

To znaéi da treba odrediti P(Ay). Prvo odredimo vjerojatnost presjeka prebrojive familije (An,n €
N). Ocito je A1 D A2 D A3 D ... D Ap D ..., tj. (An,n € N) je padajuéa familija skupova za
koju je
o0
1 1
P(An) =) 5t = 3T
k=n

Koristenjem neprekidnosti vjerojatnosti u odnosu na padajucu familiju dogadaja vidimo da je

o0
. . 1
P <ﬂl Ai> = lim P(An) = lim - =0,
i=
Sto je i logicno s obzirom da je presjek svih skupova A; zapravo prazan (ne postoji paran broj koji

je veéi od svakog prirodnog broja.)

1.6 Vjerojatnost na diskretnom (2

Neka je 2 konacan ili prebrojiv prostor elementarnih dogadaja. Takve skupove

oznacavat ¢emo na sljedeéi nacin:

Q= {wl 11 € IQ}; IQ C N,
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gdje je Iq skup indeksa. Na primjer, ako je Q@ = {wi,...,w,}, onda je I =
{1,...,n}, a ako je Q = {w; : i € N}, onda je Iy = N. Iz definicije vjerojatnosti
znamo da je vjerojatnost funkcija kojoj je domena o-algebra dogadaja. Dakle,
da bismo zadali konkretnu vjerojatnost na 2, potrebno je zadati vrijednosti te
funkcije na svakom skupu A sadrZanom u pridruzenoj o-algebri. Kod konaénih
i prebrojivih skupova elementarnih dogadaja pretpostavit éemo da je
pridruZena c-algebra to¢no jednaka partitivnom skupu od €, tj. F =
P(Q). U nastavku ¢e se pokazati da je to za naSe potrebe prirodno i moguce
ispostovati. Vjerojatnosni prostor kod kojega je €2 konacan ili prebrojiv skup, a

pridruZena je o-algebra P(2), zvat ¢emo diskretan vjerojatnosni prostor.

U ovom poglavlju pokazat ¢emo kako se funkcija na P(Q2), kojom je zadana vjero-
jatnost, moze odrediti zadavanjem vrijednosti samo na jedno¢lanim podskupovima
od Q, tj. elementima od Q. S obzirom da P(2) ima mnogo vise elemenata nego 2
(ako kona¢an €2 ima k(Q) elemenata, onda je 25(Y) broj elemenata od P(Q2)), na taj

smo nacin u velikoj mjeri pojednostavili zadavanje vjerojatnosti.

Preciznije, ako imamo zadan diskretan vjerojatnosni prostor (2, P(Q2), P), tada za

svaki pojedini w; € ) znamo izra¢unati vjerojatnost

pi =P ({wi}).

Koristedi svojstvo o-aditivnosti vjerojatnosti, pomocu tako dobivenog niza brojeva
(pi,i € Iq), Ino C N, moZzemo izratunati vjerojatnost bilo kojeg dogadaja A = {w; :

i €14}, gdje je I C I skup indeksa elemenata od A:

P(4) =P<U {wi}> => P{w} =) pn

i€l i€l i€la

Dakle, poznavanje vrijednosti vjerojatnosti na jednoclanim podskupovima od §2
automatski odreduje vjerojatnost bilo kojeg dogadaja tog vjerojatnosnog prostora.
Time niz brojeva koji predstavljaju vjerojatnosti jednoclanih podskupova od §2
preuzima klju¢nu ulogu u opisivanju i zadavanju vjerojatnosti na diskretnom vjero-

jatnosnom prostoru.

Valja uociti da navedeni niz brojeva (p;,i € Ig) ima sljedeca dva svojstva:

1. p; > 0zasvei€ Ig,

i€lq
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Taj rezultat mozemo iskoristiti prilikom zadavanja vjerojatnosti na diskretnom vje-
rojatnosnom prostoru, kao Sto je ilustrirano sljede¢im primjerima:
Primjer 1.17 (Kona¢no mnogo jednako moguéih ishoda). Pretpostavimo da sludajan pokus

ima konacéno mnogo jednako mogucih ishoda te da je Q = {w1,...,wn}, tj. k(L) = n. Definiragmo
funkciju P: P(2) — [0,1] na sljedeéi nacin:

P = &, i€ fl..n),

A={wj:j€la, IaC{l,...,n}}, PA)=> P{w}).
i€l 4
Na taj je nacin zadana funkcija na P(2) koja zadovoljava sve zahtjeve definicije vjerojatnosts
(provjerite!). Osim toga, tako definirana vjerojatnost podudara se s klasiénim pristupom odredi-
vanja vjerojatnosti.
Primjer 1.18. Neka je prostor elementarnih dogadaja slucajnog pokusa 2 = N. Definirajmo
Sfunkciju na o-algebri P(N) na sljedeéi nacin:
. 1 .
P = i€N,
A={iviz,in,. ), P(A) =S P{i}).
;€A

Dokazimo da je na taj nacin definirana vjerojatnost na N.

1. Ocigledno je P(A) > 0 za sve A € P(N).

2. Provjerimo je li P(N) = 1. Koristimo formulu za sumu geometrijskog reda s kvocijentom

— ¢ prvim c¢lanom —:
2 2

1 1
PN)=> —=—21=1
i€N 2 1-3
8. Da bismo provjerili o-aditivnost uzmimo familiju {A1, Aa, ..., An, ...} disjunktnih podsku-
pova skupa N. Neka je

A1 = Aan,a12,...,a15,...} CN,
Ay = {a21,a22,...,0az;5,...} CN,
An = Aani,an2,...,anj,...} CN, neN,

Pri tome je
1

29nj

8

P(An) =

<1.

j=1
Uoc¢imo takoder da, zbog disjunktnosti skupova A;, medu brojevima a,; € N nema istih pa

se njihova unija moze prikazati kao

oo
U Ap ={a11,a12,...,015,...,021,022,...,025, -+, Anl,Gn2; .-, Angj,---}-
n=1

o0
Vjerojatnost unije dobije se sumiranjem brojeva oblika (27%) po svim k € |J An. S obzi-
n=1

oo oo
rom da je |J An CN, niz (27k,k5 e U An) podniz je geometrijskog niza s kvocijentom
1 n=1

n= =
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1/2. Time je i red koji se dobije sumiranjem clanova tog niza konvergentan i vrijedi (vidi
poglavlje 5.3 w Dodatku):

oo oo oo 1 oo
P< A,L>ZZWZP(AH).
1 n=1j =1 n

n= =1

Takav nacin zadavanja vjerojatnosti na diskretnom vjerojatnosnom prostoru moze
se primijeniti uvijek. Ako je s @ = {w;,i € I C N} dan prostor elementarnih

dogadaja, potreban je samo niz brojeva (p;,i € Ig) sa svojstvima

1. p; > 0zasvei€ Ig,

da bismo definirali vjerojatnost na tom diskretnom 2 kao
P(A) =Y P{w}) =) p:
i€la i€la

Naime, vrijedi sljedec¢a tvrdnja:

Neka je s (p;,i € I), I C N zadan niz realnih brojeva sa svojstvima:

1. p,>0zasvei€el,

2. Zpizla
i€l

te neka je 2 bilo koji skup koji ima k(I) elemenata. Tada je izrazom
1€l

gdje je I4 skup indeksa elemenata iz () koji pripadaju skupu A, dobro
definirana vjerojatnost na (Q2,P(Q2)).

Dokaz. Neka je Q = {w;,7 € I} dan neprazan skup. Dokazimo da je funkcijom
(1.1) dobro definirana vjerojatnost.

1. Ocigledno je P(A) > 0 za sve A € P(Q).

2. P(Q) =Y p; = L
el

3. Neka su Ay, Ag,..., Ay, ... disjunktni podskupovi od Q1 A = |J 4;. Tada
i=1
familija skupova {41, As,..., Ay,...} €ni jednu particiju skupa A. Koris-

teéi rezultate teorije ponovljenih redova (poglavlje 5.3 u Dodatku) moZemo
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zakljuciti da vrijedi:

PA) = pi=> > pj=> P(A),

JEIlA iGNjEIAi i€N
pa vrijedi o-aditivnost.
Primjer 1.19. Dan je niz triju brojeva: %, % 9 % Mozemo li taj niz nadopuniti cetvrtim brojem

tako da ta cetiri broja dobro definiraju vjerojatnost na diskretnom vjerojatnosnom prostoru u
smislu ovoga poglavija? Odgovor je potvrdan. Naime, navedena tri broja pozitivna su i manja od

1, a suma im iznosi %, Sto je jos wvijek manje od 1. Dakle, ako za cetvrti broj izaberemo razliku

- % = %, prema rezultatima ovoga poglavlja slijedi da postoji vjerojatnosni prostor na kojemu

pomocéu tih brojeva moZemo zadati vjerojatnost. Npr. uzmemo Q = {1,2,3,4}, F =P(Q) ¢

1

P@N =5 PU2D=: PE@H=3 P{H=.

1.7 Primjeri vjerojatnosti na R

Postoji mnostvo slu¢ajnih pokusa za koje je prirodno pretpostaviti da prostor ele-

mentarnih dogadaja sadrzi neki interval.

Primjer 1.20. Vrijeme (mjereno u sekundama) koje postize atletidar u utrci na 100 metara moZe
se modelirati kao rezultat slucajnog pokusa s vrijednostima iz intervala [0,13]. S obzirom da se
vrijeme na utrkama danas mgeri vrlo precizno, nije mudro modelirati rezultate takvog pokusa kao

diskretan skup. Zbog toga uzimamo npr. Q = [0,13] ili neki veéi skup koji sadrZi interval [0, 13].

Vjerojatnost u takvim vjerojatnosnim prostorima ne moze se odrediti koristec¢i niz
vrijednosti koje ona postize na pojedinacim ishodima ve¢ i zbog ¢injenice da prostor
elementarnih dogadaja nije prebrojiv. Jedan od nacina na koji je mogucée zadati
vjerojatnost na intervalima, a koji je prikladan za racunanje, jest koristenje nene-
gativne realne funkcije definirane na skupu R koja s osi apscisa zatvara jedini¢nu
povrSinu. Naime, odaberemo takvu nenegativnu realnu funkciju i zadamo vjero-
jatnost nekog skupa A kao povrsinu koju zatvara graf te funkcije s osi apscisa nad
skupom A.

Primjer 1.21. Pretpostavimo da racunalo izvodi neku numericku proceduru s toénoséu na 6
decimanih mjesta i daje rezultat 1.234567, no da je stvaran rezultat te procedure zapravo meki
realan broj iz intervala [1.234567,1.234568). U tom kontekstu kao prostor elementarnih dogadaja
promatramo interval Q = [1.234567,1.234568). Kako nemamo razloga preferirati odredene brojeve
iz Q) kao stvarne rezultate te numericke procedure, pretpostavijamo da su svi podintervali od Q2 koji
imaju jednaku duljinu jednako moguéi. U skladu s tom pretpostavkom i shvacanjem vjerojatnosti

kao dijela cjeline, vjerojatnost da je stvaran rezultat iz intervala A C Q u ovom se primjeru moZe
zadati kao kvocijent duljine intervala A i duljine cijelog §2:

=48
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Tako definirana funkcija na o-algebri koja sadrzi sve podintervale od 2 zadovoljavat ée zahtjeve
postavljene u definiciji vjerojatnosti’ te je time dobro definirana vjerojatnost na Q = [1.234567, 1.234568).
Zovemo ju geometrijska vjerojatnost na Q = [1.234567,1.234568).

Primjer 1.22. Vjerojatnost iz prethodnog primjera definiranu na Q = [1.234567,1.234568) mo-

Zemo prosiriti na ' = R koristenjem menegativne realne funkcije

) = o5 - @ € [1.234567, 1.234568)
- 0 , z ¢ [1.234567,1.234568)

Graf funkcije f prikazan je na slici 2.15.

A
1 -
10—6 |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
1 1
I\ : X
1.234567 1.234568

Slika 1.10: Graf funkcije f(.T) = 10%6 'I[1A234567,1.234568) ((17)

Vjerojatnost dogadaja A C Q' (oznacimo je P') definiramo kao povrsinu koju zatvara graf te funk-

cije s o0si apscisa nad intervalom A. Uocimo da za intervale A C Q' koji su ujedno i podintervali

od Q2 iz primgjera 1.21 vrijedi

gdje je P geometrijska vjerojatnost definirana u primgjeru 1.21.

Prednost je zadavanja vjerojatnosti pomocu nenegativne funkcije u odnosu na vje-
rojatnost kao kvocijent duljina intervala u tome Sto se moze generalizirati i na

probleme u kojima nema razloga pretpostavljati da su svi ishodi jednako moguéi.

Primjer 1.23. U primgjeru 1.20 nije razumno olekivati istu vjerojatnost da atleticar postigne
vrigeme w intervalu [0,5] kao u intervalu [8,13] iako su duljine tih intervala jednake. Naime,

2Dovoljno je provijeriti da vrijede prva dva zahtjeva iz definicije vjerojatnosti te treéi zahtjev

za kona¢no mnogo disjunktnih intervala.
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poznato je da srednjoskolci uobicajeno postizu vrijeme od oko 12 sekundi pri tréanju na 100 metara,
a rezultati se atletidara uglavnom kreéu izmedu 9 ¢ 10 sekundi. Vjerojatnost koja je definirana na
intervalu [0, 13] koristenjem principa jednako moguéih ishoda imala bi pripadni graf funkcije kao

Sto je prikazano na slici 1.11.

Slika 1.11: Graf funkcije koja uniformno definira vjerojatnost na [0, 13]

Preferiranje intervala [8,13] nad ostatkom moZemo npr. predociti grafom funkcije na slici 1.12.

y
3
L | |
! : X
8 13

Slika 1.12: Graf funkcije koja definira vjerojatnost na [0, 13] uz preferiranje intervala [8, 13].

Da bi realnom funkcijom mogli modelirati vjerojatnost na opisani nadin bitno je da povrsina koju
zatvara njezin graf s osi apscisa iznad cijelog 2 bude jednaka 1, a graf funkcije moZe rasti i padati
na ) tako da odraZava stupanj vjerovanja da se pojedini intervali realiziraju u stvarnom pokusu.
Ako Zelimo neki interval preferirati nad ostalim podrucjem, iznad mjega i vrijednosti funkcije
kojom opisujemo vjerojatnost trebaju biti vece.

U ovom trenutku necemo se baviti odgovorom na pitanje je li vjerojatnost odredena funkcijom
¢iji je graf dan na slici 1.12 u skladu s problemom opisanim u primjeru ili treba raditi dodatne

modifikacije. O uskladenosti modela sa stvarnim problemima bit ée rijeci u drugom dijelu knjige

koji se bavi statistikom.
Opéenito, neka je dana realna funkcija f realne varijable, tj. f: R — R takva da je

o f(z)>0,zasvex €R
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oo

. / f(z)dz = 1.

Neka je B najmanja o-algebra podskupova od R koja sadrzi sve intervale. Izrazom

PA)= [ f(z)dz, A€eB
/

definirana je vjerojatnost na B. Matematicka teorija koja omoguéava dokaz te

¢injenice moze se naéi npr. u [206].

Ukoliko je prostor elementarnih dogadaja samo jedan interval Q) koji je pravi pod-
skup od R, potrebno je da f f(z) dz bude jednak 1. To moZemo lako zadovoljiti
Q

tako da na Q¢ stavimo vrijednosti funkcije f(x) na nulu.
Primjer 1.24. PokaZimo da pomoéu funkcije f: R — R (slika 1.13) definirane formulom
3 2
S1-2?),ze[-1,1
@) = 1 ) [(—1,1] 7
0 @ ¢ [—1,1]
moZemo definirati vierojatnost na skupu R, tj. da je funkcija f nenegativna i normirana:
- nenegativnost - iz analiticke definicije funkcije f slijedi da je f(x) >0, Vz € R,

- mormiranost - povrsina je ispod grafa funkcije f (pogledati sliku) nad skupom R
1

R/f(z)dx_/iu—x?)dx_i.i_L

-1

Blow

-1 1
. 3
Slika 1.13: Graf funkcije f(z) = N (1—2%)- I[—1,1(2)-
Primjer 1.25. VazZan je primjer nenegativne funkcije f: R — R pomocu koje moZemo definirati

vjerojatnost na R funkcija definirana formulom (slika 1.14)

1 z2
flz) = e 2, zeR
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y
0.3¢
0.2t
0.1¢

. : - . X
-4 -2 2 4
22
Slika 1.14: Gaussova krivulja - graf funkcije f(x) = \/% ez .

1.8 Primjeri vjerojatnosti na R? i R?

Ukoliko je prostor elemetarnih dogadaja 2 pravokutnik ili neki drugi geometrijski
lik, za modeliranje vjerojatnosti na €2 moZe se prenijeti logika nastala pri modelira-
nju vjerojatnosti na intervalima. Sli¢no se moze primijeniti i na skupove 2 koji su
zadani kao geometrijska tijela.

Primjer 1.26. U pokusu slucajnog izbora tocke iz kruga radijusa r vjerojatnost moZemo zadati

pomocu kvocijenta dijela i cjeline. Tako je vjerojatnost da bude izabrana tocka iz kruznog odsjecka

A povrsine s(A) dana izrazom

P(A) =

r2r
Naime, s(2) = r27 predstavlja povrsinu cijelog kruga, a povrsina dijela koji nas zanima oznacena

je sa s(A).

Primjer 1.27. Pri slucajnom izboru tocke iz kugle radijusa r vjerojatnost takoder moZemo zadati
pomocéu kvocijenta dijela i cjeline. Tako je vjerojatnost da bude izabrana tocka iz kuglinog isjecka
A volumena v(A) dana izrazom

v(4)

4.3
37‘71'

P(A) =
. . 4 45 .
s obzirom da je v(Q2) = 57’ 7 volumen cijele kugle.

Za modeliranje se vjerojatnosti koje preferiraju neke dijelove prostora elementarnih
dogadaja u odnosu na druge dijelove istih dimenzija (povrSine odnosno volumena)
takoder moze prenijeti logika zadavanja vjerojatnosti pomocéu nenegativne realne
funkcije. U slucaju kad je Q@ = R? (odnosno, 2 = R?) radi se o nenegativnoj realnoj

funkciji f: R? — R (odnosno, f: R?® — R) koja mora zadovoljati sljedece svojstvo:

Q/ Fx)dx =1,
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gdje je x € R? (odnosno, x € R?).

Uoc¢imo da je za dvodimenzionalne €2 to dvostruki integral, pa postavljeni zahtjev
zapravo znaci da volumen tijela koje je omedeno grafom funkcije f i ravninom
(21, 22) na dijelu za koji vrijedi (z1,z2) € Q mora iznositi 1. Za trodimenzionalne
Q to je trostruki integral.

Vjerojatnost je skupa® A C Q tada dana izrazom

=A/f(x dx

Primjer 1.28. Pokazimo da pomocu funkcije f: R?2 — R definirane formulom
3, 2
- (z*+y), (z,y) € [-1,1] x [0,1
Floy) = = ( ) (@y) € [-1,1] x [0, 1]
0 , za ostale (r,y) € R?
moZemo definirati vjerojatnost na R?, tj. da je funkcija f nenegativna i normirana:
- nenegativnost - iz analiticke definicije funkcije f slijedi da je f(x,y) >0, V(z,y) € R2,

- normiranost - volumen kojega graf funkcije f zatvara sa skupom R?, tj. volumen ispod
grafa funkcije f nad pravokutnikom [—1,1] x [0,1] znosi

1
//m +y)dzdy = 1.
0

Prema tome, vjerojatnost skupa A = [0,1] x [0,0.5] C R? racunamo na sljedeéi nacin:

OT\OD

f(z,y)drdy =
R2

PA) = [ oy dedy = =
A

ol w
o\o

1
7
/x +y)dedy = —.
0

Primjer 1.29. PokaZimo da pomocu funkcije f: R® — R definirane formulom

1
-2z(rx+vy), (z,y,2) €0,2] x [0,1] x [-2,0
o) — 4 52ET) L @22 €[0.2x 0,1 x (2,0
0 , za ostale (z,y,2) € R3
moZemo definirati vjerojatnost na R3, tj. da je funkcija f nenegativna i normirana:
- nenegativnost - iz analiticke definicije funkcije f slijedi da je f(x,y,z) > 0, ¥(z,y,2) € R3,

- normiranost - volumen kojega graf funkcije f zatvara sa skupom R3 iznosi

2 1 0
1
/f(x,y,z)d;rdydz:§///z2(x+y)dxdydz:1.
R2 0 0 22

Prema tome, vjerojatnost skupa B = [0,1] x [0,1] x [~1,0] C R? racunamo na sljedeéi nacin:
1

1
1 1
:/f(;t,y,z)da:dydz:§ ///z2 z+y) dzdydz*ﬂ.
B 0

0

30 obliku o-algebre na kojoj se moze definirati vjerojatnost pogledati [26]. Specijalno, u dvo-
dimenzionalnom slu¢aju vjerojatnost se na taj nac¢in moze definirati na najmanjoj o-algebri koja
sadrzi sve skupove oblika (a, b) x (¢, d), gdje su a,b,c,d E R, a < b, ¢ < d.
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1.9 Uvjetna vjerojatnost. Nezavisnost

Primjer 1.30. Nakon izleta napravili smo 5 kopija istog CD-a s fotografijama izleta, ali su
samo tri kopije uspjele. Na CD-ove mismo stavili nikakve oznake i me znamo koji su ispravni,
a koji ne. Pretpostavimo da smo u Zurbi i da imamo vremena za provjeru samo jednog CD-a.
Izabrali smo jedan, provjerili i utvrdili da je neispravan. Medutim, u Zurbi nam se taj provjereni
CD pomijeSao s ostalima i sada moramo uzeti jedan bez provjere pa kako bude. Mislite li da bi
vjerojatnost odabira ispravnog CD-a u drugom biranju bila veéa da se provjereni CD nije pomijeSao
s ostalima? Analizirajmo te slucajeve odvojeno.

1. Pomijedani slucaj. Definiragmo dogadaje:
L; - u i-tom izvladenu izvuden je neispravan (los) CD,
D; - u i-tom izvlacenju izvucen je ispravan (dobar) CD,

gdje je i € {1,2}. S obzirom da je nakon prvog izvladenja sve ponovo pomijeSano, pri

drugom izvlacenju CD-a ponovo smo na pocetku, tj. rezultat prvog izvladenja uopée nema

utjecaja na rezultat drugog izvlacenja. Dakle, vjerojatnost dogadaja Do ne ovisi o realizaciji

dogadaja L. Slijedi da je vjerojatnost odabira ispravnog CD-a u drugom izvlacenju jednaka
3

vjerojatnosti odabira ispravnog CD-a u prvom izvlacenju i iznosi .

2. Nepomijesani slucaj. Ovaj puta je drugi pokus bitno promijenjen u odnosu na prvi. Sada

znamo da u drugom izvlacenju biramo od éetiri CD-a, od kojih su toéno tri ispravna, pa je

vjerojatnost dogadaja Do uz uvjet da se dogodio L1 jednaka %.

U oba sluc¢aja prethodnog primjera pojavljuju se dva izvlac¢enja CD-a. U pomijesa-
nom slucaju vjerojatnost u drugom izvlacenju ne ovisi o rezultatima prvog izvlaéenja
i zapravo je ista kao u prvom izvlacenju. Kazemo da drugo izvlaCenje ne ovisi o
prvom izvla¢enju i mozemo ih promatrati odvojeno. U nepomijeSanom sluc¢aju re-
zultat prvog izvlacenja utjeCe na vjerojatnost u drugom izvlacenju i nije mudro ta
dva izvlagenja promatrati kao sasvim odvojene cjeline. Da bismo mogli proucavati
takve probleme definirat ¢emo tzv. uvjetne vjerojatnosti koje ¢e opisivati rezul-
tate drugog izvlacenja i to: uvjetnu vjerojatnost uz uvjet da je u prvom pokusaju
izvuéen dobar CD i uvjetnu vjerojatnost uz uvjet da je u prvom pokusaju izvucen
los CD.

Definicija 1.5. Neka je dan vjerojatnosni prostor (0, F, P) i dogadaj A € F koji
ima pozitivnu vjerojatnost, tj. P(A) > 0. Funkcija P(- | A) definirana na F izrazom

P(AN B)

P(B|A) = =505

, BeF, (1.2)

je uvjetna vjerojatnost uz uvjet da se dogodio dogadaj A.

Tako definirana funkcija zadovoljava sve zahtjeve postavljene u definiciji vjerojat-
nosti, tj. na taj je na¢in definirana jedna vjerojatnost na ) (provjerite zahtjeve

iz. aksiomatske definicije vjerojatnosti!). Navedena ¢injenica ima za posljedicu to
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da se na P(B | A) mogu primijeniti sva svojstva vjerojatnosti koja su dokazana u
potpoglavlju 1.5. Tako npr. vrijedi:

e P(D]| A)=0,
o P(B°| A)=1—P(B|A),
[ ] zaBlgBQJeP(Bl\A)SP(BQ|A),1td

U pojedinim slu¢ajnim pokusima uvjetne vjerojatnosti modeliraju se po istom prin-
cipu kao i sve vjerojatnosti.

Primjer 1.31. Vratimo se primgeru 1.30. Odredimo uvjetne vjerojatnosti ishoda drugog izvlace-
nja u nepomijesanom slucaju uvjetovane na moguce ishode prvog izvlacenja.

Prvo uocimo da je u nepomijesanom slucaju iz primgera 1.30 vjerojatnost da je u drugom izvla-
cengu izvucen ispravan CD ako je u prvom izvladenu izvucen neispravan CD zapravo vjerojatnost
P(D2|L1). Dakle, imamo:

N = W

P(D2 | L1) , P(L2|L1)=

)

, P(L2|D1)=

Bl B~

2
P(D2|D1):Z:

Vjerojatnost presjeka.

Izraz se iz definicije uvjetne vjerojatnosti Cesto koristi za izra¢un vjerojatnosti
presjeka. To omogucuje jednakost (1.2) napisanu na drugi na¢in (pri ¢emu je
P(A) > 0):

P(ANB)=P(B| A)P(A).

Primjer 1.32. Ako u primjeru 1.30, u nepomijesanom slucaju, Zelimo odrediti vjerojatnost da
su u oba izvlacenja izvudeni losi CD-ovi moZemo primijeniti ovaj izraz. Dobijemo:

2 1
5=

P(Ly N L1) = P(L2 | L1)P(L1) = 0

1
4

Pojam nezavisnosti dogadaja.

Intuitivno je jasno da bi pojam nezavisnosti dvaju dogadaja A i B, pri ¢emu zahti-
jevamo da je P(A) > 0, morao odraZzavati ¢injenicu da realizacija jednog od njih ne
utjece na realizaciju drugog. To bi se na uvjetnu vjerojatnost trebalo odraziti tako
da je

P(B| A) = P(B),
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tj. da za vjerojatnost presjeka vrijedi

P(ANB) = P(B | A)P(A) = P(B)P(A).

Primjer 1.33. Za slucaj u kojemu smo u primjeru 1.30 pomijesali provjereni CD s ostalima
takoder moZemo odrediti uvjetnu vjerojatnost uz uvjet da je u prvom izvladenju izvucen lo§ CD,
kao i uvjetnu vjerojatnost uz uvjet da je u prvom izvlacenju izvuden dobar CD. Medutim, te ée
dvije uvjetne vjerojatnosti biti jednake, neovisno wvjetujemo li na dogadaj D1 ili Li. Uuvjetne
vjerojatnosti izvladenja ispravnog, odnosno neispravnog, CD-a u drugom izvladenju, uz uvjet da
je u prvom izvlacenju izvucen neispravan CD, iznose:

2

=

Nadalje, uvjetne vjerojatnosti izvlacenja ispravnog, odnosno neispravnog CD-a u drugom izvlace-

P(D2 | L) = P(D2) = 2, P(La| L) = P(L2) =

nju, uz uvjet da je u prvom izvladenju izvuden ispravan CD, iznose:
3 2
P(D2 | D1) = P(D32) = 5 P(Lz | D1) = P(L2) = 5

Slijedi da je vjerojatnost da su u oba izvlacenja izvudeni losi CD-ovi
2 2 4

P(L10L2)15~57%.

Definicija 1.6. Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor. KaZemo da su dogadaji
A, B € F nezavisni ako vrijedi:

P(AN B) = P(A) P(B).

Sljedeca definicija pojam nezavisnosti dogadaja generalizira na proizvoljnu familiju

dogadaja.

Definicija 1.7. Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor. KaZemo da je proizvoljna
familija dogadaja (A,,x € I) C F nezavisna ako za svaki konacan skup razlicitih

indeksa {iy,...,in} C I vrijedi
Pl (4, | =]]PA:).
j=1 j=1

Vazno je napomenuti da komplementiranje dogadaja nec¢e promijeniti njegovo stanje

nezavisnosti od nekog drugog dogadaja. Naime, vrijedi sljede¢a tvrdnja:
ako su A i B nezavisni dogadaji, onda su
A¢i B, Ai B¢, Ac i B¢

takoder nezavisni dogadaji.
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Dokaz. DokaZzimo samo prvu tvrdnju, ostale se dokazuju analogno. Zbog nezavis-
nosti je dogadaja A1 B P(AN B) = P(A)P(B). Upotrebom toga svojstva slijedi:

P(A°NB) = P(B\(ANB))=P(B) - P(ANB) =
= P(B) - P(A) P(B) = (1 - P(A)) P(B) =
= P(A°) P(B),

tj. dogadaji A° i B nezavisni su.

Primjer 1.34. Pojam nezavisnosti dogadaja olakSava racunanje vjerojatnosti kod mezavisnog
ponavljanja istog pokusa. Promotrimo pokus izvladenja kuglice iz $esira koji sadrzi 20 crvenih i 2
zelene kuglice. Odredimo vjerojatnost izvlacenja toéno dvije zelene kuglice u 30 ponavljanja toga

pokusa. Prilikom ponavljanja prethodno izvucena kuglica vraca se u Sedir i sve se dobro promijesa.

Da bi rijesili taj problem, prvo éemo uociti da je vjerojatnost izvlacenja zelene kuglice u svakom
pojedinom izvladenju wvijek ista i iznosi 1/11, dok je vjerojatnost izvlacenja crvene kuglice 10/11.
Prostor elementarnih dogadaja 2 tog slucajnog pokusa sastoji se od uredenih 30-torki slova "c" i
"z" koja oznadavaju boju kuglice izvudene u pojedinom izvladenju (tj. Q je skup svih varijacija s

ponavljanjem 30-og razreda dvoclanog skupa {c, z}).

Vjerojatnost da su u prvim dvama pokusagima izvucene zelene kuglice, a u svim ostalima crvene,

moZemo izracunati kao vjerojatnost presjeka nezavisnih dogadaja, pa ona iznosi

(&) (&)

Medutim, isto toliko iznosi vjerojatnost pojave svake uredene 30-torke toga pokusa u kojoj su tocno

320) elemenata koji imaju "z" na toéno dvjema pozicijama,

a svaki od njih ima vjerojatnost (%) . (%) 8, onda vjerojatnost izvladenja tocno dviju zelenih

dva slova "z". S obzirom da u Q) ima (

kuglica u tih 30 ponavljanja pokusa iznosi
(30> 1\? /10\*
2 11 1)

Formula potpune vjerojatnosti

Koristenje uvjetnih vjerojatnosti moze olaksati racunanje vjerojatnosti u slozenijim

slucéajevima.

Primjer 1.35. Student je pristupio pismenom ispitu, no ne moze doéi pogledati rezultate, stoga
ne zna je li prosao ili pao. Zamolio je svog prijatelja da to ucini umgjesto njega ¢ da mu posalje
poruku po bratu. Medutim, svjestan je da obojica govore istinu samo s vjerojatnoséu 2/3. Kolika

je vjerojatnost da ée student dobiti toénu informaciju?

Oznacimo A dogadag koji znaci da je student dobio tocnu informaciju, Ly &injenicu da je slagao
prijatelj, a Ly cingenicu da je slagao brat. Dogadaje da su brat i prijatelj govorili istinu oznadit
cemo sa Ip i Iy.



P0OJAM I OSNOVNA SVOJSTVA VJEROJATNOSTI 35

Taj primgjer moZemo rijesiti tako da prebrojimo sve moguénosti i izracunamo vjerojatnosti presjeka
iz skupa

{Lp N Ly, IpN Ly, Ly NIy, Ip N I}
Student moZe cuti toénu informaciju u dvama od navedenih slucajeva: Ly N Ly i I N 1. Ako mu

brat i prijatelj laZu neovisno jedan od drugoga, onda je

P(Ly L) = P(L)P(Ly) = 3,

P(I, N 1) = P(I,) P(I;) = g

pa je vjerojatnost da cuje toénu informaciju

P(A):P(meLb)-f-P(Imeb):g-

Problem je jednostavan. Medutim, sljedeéi nacin rjeSavanja istog primjera sugerira princip koji

se moZe generalno primijeniti te olak$ati racunanje u mnogo sloZenijim situacijama.

Uocimo da prijatelj moZe samo lagati ili reéi istinu. Dakle, dogadaji se Ly i I, medusobno isljucuju
(disjunktni su) i opisuju sve Sto se moZe dogoditi u odnosu na informaciju koju prenosi prijatelj.
Takoder je

P(A) = P(ANI,)+ P(ANLy) =
:P(A|IP)P(IP)+P(A|LP)P(LP):
22 115

33 33 9

Definicija 1.8. Konacna ili prebrojiva familija dogadaja {H; : i € I}, I C N, u
vjerojatnostnom prostoru (2, F, P) je potpun sustav dogadaja ako vrijedi:

1. P(H;) >0 za svei€ I,

2. HHNH; =0 zasvei #j,1,j€l,

3. UH; =Q.

i€l
Napomena 1.1. Potpun sustav dogadaja {H; : i € I}, I CN, ¢ini jednu particiju
prostora elementarnih dogadaja Q) (slika 1.15). Prema tome, bilo koji dogadaj A C Q
moguce je prikazati kao uniju presjeka dogadaja A s dogadajima H;, I C N, potpunog
sustava dogadaja, tj.
A=J@Anm),
il

Sto prikazujemo slikom 1.16.
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Q [
HZ Hn
\_//

Slika 1.15: Potpun sustav dogadaja.

Slika 1.16: Prikaz dogadaja A C €2 kao unije dogadaja AN H;, i € I CN.

Teorem 1.1 (Formula potpune vjerojatnosti). Neka je (2, F, P) vjerojatnosni
prostor i {H; :i € I}, I C N, potpun sustav dogadaja na njemu. Tada za proizvoljan
dogadaj A € F vrijedi
P(A) = P(A| H)P(H,). (1.3)
icl

Dokaz. Uo¢imo da dogadaj A € F moZemo predstaviti na sljedeéi nacin:

A=JAnH,.
il
Takoder uoc¢imo da je {ANH; : i € I'}, I CN, familija disjunktnih skupova. Prema
tome slijedi da je

P(A) = ZP(AﬂHi) = ZP(A | Hi)P(H;).
el el
Primjer 1.36. Uli¢ni kockar ima dva novcica od jedne kune: jedan je pravilno izraden (tzv.
standardni novéié), a drugi s obiju strana ima slavuja (tj. nepravilno je izraden, tzv. nestandardni

novc¢ié¢). Vama je ponudio da na slucajan nacdin odaberete jedan novéié koji ée on baciti dva puta.

Kolika je vjerojatnost da je u oba bacanja odabrani novéié pao na slavuja?

Ocito traZena vjerojatnost ovisi o tome koji smo od dvaju ponudenih novcéiéa odabrali. Dakle, kao
potpun sustav dogadaja promatramo familiju {H1,H2} gdje su dogadaji H1 i Ha definirani na
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sljedeéi nacin:
Hi —  odabran je standardan novdié,
Ho — odabran je nestandardan novdié.
Buduéi da novdié izvlacimo na slucajan nadin, vjerojatnosti dogadaja Hy i Ho iznose
1
P(H1) = P(H2) = 3

Dogadaj ¢iju vjerojatnost Zelimo izracunati jest
A — u dvama je bacanjima odabrani novcié oba puta pao na slavuja.

Iz definicije promatranog problema slijedi:

11 1
PA|H)=--—=—-, PA|Hz)=1-1=1.
(AJH)=o.o=7 (A Hz)
Prema formuli potpune vjerojatnosti slijedi traZena vjerojatnost:
1/1 5
P(A) = P(Hl)P(A ‘ Hl) + P(HQ)P(A ‘ H2) = 5 (Z + 1) = g

Primjer 1.37 (Monty Hall problem ?). Pretpostavite da igra¢ sudjeluje u igri u kojoj bira
jedna od triju vrata. Iza jednih je vrata automobil, a iza preostalih dvaju vrata nalaze se koze.
Npr. ako igrac izabere prva vrata, voditelj igre (koji zna iza kojih vrata se nalazi automobil, a iza
kojih koze) otvorit ée ona od preostalih dvaju vrata za koja zna da kriju kozu (slika 1.17).

JEE  mEp

(a) Pocetni izbor (b) Potez voditelja

Slika 1.17: Monty Hall problem

Nakon toga voditelj pita igraca: "Zelite li promjeniti vas izbor vrata?". Mi se pitamo je li mudro
da igra¢ promijeni izbor?

Promotrimo situaciju u kojoj se automobil nalazi iza drugih vrata, a igra¢ je odabrao prva vrata
- to znacdi da ée voditelj otvoriti treca vrata jer zna da se iza njih nalazi koza. Uvedimo sljedece
oznake za promatrane dogadaje:

A; - automobil se nalazi iza i-tih vrata,

I; - igrac je izabrao i-ta vrata,

4Monty Hall problem prvi put postavljen je 1975. u pismu Stevea Selvina uredniku &asopisa
American Statistician, a nazvan je prema voditelju americkog kviza Let’s make a deal.
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Vi - wvoditelj je otvorio i-ta vrata,

Vi | I - ako je igrac odabrao j-ta vrata, voditelj je otvorio i-ta vrata, i # j,
gdje su i,j € {1,2,3}. Buduéi da igra¢ ne zna iza kojih se vrata malazi automobil, dogadaji A;
1 I; nezavisni su za svaki izbor i i j. Odgovor na pitanje je li mudro za igraca promijenili izbor
vrata mozZemo dobiti tako da izracunamo vjerojatnost da se automobil nalazi iza drugih vrata
ako je igra¢ odabrao prva vrata i voditelj potom otvorio treéa vrata. Tu vjerojatnost racunamo
primjenom definicije uvjetne vjerojatnosti:
P (V5 n (AQ N Il)) _ P(V3 | As N Il)P(AQ)

P(IyNV3) - P(Vs | I)

Kako ée u promatranoj situaciji voditelj otvoriti treca vrata jer zna da se iza njih nalazi koza,
sligedi da je P(Va | A2 N 11) = 1. Dogadaji A1, As i As &ine potpun sustav dogadaja i P(A1) =
P(A2) = P(As) = 1/3. Preostaje izracunati P(V3 | I1). Prema formuli potpune vjerojatnosti

P(AQlIl N Vg) =

slijedi da je
3 3
P(Vs | 1) =P, (Va) =>_ Pr,(A)Pr, (V3| Ai) =Y P(A; | )P (Vs | Ain ).
i=1 i=1

Kako su dogadaji A; i Iy, i € {1,2,3} nezavisni, slijedi da je
1
P(AZ |11):P(A,L'):57 i€{1,2,3}.

Nadalje, zakljucujemo da je P (V3| AiNIl) =1/2, P(V3|AanN)=1i¢P((Vz|AsnNI) =0,
iz Cega slijedi da je Pr, (V3) = P(V3 | I1) = 1/2. Sada lako slijedi da je P(A2|Iy NV3) = 2/3 te

zakljucujemo da je u opisanoj situaciji promjena izbora vrata mudar potez za igraca (slika 1.18).

113 213 l

g &

2i3 0
(a) Vjerojatnosti bez sudjelo- (b) Vjerojatnosti sa sudjelo-
vanja voditelja vanjem voditelja

Slika 1.18: Vjerojatnosti ishoda u Monty Hall problemu

Analizirajte probleme vezane uz druge odabire vrata i smjestaje automobila.

U primjenama ¢esto elemente potpunog sustava dogadaja {H; :i € I} C F, I CN,
tj. skupove H; zovemo hipotezama. Ponekad je korisno razmisljati o rac¢unanja
vjerojatnosti da je postavljena hipoteza istinita ako utvrdimo da se realizirao neki
dogadaj. Npr. ako u primjeru 1.36 utvrdimo da se u oba pokusaja okrenuo slavuj,
mozemo se pitati kolika je vjerojatnost da je izvuceni nov¢i¢ standardan, a kolika da
nije standardan. Za izra¢unavanje vjerojatnosi tog oblika moze se koristiti rezultat

poznat pod nazivom Bayesova formula.
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Teorem 1.2. Neka je {H; : i € I}, I C N, potpun sustav dogadaja na vjerojat-
nosnom prostoru (Q, F, P) i neka je A € F dogadaj s pozitivnom vjerojatnosti, tj.
P(A) > 0. Tada za svaki i € T vrijedi:

P(H;)P(A | H;)

(1.4)

Dokaz. Primjenom definicije uvjetne vjerojatnosti slijedi:

_ P(H;nA) P(H;)P(A| H;)

Primjer 1.38. Za problem opisan u primjeru 1.36 pomocu Bayesove formule izracunajmo vje-
rojatnosti P(H1 | A) © P(Ha | A), pri ¢emu dogadaje H1 | A i Ha | A interpretiramo na sljedeci
nacin:
Hi|A —  ako je u oba bacanja novié pao na slavuja,
odabran je standardan novdié.
Hy | A —  ako je u oba bacanja novéié pao na slavuja,
odabran je nestandardan novdié.

Primjenom Bayesove formule slijedi:

-1 4

5 5
8

=
N | =

1
2 1
P(H1|A):T:gv P(Hz | A) =
8
Uocimo da je

P(Hy | A)+ P(H2 | A) = =1

(SR
Ol

1.10 Zadaci

Zadatak 1.1. Odredite skupove elementarnih dogadaja za sljedece sluc¢ajne pokuse:
a) uzastopno bacanje pravilno izradenog novéi¢a dva puta,
b) bacanje jedne pravilno izradene igrace kockice,
c) istovremeno bacanje dviju pravilno izradenih igrac¢ih kockica,
d) uzastopno bacanje pravilnom izradene igraée kockice n puta, n € N,
e) slucajan izbor delegacije od dvaju ¢lanova iz skupa osoba {A, B,C, D, E, F'}.
Rjesenje:
a) @={(P,P),(P,G),(G,P),(G,G)}
b) @ = {1,2,3,4,5,6},
c) Q={(i,j) 4,5 €{1,...,6}},
d) Q={0G1,..-,in) :t1,...,in € {1,...,6}},
e) Q je familija svih dvoélanih podskupova skupa {A4,..., F}.
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Zadatak 1.2. Odredite prostor elementarnih dogadaja slu¢ajnog pokusa koji se sastoji od ba-
canja pravilno izradenog nov¢i¢a i pravilno izradene igrac¢e kockice redom, pri ¢emu se kao ishod

registriraju pojava pisma ili glave na nov¢i¢u i broj na gornjoj strani kockice.

Rjesenje: Q = {(i,5):1 € {P,G},5 € {1,...,6}}.

Zadatak 1.3. Odredite prostor elementarnih dogadaja slu¢ajnog pokusa koji se sastoji od bacanja

pravilno izradenog nov¢i¢a i odabira jednog elementa skupa {A, B,C, D, E'} redom.

RjeSenje: oznacimo 1 realizaciju pisma i 0 realizaciju glave pri bacanju novéica; Q = {0,1} x
{A,B,C,D, E}.

Zadatak 1.4. Odredite prostor elementranih dogadaja slu¢ajnog pokusa koji se sastoji redom od
bacanja pravilno izradene igra¢e kockice i pravilno izradenog tetraedra ¢ije su strane numerirane
slovima a, b, c1i d.

Rjesenje: Q = {(¢,7):i€{1,...,6},j € {a,b,c,d}}.

Zadatak 1.5. Slucajan pokus sastoji se od uzastopnog bacanja pravilno izradenog novci¢a sve

dok ne padne pismo. Odredite prostor elementarnih dogadaja tog pokusa.

Rjesenje: oznac¢imo 1 realizaciju pisma i 0 realizaciju glave; Q = {1, (0, 1), (0,0, 1), (0,0,0,1),...}

Zadatak 1.6. U kutiji se nalaze Cetiri papirica numerirana brojevima 1, 2, 3 i 4. Iz kutije se na
sluc¢ajan nacin izvlaéi jedan po jedan papirié i to:

a) bez vracanja,

b) s vracanjem,

sve dok se ne izvuce papiri¢ na kojemu je neparan broj. Ako se kao ishod tog slu¢ajnog pokusa

registriraju izvuceni brojevi, odredite prostor elementarnih dogadaja.

Rjesenje:
a) =1{1,3,(2,1),(4,1),(2,3),(4,3),(2,4,1),(2,4,3),(4,2,1), (4,2,3)},
b) @ =1{1,3,(2,1),(2,2,1),(2,2,2,1),...}.

Zadatak 1.7. Strijelac gada metu 4 puta, pri emu se registriraju pogoci (oznafeni nulom) i
promasaji (oznaleni jedinicom). Odredite prostor elementarnih dogadaja i sljede¢e dogadaje:

a) A - gadanje je zapocelo promaSajem,
b) B - rezultat je svih gadanja isti,
¢) C - cilj je pogoden dva puta,

d) D - cilj je pogoden barem dva puta.
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Rjesenje:

Q = {(0,0,0,0),(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1),(1,1,0,0),
(0,1,1,0),(0,0,1,1),(1,0,1,0),(1,0,0,1),(0,1,0,1),(1,1,1,0),
(0,1,1,1),(1,0,1,1),(1,1,0,1),(1,1,1,1)}.

Zadatak 1.8. Vitez Okruglog stola kralja Arthura, Sir Lancelot, odlucio je strijelom gadati jabuku
kroz zlatni prsten u Cast kraljice Guinevere. Sir Lancelot ima na raspolaganju samo luk i 4 strijele
i moze gadati jabuku sve dok je ne pogodi 2 puta ili ne potrosi sve strijele (pogoci i promagaji ne
moraju se realizirati zaredom). Odredite prostor elementarnih dogadaja €2 te sljedeé¢e dogadaje:

e A - jabuka je promaSena to¢no dva puta,

e B - jabuka je promaSena u posljednjem pokusaju.
Jesu li dogadaji A i B disjunktni?
Rjesenje:
Q = {(1,1),(0,1,1),(1,0,1),(0,0,1,1),(0,1,0,1), (1,0,0,1), (1,0,0,0),

(07 17 0? 0)7 (07 07 1’ 0)’ (0’ 07 07 1)7 (07 0’ 07 0)}7

A=1{(1,0,0,1),(0,0,1,1),(0,1,0,1)},
B = {(07 07 07 0)7 (1707 07 0)7 (07 1707 0)7 (07 07 170)}7 ANB = @

Zadatak 1.9. U natjecanju u strelicarstvu lukom i strijelom Robin Hood gada jednostavnu metu
(jedine mogucée realizacije gadanja su ili pogodak ili promagaj) sve dok ju ili ne pogodi dva puta
ili ne promasi tri puta (pogoci i promasaji ne moraju se realizirati zaredom). Odredite prostor
elementarnih dogadaja Q te sljedece dogadaje:

e A - druga odapeta strelica promasila je metu,
e B - prva i tre¢a odapeta strelica pogodile su metu.
Jesu li dogadaji A i B disjunktni?
Rjesenje:
Q= {(17 1)7 (17 0, 1)’ (0’ 1, 1)7 (07 0, 0)7 (07 0,1, 1): (07 0,1, 0)7
(1,0,0,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,1,0,0)}, A = {(1,0,1), (0,0,0), (0,0,1,1), (0,0, 1,0),(1,0,0,0), (1,0,0,1)},

B={(1,0,1)}, BCA.

Zadatak 1.10. Strijelac gada cilj oblika kruzne mete polumjera R, pri ¢emu se mjeri udaljenost
od mjesta pogotka do sredista mete. Odredite prostor elementarnih dogadaja.

Rjesenje: oznaéimo O promasaj mete pri gadanju; Q = [0, R] U {O}.

Zadatak 1.11. Neka je Q2 prostor elementarnih dogadaja nekog slu¢ajnog pokusa, te neka su A,
B i C dogadaji (A, B,C C Q). Pomoc¢u dogadaja A, B i C izrazite sljedec¢e dogadaje:

a) realizirao se samo dogadaj A,
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b) realizirali su se dogadaji A i B,
¢) realizirala su se sva tri dogadaja,
d) realizirao se barem jedan od dogadaja A, B i C,
e) realizirao se to¢no jedan od dogadaja A, B i C,
f) realizirali su se barem dva od dogadaja A, B i C,
g) realizirali su se to¢no dva od dogadaja A, B i C,
h) realizirali su se najvise dva od dogadaja A, B i C,
i) nije se realizirao niti jedan od dogadaja A, Bi C.

Rjesenje:

a) ANBcNCe,

b) AN B,

¢c) ANBNC,

d) AUBUC,

e) (ANBNC)U(A°NBNCY)U(A°NB°NC),

f)(AnB)U(ANC)Uu(BNO),

g) (ANBNCY)U(ANB NC)U(ANBNC),

h) A°U BcUC*,

i) (AUBUCQC)".

Zadatak 1.12. Medu studentima se okupljenima na predavanju slu¢ajno bira jedan student.
Promatramo sljedece dogadaje:

e A - student je muskog spola,

e B - student je vegetarijanac,

e (C - student zivi u studentskom domu.
a) Opisite dogadaj ANBNC.
b) Kada ¢e vrijediti AN BNC = A?

¢) Kada ¢e vrijediti C¢ C B?

d) Kada ce vrijediti A¢ = B? Vrijedi li nuZno ta jednakost ako su svi studenti muskog spola
vegetarijanci?

Rjesenje:
a) Student je muskog spola, vegetarijanac je i Zivi u studentskom domu.
b) Vrygedi kad su svi studenti muskog spola vegetarijanci i Zive u studentskom domu.
¢) Vrigedi kad su svi studenti koji ne Zive u studentskom domu vegetarijanci.

d) A¢ = B wrijedi ako su svi studenti vegetarijanci Zenskog spola (B C A€) i ako su sve
studentice vegetarijanci (A€ C B). Ako su svi studenti muskog spola vegetarijanci (tj. ako
je A C B) zakljuéujemo sljedece:

- A¢ C B samo ako su svi studenti (bez obzira na spol) vegetarijanci,

- B C A€ u opisanoj situaciji ne vrijeds,
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Sto znaci da ako je A C B, skupovi A° ¢ B nisu jednaki.

Zadatak 1.13. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor. Ako su A, B € F takvi da je P(A A
B) = 0, dokazite da je P(A) = P(B).

Uputa: AAB=(A\B)U(B\A).

Zadatak 1.14. Neka je (92, F, P) vjerojatnosni prostor te neka za A, B € F vrijedi da je P(A A
B) =01 P(A) = p. Izracunajte:

a) P(ANB)i P(AUB),
b) P(A\ B)i P(B\ A).

Zadatak 1.15. Dokazite da nezavisnost dogadaja A i B, A, B € F, povla¢i nezavisnost
a) dogadaja A i B¢,
b) dogadaja A€ i BC.

Zadatak 1.16. Na raspolaganju nam je kutija u kojoj se nalazi 100 papiri¢a numeriranih broje-
vima 1,2,...,100. Slucajan pokus sastoji se od izvlacenja jednog papiric¢a iz kutije. Upotrebom
klasi¢ne definicije vjerojatnosti odredite vjerojatnosti sljede¢ih dogadaja:

a) A - izvuleni je broj jednoznamenkast,
b) B - izvuéeni je broj dvoznamenkast,
¢) C - izvuleni je broj manji ili jednak broju k, k € {1,2,...,100},
d) D - izvuceni je broj strogo veéi od k, k € {1,2,...,100},
e) F - suma je znamenaka izvucenog broja 3,
f) F - umnoZak je znamenaka izvuéenog broja 6.
Rjesenje:
a) P(A) =0.09, b) P(B) = 0.9, c) P(C) = k/100,
d) P(D) = (100 — k)/100, €) P(E)=0.04, f) P(F)=0.04.

Zadatak 1.17. Pravilno izradena igrac¢a kockica baca se dva puta. Upotrebom klasi¢ne definicije
vjerojatnosti odredite vjerojatnosti sljede¢ih dogadaja:

a) A - pali su jednaki brojevi,

b) B - suma je brojeva koji su pali 8,

¢) C - produkt je brojeva koji su pali 8,

d) D - suma brojeva koji su pali veéa je od produkta brojeva koji su pali,

e) E - produkt brojeva koji su pali veéi je od sume brojeva koji su pali.
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Rjesenje:
a) P(A) =1/86, b) P(B) =5/36, c¢) P(C)=1/18,
d) P(D) =11/36, e) P(E)=2/3.

Zadatak 1.18. Pretpostavimo da u posiljci od ukupno 500 jabuka ima 2% prezrelih jabuka.
Kolika je vjerojatnost da slucajan uzorak od 20 jabuka uzet iz te poSiljke sadrzi to¢no dvije
prezrele jabuke?

() (%)
(%)

Zadatak 1.19 (Problem rodendana). Kolika je vjerojatnost da izmedu n osoba, n < 365,

Rjesenje:

barem dvije osobe imaju rodendan istog datuma? Pretpostavljamo da svaka od n osoba moze biti
rodena s jednakom vjerojatnoséu bilo kojeg dana u godini i zanemarujemo postojanje prijestupnih
godina.

364 - -- (366 —
Rjesenje: 1 — #
36571

Zadatak 1.20. U kutiji se nalazi a crvenih i b zelenih kuglica (a > 2, b > 2). Iz kutije na sluc¢ajan
nadin istovremeno izvadimo dvije kuglice. Definirajmo sljede¢e dogadaje:

A —  izvucene su kuglice iste boje,
B —  izvucene su kuglice razli¢itih boja.

Koji je od dogadaja A i B vjerojatniji?

Rjesenje: P(A) = P(B) =

/N
5]
(S
o
~—

Zadatak 1.21. Pravilno izraden nov¢i¢ bacamo 10 puta zaredom. Kolika je vjerojatnost da se
pismo realizira to¢no tri puta?

Rjesenje: 510

Zadatak 1.22. Pravilno izradenu igra¢u kockicu bacamo 10 puta. Kolika je vjerojatnost da se
kao rezultat bacanja brojevi 1,2,3,4,5,6 pojave redom 2,3,1,1,1,2 puta?

N 10!
Rjesenje: ol

Zadatak 1.23. U autobusu se nalazi 15 ljudi. Do kraja putovanja ostale su 4 stanice. Kolika je
vjerojatnost da svi putnici izadu na istoj stanici?

Rjesenje: 414,
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Zadatak 1.24. Pretpostavimo da n ljudi na slucajan nacin sjeda za okrugli stol. Izracunajte
vjerojatnost da ¢e dva unaprijed odabrana covjeka sjediti zajedno.

2
Rjesenje: ——.
n—1

Zadatak 1.25. m muskaraca i n Zena rasporeduju se na slu¢ajan nadin u kazalistu na (m + n)
sjedala slozenih u redu. Kolika je vjerojatnost da sve Zene sjede zajedno (tj. jedna do druge)?
nl(m + 1)! m+1

Rjesenje: )l = <m;n>.

Zadatak 1.26. Svezanj od 52 karte podijeli se na dva jednakobrojna dijela. Odredite vjerojatnost
sljedeé¢ih dogadaja:
a) A - usvakom dijelu nalaze se po dva kralja,

b) B - u jednom dijelu ne nalazi se niti jedan kralj,

¢) C - u jednom dijelu nalazi se jedan, a u drugom dijelu tri kralja.

Rjesenje: P(A) = M _ 2 (33) 8 (32)

@ @y ()

Zadatak 1.27. Iz $pila od 52 karte na slu¢ajan nacin biramo 8 karata. Izracunajte vjerojatnost

P(C) =

da su izvucena
a) tri asa,
b) tri kralja,

¢) tri asa ili tri kralja.

Rjesenje: a)

Zadatak 1.28. Student je doSao na ispit znajuéi odgovore na 90 od 100 pitanja. Izvlaé¢i se pet
pitanja.
a) Kolika je vjerojatnost da ¢e student znati odgovore na svih pet pitanja?

b) Kolika je vjerojatnost da ¢e student znati odgovore na barem tri od pet izvuenih pitanja?

<950) ~ 0.584, b) (950) +10(940>+<120> (930) ~ 0.99.

) (%)

Rjesenje: a)

Zadatak 1.29. Iz SeSira u kojem se nalazi n kuglica na slu¢ajan nac¢in izaberemo nekoliko kuglica.

Kolika je vjerojatnost da smo izvukli paran broj kuglica?
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an—1—1
Rjesenje: ——
2n —1

Zadatak 1.30 (De Mereov paradoks). Bacamo tri razli¢ite pravilno izradene igrace kockice.

Zanima nas vjerojatnost sljede¢ih dogadaja:
(a) A - zbroj brojeva na svim trima kockicama jednak je 11,
(b) B - zbroj brojeva na svim trima kockicama jednak je 12.

27 25

Rjesenje: P(A) = 5 P(B) = Ik

Zadatak 1.31. Standardni svezanj od 52 karte sastoji se od 26 crvenih karata (13 hercova i 13
karo karata) i 26 crnih karata (13 pikova i 13 trefova). Na slu¢ajan nacin iz Spila biramo 11 karata.
Odredite prostor elementarnih dogadaja €2 i izraGunajte vjerojatnosti sljedeé¢ih dogadaja:

a) A - izvulena je barem jedna crvena karta,

b) B - izvudeno je to¢no pet crnih karata ili to¢no sedam hercova.

Rjesenje: P(A) = é%l () (%) §11sz>, P(B) = @) @)+ (%) (266);(173) (349).

Zadatak 1.32. U SeSiru se nalazi 100 listica s oznakama od 00 do 99. Ako je zy (ne radi se o
umnosku z - y) oznaka na slu¢ajno odabranom listi¢u, odredite vjerojatnosti dogadaja A = {zy :
z-y <5}, B={zy:xz+y =11} te dogadaja C = {zy : zy > 60} pod uvjetom da se realizirao
dogadaj D = {zy:y > T}.

Rjesenje: P(A) = 27/100, P(B) = 2/25, P(C|D) = 2/9.

Zadatak 1.33. Pravilno izraden nov¢i¢ bacamo n puta. Odredite vjerojatnost da se pismo reali-
zira u to¢no m bacanja, m < n.

)

Rjesenje: on

Zadatak 1.34. Odredite vjerojatnost da rodendani 12 nasumi¢no odabranih ljudi padnu u razli-
Cite mjesece u godini?
11!

Rjesenje: o1t

Zadatak 1.35. U kutiji se nalazi (n + m) srecki od kojih n dobiva. Na slu¢ajan na¢in odabere
se k srecki. Kolika je vjerojatnost da medu njima bude j dobitnih?

() (75
"%

Rjesenje:

Zadatak 1.36. Odredite vjerojatnost da je slu¢ajno odabrana tocka iz segmenta [0, 1] racionalna?
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Rjedenje: vjerojatnost odabira racionalne tocke iz segmenta [0, 1] jest nula, tj. sluajno ¢e odabrana
tocka iz segmenta [0, 1] gotovo sigurno biti iracionalna.

Zadatak 1.37. Za fiksiranu tocku c € [a,b] i slu¢ajno odabranu toc¢ku z € [a,b] odredite vjero-
jatnosti sljedec¢ih dogadaja:
a) z <cg,

b

gl

) Kl
) T =,
d)

x je blize tocki a nego tocki b.

c—a c—a

, b )
b—a )b—a

Rjesenje: a)

Zadatak 1.38. Neka su z iy dva slu¢ajno odabrana broja iz segmenta [0, 1]. Odredite vjerojatnost
da za njih vrijedi:

a) = >y,

. . 1 2
Rjesenje: a) 1/2, b)7/8 <¢)0, d) 3 + ) In 2.

Zadatak 1.39. Neka su z i y dva slucajno odabrana broja iz segmenta [—2,2]. Odredite vjero-
jatnost da za njih vrijedi y < 22 iz < %y + 1.

Zadatak 1.40. Dva broda A i B trebaju sti¢i u istu luku. Njihova su vremena dolaska u luku
slu¢ajna, medusobno nezavisna i jednako vjerojatna tijekom 24 sata. Kad brod A stigne u luku,
on ostaje u njoj 1 sat, a brod B 2 sata. Buduéi da luka ne moze odjednom primiti dva broda,

odredite vjerojatnost da jedan od brodova ¢eka na oslobadanje luke dok drugi brod ne ode.

Rjesenje: 0.121.

Zadatak 1.41. Na kruZnici polumjera r = 2c¢m na slu¢ajan nacin biramo dvije to¢ke. Kolika
je vjerojatnost da ¢e udaljenost medu tim tockama mjerena duzinski (ne po kruZnici) biti najvise

2cm?

Rjesenje: 1/3.

Zadatak 1.42. Na kruznici polumjera 7 na slu¢ajan nacin odabrane su tri toc¢ke: A, B i C. Kolika

je vjerojatnost da je kruznici upisan trokut ABC' &iljastokutan?
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RjeSenje: 1/4. Pretpostavite da je polozaj tocke A na kruznici fiksan, promatrajte duljine kruznih
lukova AB i BC te tako odreden prostor elementarnih dogadaja skicirajte u Kartezijevom koordinatnom
sustavu.

Zadatak 1.43. Izradunajte vjerojatnost da korijeni kvadratne jednadzbe x2 + px + ¢ = 0 budu
realni, ako se koeficijenti p i q izabiru na slu¢ajan naéin iz segmenta [—1,1].

Rjesenje: 13/24.

Zadatak 1.44. U pravokutniku kojemu se stranice odnose kao 1 : 2 na sluajan nacin biramo

jednu tocku. Kolika je vjerojatnost da je tocka pala:
a) na dijagonalu pravokutnika,

b) blize duljoj stranici pravokutnika?

Rjesenje: a) 0, b) 3/4.

Zadatak 1.45. Na duzini AB duljine a na sluéajan nadin izabrane su toc¢ke M i N. Odredite
vjerojatnost da je to¢ka M blize tocki A nego toc¢ki N.

Rjesenje: 1/4.

Zadatak 1.46. Kolika je vjerojatnost da slu¢ajno odabrana toc¢ka u kvadratu bude bliza jednoj
od dijagonala nego stranicama kvadrata?

Ricgenie: V2

jesenjer ————.
+2

Zadatak 1.47. Vjerojatnost da se knjiga nalazi u knjiZnici iznosi p. Ako je knjiga u knjiZnici,

nalazi se na jednoj od n polica s jednakom vjerojatnoscéu (za svaku od tih n polica). Pregledano

je m polica, m < n, i knjiga nije nadena. Kolika je vjerojatnost da je knjiga ipak u knjiznici?

(n—m)p
n—mp

Rjesenje:

Zadatak 1.48. Pretpostavimo da na slu¢ajan nac¢in odabiremo realne brojeve z € [0,1]iy € [0, 2].
Kolika je vjerojatnost da je njihov zbroj veéi od dva, a produkt manji od jedan?

1 1
Rjesenje: — In2 — —.
2 4

Zadatak 1.49. Tocka A bira se na sluajan na¢in unutar jednakostrani¢nog trokuta sa stranicom
duljine 3 cm. Kolika je vjerojatnost da udaljenost tocke A od bilo kojeg vrha trokuta bude veca
od 1 cm?

Rjesenje:

27
9v3’
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Zadatak 1.50. Zadano nam je pet duzina ¢ije su duljine 2 cm, 4 cm, 5 cm, 7 cm i 9 cm. Kolika

je vjerojatnost da se od tri slu¢ajno odabrane duzine moze konstruirati trokut?

Rjesenje: 2/5.

Zadatak 1.51. Tocka A bira se na slu¢ajan na¢in unutar raznostrani¢nog pravokutnog trokuta.
Kolika je vjerojatnost da je odabrana to¢ka A bliza hipotenuzi nego katetama?

Rjesenje: duljinu hipotenuze oznacimo ¢, a duljine kateta a i b; tada je trazena vjerojatnost i e
c

Zadatak 1.52. Trenutak u kojem ¢e neki signal sti¢i do prijemnika slu¢ajno je odabrani trenutak
iz intervala [0,T]. Prijemnik nece registrirati drugi signal ako je razlika izmedu dva uzastopna

signala manja od 7, 7 < T. Odredite vjerojatnost da prijemnik necée registrirati drugi signal.

72T — 1)

Rjesenje: T2

Zadatak 1.53 (Buffonov problem). Ravnina je podijeljena paralelnim pravcima koji su jedan
od drugog udaljeni za 2a. Na tu se ravninu na slucajan na¢in baca igla duljine 2, I < a. Odredite

vjerojatnost da igla sijeCe neki od pravaca.

. L2
Rjesenje: —.
arm

Zadatak 1.54. Slucajan pokus sastoji se od bacanja pravilno izradenog nov¢i¢a tri puta za redom.
Zelimo nadi vjerojatnost dogadaja A uz dani dogadaj B kada su A i B sljedeéi dogadaji:
e A - glava je pala viSe puta nego pismo,

e B - prvo je palo pismo.

Rjesenje: P(A|B) = 0.25.

Zadatak 1.55. Iz kutije u kojoj se nalazi m crvenih i n zelenih kuglica na slu¢ajan nacin izvuc¢eno
je k kuglica. Uz pretpostavku da su sve izvucéene kuglice iste boje, kolika je vjerojatnost da su sve
zelene?

n
Rjesenje: %

(%) + ()

Zadatak 1.56. Slucajan pokus sastoji se od slud¢ajnog odabira obitelji koja ima dvoje djece (uz
pretpostavku da su vjerojatnosti rodenja kéerke i sina jednake ($to priblizno odgovara stvarnoj
situaciji) te da znamo redoslijed radanja djece u obitelji). Treba provjeriti jesu li sljede¢i dogadaji

nezavisni:
e A - u obitelji je barem jedna kéerka,

e B - u obitelji su jedna kéerka i jedan sin.
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Rjesenje: A i B nisu nezavisni dogadaji.

Zadatak 1.57. Cilj se gada iz tri topa. Topovi pogadaju cilj nezavisno jedan od drugoga s
vjerojatnoscéu 0.4. Ako jedan top pogodi cilj unistava ga s vjerojatnoséu 0.3, ako ga pogode dva
topa uniStavaju ga s vjerojatnoséu 0.7, a ako ga pogode tri topa uniStavaju ga s vjerojatnoséu 0.9.

Nadite vjerojatnost uniStenja cilja.

Rjesenje: 0.3888.

Zadatak 1.58. Imamo dvije kutije. U prvoj se nalazi a bijelih i b crnih kuglica, a u drugoj c
bijelih i d crnih kuglica. Iz prve kutije na slu¢ajan nacin biramo k kuglica, a iz druge m kuglica.

Tih (k + m) kuglica izmijeSamo i stavimo u treéu kutiju.

a) Iz trece kutije na slucajan nacin izvucemo jednu kuglicu. Kolika je vjerojatnost da ona
bude bijele boje?

b) Iz trec¢e kutije na slu¢ajan nacin izvudemo tri kuglice. Kolika je vjerojatnost da je barem
jedna kuglica bijele boje?

Rjesenje:

) 1 ( ak n cm
a

k4+m \a+b c+d

b) Pomo¢u formule potpune vjerojatnosti odrediti vjerojatnost suprotnog dogadaja.

Zadatak 1.59. Na usmenom ispitu iz Uvoda u vjerojatnost i statistiku ponudeno je 10 pitanja
od kojih je student nauéio njih n, 0 < n < 10. Student ée poloziti ispit ako bude to¢no odgovorio
na dva slu¢ajno odabrana pitanja ili ako to¢no odgovori na jedno od njih te na trece, dodatno
postavljeno pitanje. Na koliko pitanja student treba znati to¢no odgovoriti da bi s vjerojatnoséu

ve¢om od 0.8 polozio ispit?

RjeSenje: student treba znati toc¢no odgovoriti na bar sedam pitanja.

Zadatak 1.60. Ptica slije¢e u slu¢ajno izabrano gnijezdo od ukupno tri gnijezda koja su joj na
raspolaganju. Svako gnijezdo sadrzi dva jaja i to: u prvom gnijezdu su oba jaja zdrava, u drugom
je jedno zdravo i jedan mucak, a u treéem su oba jaja mucka. Nadite vjerojatnost da ptica sjedi
na mucku. Ako je sjela na mucak, kolika je vjerojatnost da sjedi u drugom gnijezdu?

Rjesenje: ako je sjela na mucak, vjerojatnost da sjedi na drugom jajetu jest 1/3.

Zadatak 1.61. Neki izvor emitira poruke koje se sastoje od znakova 01 1. Vjerojatnost emitiranja
znaka 1 jest 0.6, a vjerojatnost emitiranja znaka 0 jest 0.4. Na izlazu se iz kanala 10% znakova
pogresno interpretira. Ako je primljena poruka 101, kolika je vjerojatnost da je ona i poslana?

Rjesenje: 0.743.
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Zadatak 1.62. Svi studenti iz grupe koja se sastoji od a odli¢nih, b vrlo dobrih i ¢ dobrih
studenata prijavili su ispit iz Uvoda u vjerojatnost i statistiku. Odli¢an student na ispitu moze
dobiti samo odli¢nu ocjenu, vrlo dobar student s jednakom vjerojatnoséu moze dobiti odli¢nu
ili vrlo dobru ocjenu, a dobar student s jednakom vjerojatno$éu moze dobiti vrlo dobru, dobru
ili dovoljnu ocjenu. Na ispitu se na slu¢ajan nacin proziva jedan student iz grupe. Kolika je

vjerojatnost da on dobije odli¢nu ili vrlo dobru ocjenu?

3a+3b+c

Rjesenje; —————.
Jesent 3(a+b+c)

Zadatak 1.63. Iz Sesira u kojem se nalazi n kuglica na slu¢ajan nacin izvla¢imo jednu kuglicu.
a) Kolika je vjerojatnost da ¢e ta kuglica biti bijela ako su sve pretpostavke o prethodnom

broju bijelih kuglica jednako vjerojatne?

b) Ako je izvudena bijela kuglica, kolika je vjerojatnost da se sve kuglice u Sesiru bijele?

Rjesenje: a) 1/2; b)2/(n+1).

Zadatak 1.64. U mrac¢noj prostoriji nalaze se Cetiri svjetiljke i sedam zarulja. Od Cetiri svjetiljke
ispravne su dvije, a od sedam Zarulja ispravne su &etiri. Ako na slu¢ajan nacin odaberemo ¢&etiri
zarulje 1 stavimo ih u svjetiljke, kolika je vjerojatnost da ¢e prostoriju obasjati svjetlo?

Rjesenje: 6/7.

Zadatak 1.65. Dane su nam dvije kutije Sibica. U prvoj kutiji nalazi se 12 sibica od kojih je
jedna slomljena, a u drugoj kutiji 10 8ibica od kojih je jedna slomljena. Uzimamo jednu Sibicu iz
prve kutije i prebacimo ju u drugu kutiju. Nakon toga iz druge kutije na slu¢ajan nacin biramo

jednu 8ibicu. Kolika je vjerojatnost da smo izabrali slomljenu $ibicu?

Rjesenje: 13/132.

Zadatak 1.66. Na raspolaganju imamo dvije kutije: u prvoj se nalaze 2 bijele i 4 plave, a u drugoj
3 bijele i 2 plave kuglice. Iz prve kutije na slu¢ajan nacin, nezavisno jednu od druge, odaberemo
dvije kuglice i prebacimo ih u drugu kutiju. Kolika je vjerojatnost da potom odabrana kuglica iz

druge kutije bude bijele boje?

Rjesenje: 11/21.

Zadatak 1.67. Iz SeSira u kojem se nalazi n kuglica izvla¢imo nasumic¢no jednu kuglicu. Kolika
je vjerojatnost da ¢e ta kuglica biti bijela, ako su sve pretpostavke o prethodnom broju kuglica
jednako vjerojatne? Nakon §to je izvucena bijela kuglica, kolika je vjerojatnost da su sve kuglice
u Sesiru bijele?

2
Rjesenje: ———.
) / n+1
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Zadatak 1.68. U tri kutije nalaze se zZute i zelene kuglice. U prvoj kutiji nalazi se 5 zutih i 3
zelene kuglice, u drugoj kutiji nalaze se 4 Zute i 4 zelene kuglice, a u tre¢oj 3 zute i 5 zelenih
kuglica. Na slu¢ajan nacin iz svake kutije izaberemo po &etiri kuglice i stavimo u ¢etvrtu kutiju.
Zatim iz Cetvrte kutije na slu¢ajan nacin uzmemo jednu kuglicu. Kolika je vjerojatnost da je ta

kuglica zelene boje?

Zadatak 1.69. U SeSiru se nalaze 4 bijele kuglice. Tri se puta na slu¢ajan naéin izvla¢i jedna
kuglica i zamjenjuje crnom kuglicom. Potom je na slu¢ajan nacin izvucena jedna kuglica i vidjelo
se da je bijela. Koliko iznosi vjerojatnost da su u SeSiru to¢no dvije crne kuglice nakon opisanih

zamjena?

Zadatak 1.70. Sluc¢ajan pokus zamisljen je na sljede¢i nadin:
e iz skupa S = {1,6,7,8,9} na slufajan nacin odaberemo jedan broj,
e od preostalih elemenata skupa S slu¢ajno odaberemo jo$ jedan broj.

Kolika je vjerojatnost da je drugi izabrani broj neparan?

Zadatak 1.71. Cetiri strijelca gadaju metu (pretpostavljamo da je meta jednostavna, tj. da su
moguce realizacije gadanja ili pogodak ili promasaj). Vjerojatnosti pogotka za pojedine strijelce
iznose redom 0.6, 0.7, 0.8, 0.9.

a) IzraCunajte vjerojatnost da barem tri strijelca pogode metu.

b) Ako je meta pogodena s tri hica, izracunajte vjerojatnost da su ju pogodili prvi i drugi

strijelac.

Zadatak 1.72. Grupa od 10 studenata dosla je na ispit na kojemu svaki student odgovara na tri
slu¢ajno odabrana pitanja od 20 ponudenih. Tri su studenta ispit pripremila odli¢no, &etvorica
dobro, dvojica dovoljno i jedan loge. Odli¢no pripremljen student zna odgovore na svih 20 pitanja,
dobro pripremljen student na 16, dovoljno pripremljen student na 10 i loSe pripremljen student
na 5 pitanja. Kolika je vjerojatnost da je slu¢ajno odabrani student to¢no odgovorio na sva tri

postavljena pitanja?

Zadatak 1.73. Pokazite da sljede¢im realnim funkcijama realne varijable mozemo definirati vje-

rojatnost na R:

3 -2?), 2 e-1,1]
) f(:v)—{“ AT

_fxemr® 2 e (0,00)
b) f(m)_{ 0 ,z€(—00,0] "

¢) Koristeéi funkcije iz zadataka a) i b) odredite vjerojatnost dogadaja

A={zeR:-1/2 <z <1/2} = (-1/2,1/2].
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Rjesenje: obje su funkcije su nenegativne i normirane, pa pomo¢u njih mozemo definirati vjerojatnost
na R. Vjerojatnost dogadaja A je: a) P(A) = 11/16, b) P(A)=1—e /2

Zadatak 1.74. Pokazite da funkcijom f: R? — R definiranom formulom
Floy) = 2@ +y) s (zy) € [-1,1] x [0,1]
0 ) (xzy) 75 [717 1] X [071]

mozemo definirati vjerojatnost na R2. Izrac¢unajte vjerojatnost da slu¢ajno odabrana tocka iz R?

pripada pravokutniku
A=10,1] x [0,1/2].

Rjesenje: funkcija f nenegativna je i normirana, stoga pomoéu nje mozemo definirati vjerojatnost na

R2. Vjerojatnost dogadaja A jest P(A) = 7/40.






Poglavlje 2

Slucajna varijabla

Proucavanje cijelog prostora elementarnih dogadaja nekog sluc¢ajnog pokusa i vje-
rojatnosti zadane na njemu moze biti vrlo slozen zadatak. Skupovi elementarnih
dogadaja mogu sadrzavati razne objekte, npr. brojeve, uredene parove, uredene
n-torke, nizove brojeva, slova, nizove slova, boje, itd. Medutim, vrlo se ¢esto nas
interes za sluajan pokus svodi samo na proucavanje jedne ili nekoliko karakteristika
koje mozemo opisati (ili kodirati) numericki.

Primjer 2.1. Ispit se sastoji od 10 pitanja visestrukog izbora. Ispit je za kandidata slucajan po-
kus. Prostor elementarnih dogadaja takvog pokusa jest skup uredenih desetorki s oznakama koje se
koriste za "tocan odgovor", odnosno "netodan odgovor". Medutim, prilikom polaganja ispita kan-
didata prvenstveno zanima koliko ée ukupno imati toénih odgovora, a ne i koji ée po redu odgovor
biti tocan. Dakle, njega zanima modeliranje na skupu moguéih ishoda {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Osim toga, zantma ga i koliku ée ocjenu postiéi, Sto znaci da ga zanima i skup moguéih ishoda
{1,2,3,4,5}.

Da bismo za dani slu¢ajni pokus analizirali i modelirali pojedinacne slu¢ajne karak-

teristike ili viSe njih, u ovom poglavlju definirat ¢emo pojam sluc¢ajne varijable, a u

sljede¢em pojam sluc¢ajnog vektora.

2.1 Diskretna slucajna varijabla

Kao 8to je veé receno, diskretan vjerojatnosni prostor karakteriziran je ¢injenicom
da €2 ima konaé¢no ili prebrojivo mnogo elemenata. U poglavlju 1.6 oznadili smo ga
Q =A{w; : i € Ig}, Io C N. PridruZena je o-algebra tada to¢no jednaka partitivnom
skupu od Q, tj. F = P(Q), a vjerojatnost se moze odrediti zadavanjem vrijednosti
samo na jednoc¢lanim podskupovima od 2. Ako 2 nije diskretan (primjerice Q = R),

nije moguce definirati vjerojatnost samo zadavanjem vrijednosti na elementima od

%)
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Q. Zbog toga ¢emo i izuc¢avanje slucajne varijable razdvojiti na takozvane diskretne i
apsolutno neprekidne slu¢ajne varijable. Pri tome ¢emo diskretne slucajne varijable

prirodno vezati uz diskretan vjerojatnosni prostor (iako to nije opéenito nuzno).

Definicija 2.1. Neka je dan diskretan vjerojatnosni prostor (2, P(Q), P). Svaku
funkciju X : Q@ — R zvat éemo diskretna slué¢ajna varijabla.

Prostor
elementarnih
dogadaja Q

v

Slika 2.1: Prikaz djelovanja slu¢ajne varijable.

Primjer 2.2. Neka se na skladistu nalaze cetiri istovrsna proizvoda. Vjerojatnost prodaje jednog
od ponudenih proizvoda u jednom danu iznosi 1/2. Broj je prodanih proizvoda u jednom danu

jedna slucajna varijabla. Oznacimo je sa X.

Uoc¢imo da se u tom primjeru Q sastoji od uredenih cetvorki nula i jedinica koje oznacavaju je li
taj dan pojedini proizvod prodan ili ne, tj. Q = {(3,7,k,1) : 4,5, k,1l € {0,1}}. Vjerojatnost svakog
elementa iz Q iznosi 1/2%. Medutim, nama je zanimljivo koliko je proizvoda prodano, ali nam
nije bitno o kojim se proizvodima radi. Zato koristimo slucajnu varijablu

X:Q->R, X@5kl)=it+5+k+1L
Skup {(i,j,k,1) € Q: X(4,],k,1) = 2} predstavlja moguce ishode iz Q kod kojih su prodana tocno
2 proizvoda. Obzirom da nas zapravo zanima vjerojatnost realizacije takvih skupova, a njihovo je
oznadavange komplicirano, ovdje éemo koristiti oznaku za skup:

{(i,7,k,1) € Q: X (i,5,k,1) =2} = {X =2},

a za vjerojatnost
P ({(i,4,k,1) € Q: X(i,4,k,1) = 2}) = P{X = 2}.

Oznake analogne onima iz primjera 2.2 koristimo opéenito kad ra¢unamo sa slucaj-

nim varijablama. Tako ¢emo za A C R uvesti sljede¢u oznaku:
{XeA}={we: X(w) € A},

a za vjerojatnost tog skupa

P{XeA}=P{weN: X(w) e A}).

Primjerice, za dani x € R koristimo oznaku

{weQ: X(w)=2}={X =z}.
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Primjer 2.3. Vratimo se primgeru 2.2. Skup je svih mogucih realizacija slucajne varijable X
koja broji prodane proizvode skup {0,1,2,3,4}.

Naime, vjerojatnosna svojstva te slucajne varijable odredena su ako ulogu prostora elementarnih
dogadaja preuzme R(X) ={0,1,2,3,4}. Na njemu vjerojatnost zadajemo nizom brojeva:

pOZP{XZO}v p1:P{X=1}, pg:P{XZQ},
p3 = P{X =3}, ps = P{X = 4}.

Prebrojavanjam elementarnih dogadaja iz Q (primger 2.2) te primjenom aditivnosti vjerojatnosti

slijedi:
1 1 3 1 1
p07167 p1747 p2787 p3747 p4716-
Radi preglednosti éemo tu diskretnu slucajnu varijablu zapisati pomocu sljedece tablice:
0123 4
X = 1 1311
16 4 8 4 16

Pregledan zapis slu¢ajne varijable prezentiran u prethodnom primjeru koristit ¢emo
i opéenito. Dakle, ako je X dana diskretna slu¢ajna varijabla na vjerojatnosnom
prostoru (2, P(Q), P), oznafimo skup svih vrijednosti koje ona moZe primiti kao
R(X) = {z;,i € I}, I C N, a pripadne vjerojatnosti nizom brojeva (p;,i € I) za
koji vrijedi:

pi=PH{weQ: X(w)=12;}) =P{X =ux;}, i€l

Bez smanjenja opcenitosti, u nastavku razmatranja pretpostavit ¢emo da je I = N.

Slué¢ajnu varijablu X prikazujemo u obliku tablice:

xT1 To xg... Ty * v

P1 P2 pP3 - Pn v

X = (2.1)
i taj prikaz zovemo zakon razdiobe, tablica distribucije ili, krace, distribucija
slu¢ajne varijable X.

Dakle, za svaku diskretnu sluéajnu varijablu mozemo istaknuti dva bitna skupa
brojeva. Jedan ¢ine sve vrijednosti koje sluc¢ajna varijabla X moze primiti, tj. skup
R(X) = {z; : i € N} kojega zovemo slika sluc¢ajne varijable, a drugi je niz pripadnih
vjerojatnosti, tj. (p;,¢ € N) takav da vrijedi p;, = P{X = x;}, 1 € N.

Uocimo da za elemente od R(X) vrijedi z; # x; za i # j s obzirom da je to skup,

dok u nizu (p;, i € N) moze biti istih elemenata, ali on ima druga dva bitna svojstva:
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1. 0<p; <1lzasvakii €N,

i=1

Zaista, bududi da je X slucajna varijabla koja prima vrijednosti iz skupa R(X), to
je P{X € R(X)} = P(Q) =1, pa iz svojstava vjerojatnosti slijedi:

0<p=P{X=u}<L.

Osim toga je

Zpi:ZP{X:xi}:P Uix =2} | =PX eR(X)} = 1.

i=1

Koristeci rezultate poglavlja 1.6 znamo da je pomocu niza realnih brojeva (p;, i € N)

koji zadovoljava svojstva

1. 0<p; <1lzasvakii €N,
o0
i=1

dobro definirana vjerojatnost na diskretnom vjerojatnosnom prostoru koji za pros-

tor elementarnih dogadaja ima skup R(X) = {x;,7 € N}.
Ako brojevi p; ujedno zadovoljavaju svojstvo
P{X:(El}:p“ ViEN,

vjerojatnost definiranu na R(X) = {z;,7 € N} oznacavat ¢emo Px, a novonas-
tali vjerojatnosni prostor (R(X), P(R(X)), Px) zovemo vjerojatnosni prostor

induciran slué¢ajnom varijablom X.

Primjer 2.4. Zbroj brojeva koji su se okrenuli prilikom bacanja dviju pravilno izradenih igraéih
kockica modeliran je diskretnom slucajnom varijablom sa sljedecom tablicom distribucije:
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X = 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1 .
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Ako nas zanima vjerojatnost dogadaja
A - zbroj je brojeva na kockicama je mangi od 6,

za izracun éemo iskoristiti prethodnu tablicu distribucije:
1 2 3 4 5

PA) =P{X <6} =PweQ: X() <6} =+ — + — + — = —.
(W) =PIX <6 =Ploe@: Xw) <6 =gt 55 55 T 56~ 18
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Opéenito, za racunanje vjerojatnosti skupova (dogadaja) oblika {X € A}, gdje je
A C R, mozemo iskoristiti tablicu distribucije slu¢ajne varijable X (tablica 2.1) na
sljedeci nacin:

P{XecA}=> p.

;€A

Graficki prikaz distribucije

Distribuciju diskretne slu¢ajne varijable koja ima konacan skup moguéih vrijednosti

R(X) i zadana je tablicom distribucije

X — X1 o ... Tnp
P1 P2 ... Pn

graficki prikazujemo grafom funkcije definirane na R(X) = {z1,...,z,} s vrijednos-
tima iz skupa {p1,...,pn} koja svakom elementu z; € R(X) pridruzuje pripadnu
vjerojatnost p; = P{X = z;}, i € {1,...,n}. O¢ito se graf te funkcije sastoji od
todaka (z;,p;).

Takoder, za graficki prikaz distribucije takve diskretne sluc¢ajne varijable ¢esto ko-
ristimo stupcasti dijagram. Stupcasti dijagram sastoji se od niza pravokutnika
iste 8irine, svaki za jednu vrijednost x; € R(X) visine p;.

Primjer 2.5. Na temelju tablice distribucije diskretne slucajne varijable definirane u primjeru

2.2 moZemo napraviti graficke prikaze njezine distribucije. Na slici 2.2 prikazan je graf, a na slici

2.3 stupcasti dijagram distribucije te slucajne varijable.

NI
T

N
Sl s

Slika 2.2: Graf distribucije diskretne slu¢ajne varijable iz primjera 2.2.
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y
1
2
05F
04F
1
0.3 2
0.2F 1
1 8 1
01F 16 6
-rl b3
1 2 3 4 5

Slika 2.3: Stupcasti dijagram distribucije diskretne slu¢ajne varijable iz primjera 2.2.

2.2 Neprekidna slucajna varijabla

Ukoliko prostor elementarnih dogadaja nije diskretan skup, funkcije definirane na
njemu ne moraju nuzno imati prebrojiv skup svih moguéih vrijednosti, iako to nije
iskljuéeno. Ako je za neku funkciju X, definiranu na Q koji nije diskretan, skup
R(X) diskretan skup’, moéi éemo napraviti konstrukciju diskretnog vjerojatnosnog
prostora induciranog tom slu¢ajnom varijablom, tj. prou¢avanje takve slu¢ajne vari-
jable svest ¢emo na diskretan slu¢aj. Medutim, ako prostor elementarnih dogadaja
sadrzi neki interval, Cesto nas zanimaju i slucajne karakteristike s neprebrojivim

skupom vrijednosti.

Primjer 2.6. Pretpostavimo da promenadom uz rijeku Dravu Zelimo prosetati od Tvrde do hotela
Osijek. Taj put dug je oko 2km. Zbog razlidite brzine hoda i ostalih subjektivnih utjecaja na
trajanje Setnje, jasno je da put koji osoba pritom prijede u prvih 5 minuta moZemo modelirati kao
sluéagnu karakteristiku s neprebrojivim skupom moguéih ishoda [0, 2].

Primjer 2.7. Pracdenje vremena koje protekne od dana stavljanja stroja u upotrebu do prvog
kvara jedno je promatranje sa slucajnim ishodima. Pretpostavimo da dobit ostvarena na tom
stroju proporcionalno ovisi o vremenu rada stroja te da nema drugih utjecaja na visinu (iznos)
dobiti. Time je dobit ostvarena do njegovog prvog stavljanja izvan pogona zbog kvara (koji ée uz
to uzrokovati dodatne troskove!) slucajna karakteristika za koju je prirodno pretpostaviti da njezin
skup mogudéih realizacija sadrzi neki interval.

U tom poglavlju definirat ¢emo jedan tip sluc¢ajne varijable ¢ija je slika R(X) pod-

skup od R i sadrzi interval.

Definicija 2.2. Neka je dan vjerojatnosni prostor (Q, F, P) i funkcija X: Q@ — R

za koju vrijedi:

1Za definiciju diskretne slu¢ajne varijable u opéenitom sluéaju pogledati [26]
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e {weN: X(w)<z}={X <z} €F zasvakix € R,

e postoji nenegativna realna funkcija realne varijable, f, takva da vrijedi:

P{wEQ:X(w)Sx}:P{XSx}:/x f@)dt, vVezeR.

Funkciju X zovemo apsolutno neprekidna slucajna varijabla na Q ili, krace,
neprekidna sluéajna varijabla. Funkciju f tada zovemo funkcija gustocée vje-

rojatnosti slucajne varijable X ili, krace, funkcija gustoée slucajne varijable X.

Valja napomenuti da nisu sve sluc¢ajne varijable, koje nisu diskretne, apsolutno

neprekidne u tom smislu. Za opcu teoriju pogledati npr. [26], [4], [6].

Bitna svojstva funkcije gustoée neprekidne slué¢ajne varijable

1. Nenegativnost: f(z) > 0 za sve xz € R.

2. Normiranost:

7f(x) dz = 1.

Dokaz. / f(x) dx moZzemo prikazati kao
(o) n

/ f(x)dz = lim [ f(z)dz.

n— oo
— 00

Koristeé¢i neprekidnost vjerojatnosti u odnosu na monotono rastuéu familiju
skupova imamo:

n
lim f(z)dx = lim P{X € (—oo,n]} = P{Q} =1.
n—o0 n—00
3. Vjerojatnost da slucajna varijabla X, ¢ija je funkcija gustoée f, primi vri-
jednost iz intervala (a,b] moZe se izracunati koristenjem funkeije gustoée na
sljedeé¢i nacin (vidi sliku 2.4):
b
P{la< X <b} = P{X € {a,b]} = /f(z) dzx.

a
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Dokaz. Koristeéi svojstva vjerojatnosti i svojstva integrala slijedi:

Pla< X <b} =P{X <b—P{X <a}=

/bf(m)dx—/af(x)dx:/bf(x)dx.

yA

Prostor
elementarnih
dogadaja Q

Dogadaj
{a<X<b}

Slika 2.4: Vjerojatnost kao povrsina od osi x do grafa funkcije gustoée nad izabranim

intervalom.

Ako je zadana nenegativna funkcija f: R — R koja zadovoljava svojstvo normi-
ranosti, moze se dokazati da postoji vjerojatnosni prostor (€2, F, P) i neprekidna

slu¢ajna varijabla X na njemu za koju je f funkcija gustocée (vidi [26]).

Primjer 2.8. Analizirajmo moZe li funkcija f: R — R (vidi sliku 2.5) definirana izrazom
sinz , z € (0, %
@) ={ 0 <O £
y T ¢ < ) 5]

posluziti kao funkcija gustoce neke neprekidne slucagne varijable X. Ako moZe, odredimo

™ v
P{7<X<f
1 )

INEYS
)

Slika 2.5: Funkcija gustoée slu¢ajne varijable iz primjera 2.8.

Iz definicije funkcije f ocito je da se radi o nenegativnoj funkciji:
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- na intervalu (0,7/2] jest f(xz) =sinz, a funkcija je sinus na tom intervalu pozitivna,
- na (—00,0] U (7/2,00) je f(x) = 0.
PokazZimo da je funkcija f mormirana:

us

2

oo 0 El oo
_ZQ f(a:)dmz_[o f(at)d:v—&—o/f(m)d:ﬂ—&—g/f(m)dm/sina:da:1.

0

Buduéi da je funkcija f menegativna i normirana, zakljucujemo da moZe posluziti kao funkcija
gustoée neprekidne slucajne varijable.

TrazZenu vjerojatnost racunamo na sljedeéi nacin:

5
2
P{E<X§E}:/sinxd$:£.
4 2 2
a4

2.3 Funkcija distribucije slu¢ajne varijable

Diskretna i neprekidna sluc¢ajna varijabla samo su dva tipa slu¢ajnih varijabli koje
se najceSée koriste u praksi. Opcenito, ako je dan bilo kakav vjerojatnosni
prostor (2, F, P), svaku funkciju X definiranu na () sa skupom vrijednosti

iz R koja zadovoljava svojstvo
{X<z}eF, VzeR,

zovemo slucajna varijabla na (). Vjerojatnosna svojstva za sve sluc¢ajne varijable

opisana su tzv. funkcijom distribucije o kojoj ée biti rije¢i u ovom poglavlju.

Definicija 2.3. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je X slucajna vari-
jabla. Funkciju F: R — [0, 1] koja realnom broju x pridruzuje vierojatnost da dana

slucajna varijabla bude manga ili jednaka tom broju, tj. funkciju
F(z) =P{we Q: X(w) <z} =P{X <z},
zovemo funkcija distribucije slu¢ajne varijable X.

Svojstva funkcije distribucije:

1. Funkcija distribucije slu¢ajne varijable monotono je rastuca funkcija, tj.
1 < To = F(.Tl) < F(l‘g)

Dokaz. Ako je x1 < x4, tada je {X < a1} C{X < a5}. Primjenom svojstva

momnotonosti vjerojatnosti na prethodnu cinjenicu slijedi tvrdnja.
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2. Neka je F' funkcija distribucije neke sluc¢ajne varijable. Tada vrijedi:

lim F(z) = F(—o00) =0.

T—r—00

Dokaz. Neka je (an,n € N) monotono padajuéi niz koji divergira v —oo.

Tada vrigedi:

lim F(a,)= nli_)n;OP{X <an}=P (ﬂ {X < an}> = P(0) = 0.

n—oo
neN
Odavde lako slijedi tvrdnja.

3. Neka je F funkcija distribucije neke sluc¢ajne varijable. Tada vrijedi:

lim F(z) = F(c0) = 1.

T—r00

Dokaz. Sliéno dokazu prethodne tuvrdnje.

4. Funkcija distribucije neprekidna je zdesna, tj.

lim F(z) = F(xo).

xlxo
Dokaz. Neka je x € R i (h,,n € N) monotono padajuéi niz brojeva takvih da
je lim h, = 0. Tada vrijedi:
n—oo
Flx+hy) —F(x)=P{lez <X <z +hy},

lim (F(x+hn)—F(x))=P<ﬂ{x<X<x+hn}> =P(0) =0.

n—oo
neN

Napomenimo da se moze dogoditi da je

lim F(z) # F(20),

zTxo

tj. funkcija distribucije ne mora nuzno biti neprekidna i slijeva, no limes slijeva

uvijek postoji i stoga uvodimo sljede¢u oznaku:

lim F(z) = F (xo—).

zTxo

Primjer 2.9. Neka je dana diskretna sluéajna varijabla X kojom modeliramo bacanje pravilno

izradenog novéiéa. Ako oznacimo "uspjeh" (npr. palo je "pismo") brojem 1, a "neuspjeh” brojem

) |

0, tablica distribucije ove slucajne varijable jest

N

= O
[
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Funkcija distribucije ima vrijednost 0 za sve x koji su mangi od 0. U broju 0 prima vrijednost %
i ostaje na toj vrijednosti sve do broja 1 kada prima vrijednost 1, tj.

0,xz€(—00,0)
Flz)=P{X<a}=1{ 3 ,2€0,1)
1, zell,o0)
Graf funkcije distribucije te slucajne varijable prikazan je na slici 2.9. Uocdimo da navedena

funkcija distribucije nije neprekidna slijeva.

0.5¢

Slika 2.6: Funkcija distribucije za slu¢ajnu varijablu kojom modeliramo bacanje pravilno izrade-

nog novcica.

Koristeéi funkciju distribucije i svojstva vjerojatnosti mozemo lako racunati vjero-
jatnost da slu¢ajna varijabla primi vrijednost iz nekog skupa A, gdje je skup A neki
interval, prebrojiva unija ili presjek intervala, njihova razlika i sli¢no. Primjerice,
za a,b € R takve da je a < b vrijedi:

Pla< X <b} = P{X<b}—-P{X<a}=F(@b)— F(a),
P{X=a) = P(fjl{a_;dga}):

= nler;o(F(a) — F(a— %)) =

= F(a) - F(a—),
P{la<X<bl = P{X=a}+Pla<X<b}=

= F(b)- lim Fla—1)=

= F()—F(a—)

i sli¢no.
Specijalno, ako je slu¢ajna varijabla diskretna, funkcija distribucije moze se izra-
ziti koristeéi tablicu distribucije slu¢ajne varijable, a ako je neprekidna, Kkoristeci

pripadnu funkciju gustoce.
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2.3.1 Funkcija distribucije diskretne slucajne varijable

Neka je dana diskretna sluc¢ajna varijabla

X _ 1'1 ‘rQ x3 DY xn ... 7
P1P2DP3 " Pn -
tj. R(X) = {=z;,i € I}, I C N, je dani skup vrijednosti slu¢ajne varijable X, a

(pi, i € I) niz pripadnih vjerojatnosti za koji vrijedi

pi=P{X=x}>0, Viel, > pi=1
el

Za svaki z € R vrijedi:

Flz)=P{X <z}= )Y pi.

z; <z

Uoc¢imo da je takva funkcija distribucije stepenasta funkcija, tj. funkcija sa skoko-
vima u to¢kama z;, dok na intervalu [z;,z;+1) prima stalno istu vrijednost koja je
jednaka F(z;) (vidi npr. sliku 2.6).

Primjer 2.10. Neka je diskretna slucajna varijabla zadana sljede¢om tablicom distribucije:
X = -2-10 1 2 .
0.1 0.2 0.4 0.2 0.1
Prema definiciji funkcije distribucije slijedi da je funkcija distribucije slucagne varijable X defi-

nirana 12razom

0 ,z€(—o00,—2)
0.1, z€[-2-1)
0.3, z€[-1,0)
0.7,z €]0,1)
09, z€]l,2)

1 ,z€(2,00)
Njezin graf prikazan je slikom 2.10.

X
-2 -1 1 2

Slika 2.7: Graf funkcije distribucije diskretne slu¢ajne varijable X iz primjera 2.10.
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2.3.2 Funkcija distribucije neprekidne slucajne varijable

Neka je X neprekidna slu¢ajna varijabla s funkcijom gustoce f. Dakle, f(z) > 0 za

sve z € R, /f(x)dac:li

P{X <2} = /f(t)dt, zeR.

Odavde direktno slijedi da vrijednost funkcije distribucije slu¢ajne varijable X za

proizvoljan realan broj xy odredujemo na sljedeéi nacin (slika 2.8):

F(l’o) = P{X < ZL’()} = / f(fi) dt, Vzxo € R.

F(z0) f(@)

o

Slika 2.8: Funkcija gustoce i vrijednost funkcije distribucije u xo (osjencana povr-

Sina) neprekidne slu¢ajne varijable.

Iz dobro poznatih svojstava integrala ocigledno je da je, za razliku od diskretnog
slucaja, funkcija distribucije neprekidne sluc¢ajne varijable neprekidna funkcija u
svakoj tocki x € R. Takoder, funkcija gusto¢e neprekidne slu¢ajne varijable X
moze se dobiti kao derivacija pripadne funkcije distribucije u gotovo svakoj tocki
z € R, tj. f(zx) = F'(z).

Odavde slijedi i sljedeée vazno svojstvo za neprekidne slucajne varijable.

Neka je X neprekidna slucajna varijabla. Tada za svaki zy € R vrijedi:

P{X =10} =0.
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Dokaz. Zbog neprekidnosti funkcije distribucije vrijedi:

~ 1
P{X = =P - —< X< =
{X =m0} (M {zo — <X <o}

n=1

- i (e P (0 1)) =0

Primjer 2.11. Odredimo funkciju distribucije neprekidne slucajne varijable s funkcijom gustoce
definiranom sljedeéim izrazom:

_ sinm,x€<0,1}
f(w){ NESOPEIR (2:2)

Ako je x € (—o0,0], tada je
F(z) = P{X < 2} = / F(z)dz = 0.

Za x € (0,7/2] je

xT

0 x
Fz)=P{X <az}= / f(x)dz +/f(z)dw = /sinzdz =1—cosz.
—oo 0 0

Za x> /2 je o¢igledno F(x) = F(w/2) = 1.

Dakle, funkcija distribucije neprekidne slucajne varijable X definirana je izrazom

0 , & € (—00,0]
F(x)=¢ 1—cosz, z € (0,m/2]
1 , T € (m/2,00)

Graf te funkcije distribucije prikazan je na slici 2.11. Uocimo da je funkcija F neprekidna.

Slika 2.9: Graf funkcije distribucije neprekidne slu¢ajne varijable X s gustocom (2.2).

Intuitivno znacenje naziva "gustoca slucajne varijable" za neprekidne slucajne va-

rijable moZe se prepoznati iz ¢injenice da je funkcija gustoc¢e neprekidne sluc¢ajne
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varijable zapravo derivacija funkcije distribucije. Naime, iz definicije derivacije sli-
jedi:
F Azx) - F P X< A
f(z) = lim (x + Ax) (m): lim {r<X<z+ x}

Az—0 Ax Az—0 Ax

Dakle, f(x) je grani¢na vrijednost po duljini intervala, kvocijenta vjerojatnosti da
se X nade u intervalu (z,z 4+ Az] i duljine intervala, $to intuitivno odgovara pojmu

gustoce vjerojatnosti.

2.4 Primjeri parametarski zadanih diskretnih dis-
tribucija

Neki tipovi tablica distribucije diskretnih slucajnih varijabli koji se ¢esto koriste u

praksi daju se jednostavno opisati koriste¢i jedan ili nekoliko realnih brojeva (para-

metara). Za takve distribucije kazemo da se mogu zadati parametarski i svrstavamo

ih u parametarske familije distribucija s prepoznatljivim imenima i svojstvima. U
ovom poglavlju definirat ¢emo nekoliko takvih familija.

2.4.1 Diskretna uniformna distribucija

Za slu¢ajnu varijablu X kaZemo da ima diskretnu uniformnu distribuciju ako je
njezin skup svih moguéih vrijednosti konac¢an podskup skupa realnih brojava, tj.

R(X) ={x1,22,...,2,} CR, a pripadni je niz vjerojatnosti definiran kao
1 .
pi=P{X=ux}=—, i=12,...,n.
n

Takve distribucije koriste se ako slu¢ajna varijabla X moze primiti samo vrijednosti
iz skupa R(X) = {z1,22,...,2,} 1 to tako da je vjerojatnost realizacije svakog
pojedinog ishoda ista, tj. P{X =x;} = 1/nzasvakii € {1,...,n}.

Uoc¢imo da je na taj nacin dobro definirana tablica distribucije s obzirom da je
n
>~ p; = 1. Takoder, pripadni niz vjerojatnosti ovisi samo o broju elemenata skupa
i=1

R(X), tj. o broju n.

Primjer 2.12 (Bacanje igrace kockice.). Neka slucajna varijabla X daje broj koji se okrenuo pri
bacanju pravilno izradene igrace kockice. Tada ona ima diskretnu uniformnu distribuciju zadanu

123456
X=|l111111|[.
6 66 66
J

6
Graf distribucije bacanja igraée kockice prikazan je slikom 2.10.

tablicom distribucije

e
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Slika 2.10: Graf distribucije bacanja igrace kockice.

Primjer 2.13. Pretpostavimo da na ispitu na slucajan nacin biramo jedno od m ponudenih pita-
nja. Rezultate tog slucajnog pokusa moZemo opisati diskretnom uniformnom sluéajnom varijablom
X s tablicom distribucije

1 2 3 ...m—1m
X = 1 1 1 1 1

2.4.2 Bernoullijeva distribucija

Neka je X slucajna varijabla koja moZe primiti to¢no dvije vrijednosti, i to R(X) =

{0, 1}. Njezina distribucija dana je tablicom distribucije

01
X = ,pe(0,1), g=1—p.
qp
Za takvu slucajnu varijablu reéi éemo da ima Bernoullijevu distribuciju s parame-

trom p, pri ¢emu parametar p ima znacenje vjerojatnosti da X primi vrijednost
1.

Bernoullijev tip distribucije koristi se pri modeliranju slu¢ajnih karakteristika koje
mogu imati to¢no dvije vrijednosti. Te moguée vrijednosti uglavnom zovemo "us-
pjeh" i "neuspjeh" te koristimo oznake 1 za "uspjeh", a 0 za "neuspjeh". Dakle,
parametar p Bernoulijeve distribucije ima znac¢enje vjerojatnosti pojavljivanja "us-
pjeha'.

Primjer 2.14. Igramo kockarsku igru u kojoj ostvarujemo dobitak ako se na pravilno izrade-
noj igracoj kocki okrene Sestica (Sto interpretiramo kao uspjeh i oznacavamo 1). Ishod te igre
modeliramo Bernoullijevom slucajnom varijablom X s tablicom distribucije

X =

oo
| ==

Graf distribucije prikazan je slikom 2.11.
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Slika 2.11: Graf Bernoullijeve distribucije iz primjera 2.14.

Primjer 2.15. Izvladimo jedan proizvod iz velike posiljke u kojoj je 2% neispravnih. Ako nas
zanima je li izvucen ispravan ili neispravan proizvod, rezultat izvlacenja moZemo modelirati Ber-

noullijevom slucagnom varijablom X. Neka je 1 oznaka dobrog proizvoda. Tada je X zadana

X = 0 ! .
0.02 0.98

2.4.3 Binomna distribucija

tablicom distribucije

Binomna distribucija vezana je uz nezavisno ponavljanje uvijek istog pokusa. Ako
nas pri svakom izvodenju pokusa zanima samo je li se dogodio neki dogadaj (us-
pjeh!) ili ne (neuspjeh!), onda svako izvodenje pokusa moZzemo modelirati istom
Bernoullijevom distribucijom

01

Y = ap€<0’1>7q:1_p7
qap

gdje p predstavlja vjerojatnost uspjeha.

Pretpostavimo da pokus ponavljamo nezavisno n puta i pri tome nas zanima broj
uspjeha. Za sluc¢ajnu varijablu X koja opisuje broj uspjeha u n nezavisnih ponavlja-
nja slu¢ajnog pokusa modeliranog Bernoullijevog slu¢ajnom varijablom Y kaZemo
da ima binomnu distribuciju s parametrima n i p.

Primjer 2.16. Stroj proizvodi CD-ove. Vjerojatnost da bude proizveden meispravan CD je p.
Zanima nas broj neispravnih CD-ova ako s beskonaéne trake uzimamo njih 100. Slucajna varijabla

kojom modeliramo broj neispravnih CD-ova medu 100 odabranih jest binomna slucajna varijabla

X parametrima n = 100 i p, a zadana je sljedecom tablicom distribucije:
0 1 --- 100
X = ,
p1 p2 - P100

100N . .
pi=PX=a}= (", )p1-p)'" i€ {0.1,....100}.

gdje je:
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Definirajmo slu¢ajnu varijablu s binomnom distribucijom.

Definicija 2.4. Neka je n € N i p € (0,1). Za slucajnu varijablu koja prima
vrijednosti iz skupa {0,1,2,...,n} s vjerojatnostima

pi=P{X =i} = (?)pi(l —pyni

kaZemo da ima binomnu distribuciju s parametrima n i p ¢ pisSemo: X ~
B(n,p).

Znalenje parametara u X ~ B(n,p):
p je vjerojatnost uspjeha u jednom izvodenju pokusa,

n je broj nezavisnih ponavljanja pokusa.

n
Provjerimo je li na taj nain dobro definirana distribucija, tj. jeli > p; = 1. Vrijedi:
i=0

n

ipi = (?)piqni =(p+q" =1

=0

Primjer 2.17. Pretpostavimo da iz velikog skladiSta slatkisa (u kojemu se nalaze cokolade, bom-
boni, keksi, ...) 10 puta nezavisno izvladimo po jedan slatkis. Ako je vjerojatnost da u jednom
izvlacenju izvucemo cokoladu p = 0.3, tada slucajna varijabla koja opisuje broj izvudenih coko-
lada u 10 nezavisnih izvladenja ima binomnu distribuciju s parametrima n = 10 ¢ p = 0.3, tj.
X ~ B(10,0.3). Tablica distribucije sludajne varijable X jest

0 1 2 ... 10

X=1 om0 (110) .0.3-0.7° (120) .0.32.0.78 ... 0.310

Graf ove distribucije prikazan je slikom 2.12.

y

0.25¢
0.20¢
0.15¢
0.10¢
0.05}

12345678910
Slika 2.12: Graf binomne distribucija iz primjera 2.17.

Sada lako moZemo odrediti sljedece vjerojatnosti:
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a) vjerojatnost da smo dokoladu izvukli toéno 5 puta:
10 5 5
P{X =5} = (5 )0.3 (1 - 0.3)° ~0.103,

b) wjerojatnost da smo cokoladu izvukli manje od 3 puta:

2
10
P{X <3}=P{X<2}=) ( )0.3’“(1 ~0.3)10-% ~ 0.383,
k
k=0
¢) vjerojatnost da smo éokoladu izvukli barem 2 puta:

1
10
P{X>2}=1-P{x <2} =1-3 (,)0.3%(1-03)°"* ~ 0.851.
k=0 k

2.4.4 Poissonova distribucija

Poissonova distribucija, slicno kao i binomna, moze se primijeniti kao distribucija
sluc¢ajne varijable koja broji uspjehe, ali ne pri nezavisnom ponavljanju pokusa ko-
na¢no mnogo puta, nego u jedini¢nom vremenskom intervalu ili intervalu volumena,

mase, itd. ako pokus zadovoljava sljedeée uvjete:

- vjerojatnost da se pojavi uspjeh ne ovisi o tome u kojem ¢e se jediniénom intervalu
dogoditi,

- broj uspjeha u jednom intervalu neovisan je o broju uspjeha u nekom drugom

intervalu,

- ocCekivani broj uspjeha isti je za sve jedini¢ne intervale i dan je pozitivnim realnim

brojem A.

Definicija 2.5. Slucajna varijabla X ima Poissonovu distribuciju s para-

metrom A > 0 ako prima vrijednosti iz skupa {0,1,2,...} s vjerojatnostima

)\i
Di = P{X = 'L} = 6_/\7.
i!
Tada pisemo X ~ P(N).

Histogram distribucije Poissonove sluc¢ajne varijable s parametrom 3 za skup reali-

zacija {0,1,2,...,15} prikazan je slikom 2.13.
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0.20¢
0.15¢
0.10¢
0.05¢

Slika 2.13: Graf Poissonove distribucija s parametrom 3 za skup realizacija {0,1,2,...,15}.

o)
Provjerimo je li na taj nadin dobro definirana distribucija, tj. je i > p; = 1.
i=0
Vrijedi:
0 Ay 0y
e A Y A “A A
Z 7 =e Zﬁ—e e’ =1.
i=0 i=0

Primjer 2.18. Pretpostavimo da neki kafi¢ u toku jednog sata u prosjeku posjeti 15 ljudi. Slucagna
varijabla koja broji posjetitelje kafica tijekom jednog sata jest Poissonova sludajna varijabla s
parametrom A = 15, tj. X ~ P(15). Ona prima vrijednosti iz skupa R(X) = {0,1,...} s
vjerojatnostima _
15°

pi =

e P i e R(X).
4!
Na temelju navedenih informacija moZemo odrediti sljedeée vjerojatnosti:

a) vjerojatnost da je kafié u toku jednog sata posjetilo tocno 20 ljudi:

1520 5
P{X =20} = - e '7 % 0042,

b) wvjerojatnost da je kafi¢ u toku jednog sata posjetilo manje od 15 ljudi:

14
P{X <15} = P{X <14} =
=0

15¢
il

e 1% ~ 0.466,

¢) vjerojatnost da je kafié u toku jednog sata posjetilo vise od 10 ljudi:
10 i

P{X>10}=1-P{X<10}=1->_

=0

e 1% ~ 0.882.

4!

Poissonova distribucija moze se dobiti i kao aproksimacija binomne ako je para-
metar n binomne distribucije jako velik, a vjerojatnost p realizacije uspjeha mala.
Tlustracija te tvrdnje dana je primjerom 2.19.

Primjer 2.19. Telefonska centrala u vremenskom periodu u trajanju od pola sata prima 600
poziva uglavnom ravnomgerno rasporedenih u spomenutom vremenu (tj. u prosjeku 20 u minuti).
Broj poziva u prvoj minuti moZemo modelirati binomnom distribucijom. Naime, vjerojatnost da
se poziv dogodi u prvog od tih 30 minuta jest p = 1/30 (jer su pozivi uglavnom jedoliko rasporedeni
u vremenu). Medutim, broj je poziva u minuti sludajna varijabla pa, iako je prosjedan broj poziva
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u minuti 20, u modelu moramo pretpostaviti da se uw prvoj minuti moZe dogoditi od 0 do 600
poziva. Dakle, n = 600 za tu binomnu slucajnu varijablu. Uodimo da prosjecan broj poziva po

minuti 1znost np.

Problem je s binomnom distribucijom u navedenom primjeru prvenstveno taj da moramo pretpos-
taviti maksimalan broj poziva u minuti, $to u modelu telefonske centrale nije razumno. Medutim,
tu je n = 600 velik, a p = 1/30 malen, pa vjerojatnosti zadane po binomnoj distribuciji mo-
Zemo dobro aproksimirati vjerojatnostima po Poissonovoj distribuciji s parametrom koji odgovara
prosje¢nom broju poziva po minuti, tj. X = np = 20.

Oznacimo np = X i pokaZimo da se, pod pretpostavkom da je n velik prirodan broj i da A > 0
ne ovisi 0 n, vjerojatnosti po binomnoj distribuciji mogu dobro aproksimirati vjerojatnostima po
Poissonovoj. Zaista, za binomnu sluéajnu varijablu X, ~ B(n,p), te za i € {0,...,n} jest

7!

. ny\ ; nei_ mnn—-—1)n-2)---(n—i+1) , i
pi(n) = P{Xo =} = ( )p(lp) == D= B2 D iy,
Stavimo li A = np, tj. p = \/n, slijedi:

p = MDD oD (A () AY

[ O NEOTE

Da bismo odredili pribliznu vrijednost p;(n) za velike n, uodimo da vrijedi:

1 .
lim pi(n) = =Ale .
n— oo 2!
Dakle, za velike n jest

1 .

pi(n) =~ 7A187A.

7!
Slikom 2.1/ prikazan je graf binomne distribucije s parametrima p = 30 i n = 600 ¢ Poissonove
s parametrom A = 20 koji ilustrira kvalitetu aproksimacije.

0.08;

[ Binomna
0.06}

L]
-]
(-]
L o Poissonova
]
0.02} %
]

°
°
°
0.04¢ °
®
°
°

Slika 2.14: Graf binomne B(600, %) i Poissonove P(20) distribucije za i = 0, ..., 100.
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2.4.5 Geometrijska distribucija

Geometrijska distribucija takoder je vezana uz nezavisno ponavljanje istog pokusa s
ishodima "uspjeh" i "neuspjeh" kao i binomna. Medutim, ona se ne koristi za opi-
sivanje broja uspjeha veé¢ za opisivanje broja ponavljanja pokusa do prvog uspjeha.
Preciznije govoreci, neka je vjerojatnost pojavljivanja dogadaja A u svakom od ne-
zavisnih ponavljanja istog pokusa p € (0,1). Geometrijskom distribucijom opisana
je slucajna varijabla koja daje broj potrebnih pokusa da bi se realizirao taj doga-
daj. Bududi da je, pod tim pretpostavkama, vjerojatnost pojavljivanja dogadaja A

u k-tom pokusu

P{X =k} =P|aNa - NANA|=0-p""p,

(k—1) puta

geometrijsku distribuciju mozemo definirati na slijedeé¢i nacin.

Definicija 2.6. Slucajna varijabla X ima geometrijsku distribuciju s para-

metrom p € (0,1) ako prima vrijednosti iz skupa {1,2,3,...} s vjerojatnostima
pr=P{X =k} =p(1-p*".

o0
Pokazimo da je na taj nain dobro definirana distribucija, tj. da je > p; = 1.

i=1
Koristeéi formulu za sumu geometrijskog reda slijedi:

- _ i—1 _ _
;pz ;p(l p) P = -

Primjer 2.20. Tipkovnica na prijenosnom racunalu nekog proizvodaca sastoji se od 86 tipksi.
Pretpostavimo da zatvorenih odiju trebamo pritisnuti tipku za slovo A. Buduéi da je vjerojatnost
pogotka bilo koje tipke jednaka 1/86 (pretpostavimo da pri svakom pokusaju pogodimo neku tipku,
tj. da nikada ne promasimo tipkovnicu), zakljucujemo da slucajna varijabla koja opisuje broj pri-
tisnutih tipki do pogadanja tipke za slovo A ima geometrijsku distribuciju s parametrom p = 1/86.
Tako definirana slucajna varijabla prima vrijednosti iz skupa R(X) = {1,2,...} s vjerojatnostima

1 1\F!

pk—P{X—k}—%(l—%) .

Sada moZemo izracunati sljedece i slicne vjerojatnosti:

a) vjerojatnost da je tipka za slovo A stisnuta u petnaestom pokuSaju:

1 1 14
P{X =15} = (1 - g) ~ 0.009,

b) wjerojatnost da je tipka za slovo A stisnuta u manje od 5 pokusaja:

4 k—1
1 1
P{X <5}=P{X<4}=) % (1—%) ~ 0.046,
k=1
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¢) vjerojatnost da niti nakon 20 pokusaja jos nismo uspjeli stisnuti tipku za slovo A:
20 4

1 k—1
P{X >20}=1—-P{X <20} =1-— — 11— = ~ 0.791.
o =i-psay =150 G (1o )

2.4.6 Hipergeometrijska distribucija

Neka je skup iz kojeg vrsimo odabir elemenata konacan i neka se sastoji od to¢no
N elemenata od kojih je M tipa 1, a (N — M) tipa 2. Pretpostavimo da smo na
slu¢ajan nacin iz tog skupa odabrali n < N elemenata, i to bez vra¢anja prethodno
izvuCenih elemenata u skup. Tada broj izvucenih elemenata tipa 1 modeliramo

hipergeometrijskom distribucijom s parametrima N, M i n.

Definicija 2.7. Diskretna slucajna varijabla X ima hipergeometrijsku distri-
buciju s parametrima N, M i n, N,M,n € N, ako prima vrijednosti iz skupa
R(X)={keN:max(0,n— N+ M) <k <min(n, M)} s vjerojatnostima

R )] ¢y
()

n
Pokazimo da je na taj nacin dobro definirana distribucija, tj. da je > pp = 1.
k=0

Primjenom Vandermondeove konvolucije slijedi:

w e WG s )
R RO

Primjer 2.21. Na polici se nalazi 10 knjiga od kojih su 4 kriminalisticki romani. Na slucajan
nadin biramo 5 knjiga. Slucajna varijabla X koja modelira broj kriminalistickih romana od 5
odabranih knjiga ima hipergeometrijsku distribuciju s parametrima N = 10, M = 4 in = 4. Slika
sluéagne varijable X jest skup R(X) = {0,1,2,3,4}. Na temelju poznatih informacija moZemo

izracunati sljedece i slicne vjerojatnosti:
a) vjerojatnost da su odabrana to¢no 3 kriminalisticka romana:
() (5-5)
P{X =3} = -3 (15’) 3 :%,
5
b) wjerojatnost da su odabrana najvise 3 kriminalisticka romana:

P{X§3}:P{X=O}+P{X:1}+P{X:2}+P{X:3}:%,
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¢) wjerojatnost da su odabrana najmangje 3 kriminalisticka romana:

1

P{XZB}:1—P{X<3}:1—(P{X:O}+P{X:1}+P{X:2}):i—z.

Neka je X hipergeometrijska sluc¢ajna varijabla s parametrima N, M i n. Ako
N — 001 M — oo tako da M /N — p, gdje je p pozitivna konstanta, tada

W D0
=g

Navedena tvrdnja daje aproksimaciju hipergeometrijske distribucije binomnom dis-

)pk(l —p)" 7k Vke{0,1,...,n}.

tribucijom u sluc¢aju kad je n» malen u odnosu na N i M, a intuitivno se moze
opravdati time da se odabir n elemenata iz N-Clanog skupa bez vracanja prethodno
izvuenih elemenata (hipergeometrijska distribucija) moze za velik N "aproksimi-
rati" odabirom n elemenata s vracanjem izvucenih elemenata u skup (binomna

distribucija).

2.5 Primjeri parametarski zadanih neprekidnih dis-
tribucija

Sliéno kao u diskretnom slucaju, i medu neprekidnim slu¢ajnim varijablama postoje
parametarski zadane familije slu¢ajnih varijabli koje se ¢esto koriste. Ovdje ¢emo
uvesti samo Cetiri takve familije. Jos neke od njih, koje ¢emo koristiti u statistici,

definirat ¢emo naknadno.

2.5.1 Uniformna distribucija na intervalu (a,b)

Neprekidna uniformna distribucija veZze se uz pokuse za koje je poznato da mogu
primiti vrijednost iz ograni¢enog intervala (a,b), ali pritom nema razloga preferirati
neko podrudje, tj. vjerojatnost realizacije intervala (x1,x2) ovisit ¢e samo o njegovoj

duljini sve dok je sadrZan u (a, b).

Definicija 2.8. Za neprekidnu slucajnu varijablu X kaZemo da ima uniformnu
distribuciju na intervalu {(a,b), a < b, ako joj je funkcija gustoce vjerojatnosti

dana izrazom
1

fl@y=S b—a’ .
0 ,x¢{ab)

x € {(a,b)
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S obzirom da za svaku neprekidnu sluéajnu varijablu X vrijedi P{X = z¢} = 0,
vidimo da u vjerojatnosnom smislu ne treba praviti bitnom razliku izmedu unifor-
mne distribucije na {(a, b) i uniformne distribucije na [a,b], odnosno na nekom od
intervala (a, b], [a, b).

Funkcija distribucije uniformne sluc¢ajne varijable na (a, b) definirana je pravilom

0 ,z€(—00,a)
F(z) = Sz:s , ¢ € [a,b)
1 ,zé€[boo)

Primjer 2.22. Pretpostavimo da imamo posudu u koju stane najvise 2 litre vode te da smo
iz slavine u nju sludajno natodili nepoznatu kolicinu vode. Slucajna varijabla kojom opisujemo
koli¢inu vode natodenu u posudu moZe se modelirati kao uniformna sluéajna varijabla na intervalu
(0,2). Prema tome, njezina funkcija gustoée dana je izrazom

1
- S )
flx) =4 2 :
0,z¢(0,2)
a funkcija distribucije izrazom
0,z € (—00,0]
x
F(z) = §,m6(0,2>
1,z €2 00)

Grafickt prikazi funkcije gustoée i funkcije distribucije dani su slikom 2.15.

" L

22 -1 1 2 3

Slika 2.15: Graf funkcije gustoce i funkcije distribucije uniformne distribucije na intervalu (0, 2).

Npr. wvjerojatnost da smo na slucajan nacin iz slavine u posudu matocili vise od pola litre, ali
najvie jednu litru vode, rac¢unamo na sljedeéi nacin:
1

1 1
P{O.5<X§1}:P{X§1}—P{X§O.5}:§/ do = 1.
0.5
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2.5.2 Eksponencijalna distribucija

Eksponencijalna distribucija ¢esto se javlja kod sluc¢ajnih varijabli koje imaju zna-
¢enje vremena Cekanja do pojave nekog dogadaja ako se karakteristike ne mijenjaju
tijekom vremena, npr. vrijeme do kvara (tj. vrijeme trajanja) jedne zarulje, vrijeme

do pojave neke nesrece, itd.

Naime, analizirajmo slu¢ajnu varijablu X koja modelira vrijeme potrebno do pojave
danog dogadaja pod sljedeéom pretpostavkom: wuwjetna vjerojatnost pojavljivanja
dogadaja u nekom kratkom intervalu (t,t + At), uz uvjet da se nije dogodio prije t,

proporcionalna je duljini tog intervala i ne ovisi o t, tj.

P{X <t+A{X > t}) = AAL, A > 0.

Vjerojatnost da je vrijeme do pojave dogadaja vecéa od t + At jest
P{X >t+ At} =P{X >t+ At}{X > t}) P{X > t}.
Medutim, pod tom je pretpostavkom
PHX >t+At}{X >t})=1-P{X <t+At}{X > t}) =1— )\A¢,
pa vrijedi
P{X >t+ At} = (1 — ANAt)P{X > t}.

Oznacimo funkciju S(t) = P{X > t}. Ta funkcija, za male At, treba zadovoljavati

svojstvo
S(t+ At) = (1 — AAY)S(¢),
tj.
S(t+ At) — S(t)
At
§to u limesu, za At — 0, zna¢i da mora zadovoljavati diferencijalnu jednadzbu

= —AS(1),

S'(t) = —AS(t).

Rjesenje te diferencijalne jednadzbe jest S(t) = Ce™**, a konstantu mozemo odrediti
iz prirodnog uvjeta S(0) = P{X > 0} = 1. Dakle,

S(t) = P{X >t} =e M,
Sto znadi da funkcija distribucije slu¢ajne varijable X ima oblik

Ft)=1-P{X >t} =1-¢*.
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To je upravo funkcija distribucije slu¢ajne varijable koju zovemo eksponencijalna s

parametrom A > 0.

Definicija 2.9. Neprekidna slucajna varijabla X ima eksponencijalnu distribu-

ciju s parametrom A > 0 ako je funkcija gustoée dana izrazom

0 ,x<0
/\e_)‘x,xzo'

flz) =

Funkcija distribucije te slu¢ajne varijable dana je izrazom

0 z <0
F(z) = e .
1l—e ™ ,22>0

Primjer 2.23. Vrijeme u sekundama koje protekne od servisa do prvog udara teniske loptice u
tlo modelirano je eksponencijalnom slucajnom varijablom s parametrom A = 1/3. Grafovi funkcije

gustocée 1 funkcije distribucije te slucajne varijable dani su na slici 2.16

~10 10 ~10 10

Slika 2.16: Graf funkcije gustoce i funkcije distribucije eksponencijalne distribucije s parametrom
A=1/3.

Vjerojatnost da ée od servisa do prvog udara teniske loptice u tlo proéi vise od dvije, ali najvise

cetiri sekunde, racunamo na sljedeéi nacin:

1 4
PR2<X<4)=P{X<4)-P{X<2}=_ / e~ /3 dg ~ 0.249.
2

2.5.3 Dvostrana eksponencijalna distribucija

Definicija 2.10. Neprekidna slucajna varijabla X ima dvostranu eksponenci-

jalnu distribuciju s parametrom A > 0 ako je funkcija gustoée dana izrazom

1
fz) = 5/\e_>“z|, z €R.
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Funkcija distribucije te slu¢ajne varijable definirana je sljede¢im izrazom:

1
§6>\I , <0
F(z)

Primjer 2.24. Grafovi funkcije gustoce i funkcije distribucije slucajne varijable X s dvostranom

eksponencijalnom distribucijom s parametrom \ = 3 prikazani su slikom 2.17.

10 10 ~10

Slika 2.17: Graf funkcije gustoée i funkcije distribucije dvostrane eksponencijalne distribucije s
parametrom A = 1/3.

2.5.4 Normalna distribucija

Normalna distribucija najviSe se koristi u statistickoj teoriji i primjeni. Teorija je
pokazala da ona vrlo dobro opisuje pokuse ¢iji su ishodi posljedica sume mnogo
medusobno nezavisnih i jednako distribuiranih utjecaja. Objasnimo tu ¢injenicu

primjerom.

Primjer 2.25 (Galtonova daska?). U dasku ubodemo pribadace kao 5to je prikazano na slici 2.18 i
iz izvora pri vrhu konstrukcije pustimo da pada mnostvo malih kuglica. U podnoZju ih zaustavljamo
podlogom i odredujemo funkciju koja opisuje gustoéu kuglica na toj podlozi. Jasno je da su kuglice
mnogo puta udarile u pribadace prije negoli su pale i svaki su put promgjenile smjer kretanja.
Njihov pomak u stranu od mjesta s kojeg su bacene nastao je kao suma mmnostva malih jednako
distribuiranih i nezavisnih pomaka uzrokovanih sudarima. Dobivena gustuca kuglica na dasci ima

upravo zvonoliki oblik Gaussove krivulje koja je graf funkcije gustoée normalne distribucije.

2Tim eksperimentom engleski znanstvenik Sir Francis Galton (1822-1911) demonstrirao je cen-
tralni grani¢ni teorem. Eksperiment je poznat i pod nazivima "bean machine", "quincunx" i

"Galtonova kutija".
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Slika 2.18: Galtonova daska.

Definicija 2.11. Za neprekidnu slucajnu varijablu kaZemo da ima Gaussovu ili
normalnu distribuciju s parametrima p i 02 ako je njezina funkcija gustoce dana
1zrazom

1 _=-w?
e 22 | x€eR,

fz) =

gdje su u 1 o realni brojevi i ¢ > 0. Ako slucajna varijabla X ima normalnu

oV2r

distribuciju s parametrima u i o2, koristimo oznaku X ~ N(u,o?).

Funkeija distribucije normalne sluc¢ajne varijable (slika 2.19) definirana je izrazom

(t—p

)2
202 dt, x€R.

Slika 2.19 prikazuje graf funkcije gustoce i funkcije distribucije normalne distribucije

s parametrima py =4 i 0? = 4.

NE )

5

10 >

Slika 2.19: Graf funkcije gustoce i funkcije distribucije sluc¢ajne varijable X ~
N(4,4).

Normalna distribucija s parametrima p = 0 i 02 = 1 zove se jediniéna ili stan-

darna normalna distribucija. Gustoc¢a standardne normalne distribucije dana
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je izrazom

1 2
flz) = \/2767:6 /2 zeR.
T

Slika 2.20 prikazuje graf funkcije gustoce i funkcije distribucije standardne normalne

distribucije.

. ; X . - X
-4 4 -4 4

Slika 2.20: Graf funkcije gustoce i funkcije distribucije standardne normalne distri-

bucije.

Vrijednosti funkcije distribucije za takve slu¢ajne varijable moraju se rac¢unati ko-
ristenjem metoda numerickog integriranja s obzirom da se integrali uglavnom ne
daju rijesiti eksplicitno. U veéini knjiga koje primjenjuju statistiku dane su ta-
blice vrijednosti funkcije distribucije standardne normalne slucajne varijable koja

je definirana sljedeéim izrazom:

1
F(Jc):\/?/e_Tdt7 r €R.

U danasnje se vrijeme za ra¢unanje vjerojatnosti po normalnoj distribuciji najcesce

koriste naprednija dZepna racunala ili specijalizirani software na rac¢unalu.

Primjer 2.26. Vrijeme (u satima) koje student treée godine studija matematike provede uceéi
u jednom danu moZe se opisati slucajnom varijablom X koja ima normalnu distribuciju s para-
metrima p = 5.43 i 0 = 0.7. Koristenjem programskog paketa Mathematica i ugradene funkcije
CDF][ | ? slijedi:

a) vjerojatnost da student ucdeéi provede manje od 5 sati:

P{X < 5} = CDF|[ndist, 5] ~ 0.269,

gdje je ndist = Normal Distribution[5.43,0.7].

3CDF = cumulative distribution function.
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b) wjerojatnost da student uceéi provede barem 3 sata:
P{X >3} =1— P{X <3} =1— CDF[ndist, 3] ~ 0.999.
¢) vjerojatnost da student uceéi provede izmedu 3 1 T sati:

P{3 < X < 7} = CDFndist, 7] — CDF[ndist, 3] ~ 0.987.

2.6 Numericke karakteristike slucajne varijable

Iz prethodnih razmatranja jasno je da za opisivanje neke jednodimenzionalne veli-
¢ine, koja ima sluc¢ajan karakter kao model moze posluziti slu¢ajna varijabla. Za
njezino zadavanje potrebno je zadati distribuciju pa su tada u potpunosti odre-
dena vjerojatnosna svojstva. Distribucije mogu biti jednostavne, ali i vrlo sloZenog
karaktera i nije uvijek jednostavno predociti zakonitosti ponaSanja slucajne karak-
teristike ispisivanjem njezine distribucije. Razvojem teorije vjerojatnosti postalo je
jasno da je Cesto za slucajnu varijablu moguce definirati nekoliko karakteristi¢nih
brojeva koji mogu, zbog svojih generalnih svojstava, dodatno pomoéi u opisivanju
slu¢ajne varijable. Takve karakteristi¢ne brojeve zvat ¢emo numericke karakte-

ristike slucajne varijable.

2.6.1 Ocekivanje diskretne slucajne varijable

Osnovna je numericka karakteristika sluc¢ajne varijable matematicko ocekivanje.

Definicija 2.12. Neka je (2, P(Q), P) diskretan vjerojatnosni prostor i X slucajna

varijabla na njemu. Ako red > X(w)P{w} apsolutno konvergira (tj. ako konver-
weN
gira red Y | X (w)|P{w}), onda kaZemo da slucajna varijabla X ima matematicko
wen

ocekivange i broj

EX =) X(w)P{w}

weN

zovemo matematicko oCekivanje (ocekivanje) slucajne varijable X.

Navedena definicija matematickog o¢ekivanja ne moze se jednostavno primijeniti za
njegovo ra¢unanje s obzirom da je dana zadavanjem sluc¢ajne varijable na temeljnom
vjerojatnosnom prostoru. Za ra¢unanje je matematickog ocekivanja puno priklad-
nija formula koja se mozZe dati na temelju tablice distribucije diskretne sluc¢ajne

varijable, o ¢emu govori sljedeéi teorem.



86 SLUCAJNA VARIJABLA

Teorem 2.1. Neka je (2, P(Q), P) diskretan vjerojatnosni prostor i

X: x1x2...$n...
P1Lp2 P

slucagna varijabla na njemu. Redovi > X (w)P{w} i Y x;p; istovremeno ili apso-
wen ieN
lutno konvergiraju ili apsolutno divergiraju. U slucaju apsolutne konvergencije sume

su im jednake, tj. vrijedi
EX = Z X(w)P{w} = szpl
weN €N

Dokaz. Koristedi ¢injenicu da familija skupova {{X = z;}, i € N} ¢ini particiju
skupa € (jer je s X zadana funkcija!), vidimo da se jedan red moZe dobiti iz drugog

"preslagivanjem ¢lanova" u smislu teorije ponovljenih redova, t;j.

Z X(w)P{w} = Z Z X(w)P{w} = Z Z x; P{w} =

weN 1€EN {X (w)=z;} €N {X (w)=xz;}
Ya Y P -Yan
1€EN {X(w)=z;} ieN

Koristenjem rezultata poglavlja 5.3 (Dodatak) zaklju¢ujemo da ti redovi istovre-
meno ili apsolutno konvergiraju ili apsolutno divergiraju, a u slu¢aju apsolutne
konvergencije sume su im jednake.

Primjer 2.27. Neka slucajna varijabla X opisuje rezultate bacanja pravilno izradene igrace koc-

kice. Ocekivanje je te slucajne varijable broj
6
1,21
EX = ; i
Ako je zadana sluCajna varijabla X na (2, P(2), P) i funkcija g : R(X) — R,
onda je kompozicijom g(X) takoder dana slucajna varijabla na istom vjerojatnos-
nom prostoru. Npr. X2, 2X + 3, eX,... su tako nastale slucajne varijable. Za
raC¢unanje njihovih o¢ekivanja (ako postoje) nece biti potrebno specificirati njihove
distribucije, ve¢ se moze iskoristiti distribucija sluc¢ajne varijable X. Naime, ako red
> g(X(w))P{w} apsolutno konvergira, onda postoji oéekivanje Fg(X). Medutim,
weN
uobicajenim "preslagivanjem" koristeéi particiju {{X = z;},7 € N} od Q i teoriju
ponovljenih redova, vidimo da vrijedi:
S (X @)Plw) = Y glzp.
weN i€EN

Time smo dokazali sljedeéi koristan rezultat.
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Teorem 2.2. Neka je (2, P(Q), P) diskretan vjerojatnosni prostor,

X: xll‘2...l‘n...
b1 P2 Pn -

slucajna vargjabla na njemu i g : R(X) — R funkcija takva da postoji Eg(X). Tada
vrijedi:
Bg(X) = g(x:)p:-
€N
Koristeéi taj rezultat i definiciju o¢ekivanja, mozemo dokazati da vrijede sljedeca

korisna svojstva ocekivanja:

1. Neka su a i b realni brojevi, a X slucajna varijabla koja ima o¢ekivanje. Tada

i slu¢ajna varijabla aX + b ima ocekivanje i vrijedi:

E(aX +b) =aEX + .

2. Ako su X i Y dvije sluéajne varijable koje imaju ocekivanja i ako vrijedi
X(w) <Y(w) zasve w € Qondajei EX < EY (monotonost oekivanja).

3. Ako je X slucajna varijabla koja ima svojstvo X (w) > 0iakojered Y X(w)P{w}
weN
konvergentan, tada je EX > 0 (pozitivnost ocekivanja).

Osim navedenih svojstava, ocekivanje ima i svojstvo linearnosti. Naime, vrijedi

sljedeci teorem:

Teorem 2.3. Neka su X @Y dvije slucajne varijable na vjerojatnosnom prostoru
(Q,P(Q2), P) koje imaju ocekivanja EX, odnosno EY . Tada za proizvoljne a,b € R,

slucajna varijabla aX + bY takoder ima ocekivanje i vrijedi:
E(aX 4+bY)=aEX +bEY.

Dokaz. Iz apsolutne konvergencije redova Y, X(w)P{w} i Y Y(w)P{w} slijedi
weN weN
apsolutna konvergencija reda Y (aX (w)+bY (w))P{w}. Tvrdnja teorema slijedi iz
weN
poznatih rezultata o sumi konvergentnih redova (vidi npr. [13]).

Koristeé¢i princip matematicke indukcije moze se dokazati i generalizacija teorema
2.3 na linearnu kombinaciju kona¢no mnogo diskretnih sluc¢ajnih varijabli koje imaju

ocekivanje. Formulirajte tvrdnju i dokaZite je!
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Primjer 2.28. Pretpostavimo da izvodimo slucajan pokus bacanja nepravilno izradenog novéica
kod kojega je relizacija pisma favorizirana i dogada se s vjerojatnogéu 0.7 (koristit éemo oznaku
1 za realizaciju pisma © 0 za realizaciju glave). Tada slucajna varijabla X kojom modeliramo taj
pokus ima Bernoullijevu distribuciju s parametrom p = 0.7, tj. zadana je tablicom distribucije

X = 0 1 .
0.3 0.7

Slucagna varijabla Y koja opisuje broj realiziranih pisama nakon 100 nezavisnih bacanja toga
novcica ima binomnu distribuciju s parametrima n = 100 i p = 0.7, tj. Y ~ B(100,0.7). Kako

binomnu slucajnu varijablu moZemo predstaviti kao sumu n Bernoullijevih slucajnih varijabli, tj.
n
Y = ZX“ X; jednako distribuirana kao X, Vi,
i=1

racunanje je matematickog ocekivanja od 'Y znatno pojednostavijeno i svodi se na primgjenu svoj-

stva aditivnosti ocekivanja:

100 100 100
EX =Y EX;=) (0:03+1-0.7)=>_0.7=100-0.7 = 70.
i=1 i=1 i=1

Za ocekivanje obi¢no kazemo da je jedna mjera centralne tendencije sluajne va-
rijable. Naime, ako se pitamo postoji li realan broj koji je na neki nac¢in "naj-
blizi" slu¢ajnoj varijabli, onda je to u jednom nacinu mjerenja udaljenosti upravo
ocekivanje. Pritom udaljenost izmedu slu¢ajne varijable i broja mjerimo kao oce-
kivano kvadratno odstupanje: E(X — a)?.? Zaista, definiramo li funkciju g(a) =
E(X —a)? = EX? — 2aEX + a? na R, vidimo da ona postiZe minimum upravo u
vrijednosti a = EX.

Primjer 2.29. Ilustrirajmo znacenje odekivanog kvadratnog odstupanja slucajne varijable od kons-

tante na primjerima.

a) Neka je slucajna varijabla X zadana tablicom distribucije
1234
X = < 1111 > :
4 4 14 4

1 1 1 1
E(X-a)?=01- a)zz +(2— a)ZZ + (3 — a)ZZ + (4 — a)ZZ
funkcija varijable a. Minimum ove funkcije je tocno prosjek vrijednosti koje sluc¢ajna varija-

Tada je

bla moZe posti¢i, tj. 2.5. Uocimo da se ovdje sve vrijednosti reliziraju s istom vjerojatnoscéu
(slika 2.21).

b) Neka je sluéajna varijabla X zadana tablicom distribucije

1234
X:<1115>'
8 8 8 8

1 1 1
BX —a)? = (1=’ + (2 -0’ + (- )5 + (- a)2§
kao funkcija varijable a postize minimum koji nije jednak prosjek vrijednosti koje slucajna

Tada

varijabla moZe primiti jer se vrijednost 4 realizira bitno veéom vjerojatnodéu mego ostale
vrigednosti iz R(X). Ovdje je minimum za a = 3.25, tj. "povuden” je prema 4 (slika 2.21).

4Vige o toj temi mozete pogledati u [26].
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0.25¢

1 2 25 3 4 1 2 3325 4
Slika 2.21: Grafovi distribucija slu¢ajnih varijabli iz primjera 2.29.
Minimalno ocekivano kvadratno odstupanje sluc¢ajne varijable od konstante, koje
se postize u ocekivanju, takoder ima svoje znacenje. Zove se varijanca i tema je
sljedeéeg poglavlja.

2.6.2 Varijanca i ostali momenti. Vazne nejednakosti

Koristeci definiciju o¢ekivanja, za slu¢ajnu varijablu definiramo momente i centralne

momente.

Definicija 2.13. Neka je X slucajna varijabla na diskretnom vjerojatnosnom pros-
toru (2, P(Q),P) ir>0.

e Ako postoji E(X"), onda broj u, = E(X") zovemo moment r-tog reda ili

r-ti moment od X.

e Ako postoji E(|X|"), onda broj E(|X|") zovemo apsolutni moment r-tog

reda ili r-ti apsolutni moment od X.

e Ako postoji EX i E(|X — EX|") onda broj E(|X — EX|") zovemo r-ti cen-

tralni moment od X.

o Ako postoji E(X — EX)?, onda taj nenegativan broj zovemo varijanca slu-

¢agne varijable X i oznacavamo Var X, o% ili o2.
Uoc¢imo:

- Ocekivanje je sluCajne varijable X njezin moment prvog reda. Ocekivanje

uobi¢ajeno oznacavamo s p umjesto piq.

- Varijanca je drugi centralni moment. Ona predstavlja ocekivano kvadratno

odstupanje sluc¢ajne varijable od njezinog ocekivanja.
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Primjer 2.30. Neka je slucajna varijabla X zadana tablicom distribucije

2
X= <0.§ 0(.13 (?.4) '
Izracunajmo momente EX, EX2, EX3, Var X, E(X — E(X))? te diskretne slucajne varijable:
EX = —0.3a 4 0.3a + 0.4a2 = 0.4a2,
EX? = 0.6a% + 0.4a* = 0.2a2(2a2 + 3),
EX?3 = —0.3a3 + 0.3a3 + 0.4a% = 0.4a5,
VarX = E ((X — EX)?) = EX? — (EX)? = 0.24a(a? + 2.5),
E(X - EX)? = E (X?) - 3E (X?) EX +2(EX)? = 0.464a% — 0.6a%(2a2 + 3).

Propozicija 2.1. Neka jer > 0 i E(|X|") postoji. Tada postoji i E(|X|®) za svaki
0<s<r.

Dokaz. Za svaki realan broj x ¢ 0 < s < r vrijedi nejednakost:
|z]® < 1+ |x|".
Odavde i iz monotonosti ocekivanja vidimo da vrijedi:
(X" <1+ X" = E(X]°) <1+ E(|X]") < o0,

pa postoji ocekivanje od X°.

Kao ilustraciju moguéih interpretacija momenata navodimo tzv. éebiéevljevu ne-
jednakost koja daje korisnu interpretaciju ocekivanja i varijance svake slucajne va-
rijable koja ima varijancu.

Propozicija 2.2 (Cebiéevljeva nejednakost). Neka je X slucajna vrijabla koja ima

varijancu o te neka je dan broj k > 0. Tada vrijedi:
1
P{IX —ul 2 ko} < -5,
gdje je p ocekivanje slucajne varijable X.
U dokazu te propozicije iskoristit éemo sljedeéu nejednakost koja je opéenito vrlo
korisna u teoriji vjerojatnosti.

Teorem 2.4. Neka je X slucajna varijabla na vierojatnosnom prostoru (2, P(§2), P)
i g nenegativna funkcija definirana na R(X) takva da postoji Eg(X). Tada za svaki

€ > 0 vryedi:
Eg(X)
et

P{g(X) > e} <
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Dokaz. Prije svega, uocimo jednu opcenito korisnu cinjenicu: ako je A € P(Q)

IA(w):{l’WEA,

neki skup, oznacimo li

O,wé¢A
14 je slucajna varijabla na Q koju moZemo iskoristiti za povezivanje vjerojatnosti

skupa A i pojma ocekivanja slucéajne varijable. Naime, distribucija te slucajne vari-

jable dana je tablicom

0 1
IA:< ), p:P{IA:1}:P{A}.
L=pp
Dakle, vrijedi:
EI, = P(A).

Koristenjem tog nacina oznacavanja, monotonosti i linearnosti ocekivanja te nene-

gativnosti funkcije g vidimo da za svaki € > 0 vrijedi:

Eg(X)

E(g(X)I1gx)>e) + 9(X){g(x)<e})
E(g(X)gx)>ey) + E(9(X)g(x)<e})
E(g(X)Ig(x)>e}) = eEI{g(x)>c}

eP{g(X) = e},

I\/ H

Sto dokazuje tvrdnju.

Dokaz (éebiéevljeva nejednakost). Iz prethodnog teorema slijedi:

P{|X — EX| > ko} = P{|X — EX|* > k*0?}
E|X —EX]? VarX 1
- k202 T kK202 T R2

Interpretacija se varijance i ocekivanja koristenjem éebiéevljeve nejednakosti za-
pravo temelji na drugom korijenu iz varijance. Tu veli¢inu, tj. v Var X zovemo

standardna devijacija slu¢ajne varijable i ozna¢avamo sa ox ili o.

Dakle, vidimo da Cebiéevljeva nejednakost tvrdi: vjerojatnost da odstupanje
sluéajne varijable X od njezinog ocekivanja bude po apsolutnoj vrijed-
nosti vece ili jednako k standardnih devijacija, manja je ili jednaka od
1/k%.

Na primjer, vjerojatnost je manja ili jednaka 1/9 = 11.1% da slucajna varijabla
odstupa od svog ocekivanja za vise od 3 standardne devijacije. KoriStenjem sta-

tisticke interpretacije vjerojatnosti mozemo tada zakljuciti da ée se, prilikom puno
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nezavisnih realizacija slu¢ajne varijable X, u ne vige od 11.1% slucajeva realizirati
vrijednosti izvan intervala [u — 30, u + 30], a u barem 88.9% sludajeva vrijednosti
unutar tog intervala. Kao §to se moze vidjeti iz navedenih objaSnjenja, ima smisla
standardnu devijaciju smatrati jednom od mjera koja govori o rasprSenosti realiza-

cija sluajne varijable oko ocekivanja, tj. mjerom rasprsenja.

Primjer 2.31. Neka je X diskretna slucajna varijabla kojom je modeliran broj kisnih dana u
Osijeku tijekom jedne godine. Poznato je da je olekivani broj kisnih dana 128, a standardna
devigacija 4. Ako Zelimo ocijeniti P {|X — EX| < 5}, tj. vjerojatnost da broj kisnih dana u Osijeku
tijekom jedne godine odstupa od ocekivanog broja za manje od pet dana, koristimo C‘ebi§evljevu
nejednakost. Iz é’ebi§evljeve nejednakosti dane u propoziciji 2.2 primgjenom svojstva vjerojatnosti
suprotnog dogadaja slijedi da je

P{IX - BX| <ko}>1- .
Bududéi da je u tom primjeru EX =128, 0 =4 i ko =5, tj. k =5/4, slijedi da je

P{|X —128| < 5} > 0.36.

Primjer 2.32. Neka je X diskretna slucajna varijabla kojom je modeliran broj komaraca uhvaden
u danu klopku u jednom satu tijekom lipnja u Osijeku. Pretpostavimo da je poznato da je u
opisanim uvjetima ocekivani broj komaraca uhvacenih u tu klopku po satu jednak 50, a varijanca
64 te da je

P{|X —50| < 8k} >0.5

za neki neki k € (0,5). Pomocéu zadanih velidina moZemo odrediti granice intervala (50 — 8k, 50 +
8k) cijim se cjelobrojnim elementima, prema C’ebi§evljevoj nejednakosti, X realizira vjerojatnoséu
vecom ili jednakom 0.5. RjeSavanjem jednadzbe

1

1—k—2:0.5

slijedi da je parametar k iz C’ebi§evljeve nejednakosti jednak /2. Prema tome je
P{50—8v2< X <50+8V2} >05.

Buduéi da je (50 — 8v/2) = 38.686, a (50 + 8v/2) ~ 61.314, slijedi da je vjerojatnost da se X
realizira brojem iz skupa {39,40,...,61} veca ili jednaka 0.5. U kontekstu naSeg promatranja to
znaci da je vjerojatnost da u opisanu klopku bude ulovljeno n, n € {39,40,...,61}, komaraca veéa
ili jednaka 0.5.

Primjer 2.33. Neka je dana slucajna varijabla X koja ima oc¢ekivangje 0.7 i standardnu devijaciju
0.458. Tada C:'ebi§evljeva nejednakost garantira: vjerojatnost odstupanja te slucajne varijable od

0.7 za vise od dvije standardne devijacije iznosi najvise 0.25. Naime
1
P{IX —0.7] 220} < .

Koristenjem statisticke interpretacije vjerojatnosti moZemo zakljuciti da ce se, prilikom puno
nezavisnih realizacija te slucajne varijable, najvise u 25% sludjeva realizirati vrijednosti izvan
intervala [0.7 — 2 - 0.458,0.7 + 2 - 0.458] = [0.2417,1.1583], a u barem 75% slucajeva vrijednosts
unutar tog intervala. (Odredite Sto kraéi interval koji ée sadrZavati barem 88% realizacija!)
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Dakako, ta ocjena nije precizna s obzirom da se odnosi na sve slu¢ajne varijable sa
zadanim iznosom ocekivanja i standardne devijacije bez obzira na tip distribucije.
Ukoliko je to¢no poznata distribucija sluc¢ajne varijable, takve se vjerojatnosti se

mogu izra¢unati i puno preciznije, §to ¢e biti ilustrirano u narednim poglavljima.

S obzirom da je varijanca moment koji ¢emo cesto koristiti, dokaZimo nekoliko

korisnih svojstava.

1. Neka je X slucajna varijabla koja ima varijancu te a i b proizvoljni realni
brojevi. Tada vrijedi
Var (aX +b) = a*Var X.

Dokaz.

Var (aX 4+ b) = E((aX +b) — (aEX +b))* =
= E(aX —aEX)? = d®B(X — EX)? = a®Var X.

2. Ako za slu¢ajnu varijablu X vrijedi Var X = 0, onda ona zapravo nema ka-
rakter sluc¢ajnosti, tj. P{X = konst.} = 1. Ocigledno je da vrijedi i drugi
smjer te tvrdnje, tj. ako za slu¢ajnu varijablu X vrijedi P{X = konst.} =1,
onda je Var X = 0.

Dokaz. Neka je Var X = 0. Tada vrijedi: E(X — u)? = 0. S obzirom da
je (X — pu)? > 0, na skupu na kojemu je (X — p)? > 0 mora biti pripadna
vjerojatnost 0, tj. P{(X — p)? > 0} = 0. Odavde slijedi da je P{(X — u)? =
0} =1, tj. P{X = pu} =1, sto dokazuje prvu tvrdnju. Za dokaz druge tvrdnje

pretpostavimo P{X = c} = 1. Tada je EX =¢, a Var X = E(X —¢)? = 0.
3. Varijancu mozemo racunati takoder primjenom formule
Var X = EX? — (EX)2
Dokaz. Neka je EX = p. Tada zbog linearnosti ocekivanja vrijedi:
Var X = B(X — p)? = B(X? - 2uEX + p?) = EX? — 1%
2.6.3 Ocekivanje i varijanca nekih parametarskih diskretnih
distribucija

Parametarski se zadane familije distribucija ¢esto koriste u praksi, a njihovi se para-

metri nerijetko mogu iskazati u terminima momenata. U ovom poglavlju izrac¢unat
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¢emo ocCekivanje i varijancu za diskretne parametarske familije definirane u poglavlju
2.4.

Diskretna uniformna distribucija

Za slucajnu varijablu X rekli smo da ima diskretnu uniformnu distribuciju ako
je njezin skup vrijednosti kona¢an podskup skupa realnih brojava , tj. R(X) =

{z1,22,...,2,} C R, a pripadni niz vjerojatnosti definiran je na sljedeé¢i naéin:
1 .
p=P{X=x}=—, i=12,...,n.
n

Ocekivanje je te slu¢ajne varijable aritmeticka sredina elemenata skupa R(X), tj.

n n
1
=1 =1

Za varijancu tada vrijedi:

n

1
= — i — Tn 2~
Var X . ;:1(96 Tn)

Specijalno, ako je skup vrijednosti {1,2,3,...,n}, tada je:

n+1 n?—1
EX = Var X = .
g 12

Bernoullijeva distribucija

Za slu¢ajnu varijablu rekli smo da ima Bernoullijevu distribuciju ako je zadana

0 1
X = , pe(0,1).
1-pp

Ocekivanje i varijanca te distribucije dani su sljede¢im izrazima:

tablicom distribucije

EX =p, Var X = p(1 —p).

Uoc¢imo da je slucajna varijabla I, iz dokaza teorema 2.4 Bernoullijeva slu¢ajna
varijabla s parametrom p = P(A).
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Binomna distribucija

Binomna slucajna varijabla B(n,p) s parametrima n € Ni p € (0,1) definirana je

skupom vrijednosti {0, 1,2,...,n} s pripadnim vjerojatnostima
. ny g n—i
pi=P{X =i} = (i)p (I—p)" "
Ozna¢imo ¢ =1 — p.

Prije negoli izracunamo ocekivanje i varijancu binomne sluc¢ajne varijable uo¢imo

da za fiksne realne brojeva a i b vrijedi sljedece:

g(t) = (at + b)" = zn: (n) diipn—i

i=0 t

'(4) = tp) g — [ g tpni
g (t)=n(at+b)" "a Zz<i>a

i=1

=1 \!

gd(1)=n(a+b)" ta= Zz (n) albn (2.3)

g"'(t) =n(n—1)(at +b)"2a® = Zz(z -1) (n) a't' =2t

i=2 t

g'(1) =n(n—1)(a+bd)"?%a® = Zz(z -1) (n) a'bn? (2.4)

i=2 ¢

Primjenom izraza (2.3) dobivamo da je

= (T i n—i n—
£x = 3i(5) - o =l + 1= =

=0

Primjenom izaza (2.3) i (2.4) dobivamo da je

Var X

|
S|
>
(V)
|
]
>
e
|
(7=
~.
()
-
N2
E@
_
|
3
3
L
|
)
S
()

Dakle, o¢ekivanje i varijanca binomne slu¢ajne varijable dani su sljede¢im izrazima:

E(X)=mnp, VarX =npq.
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Primjer 2.34. Ocekivanje i varijanca binomne slucajne varijable X s parametrima n = 50 1
p= % jesu
50 100
w=mnp= 3 ~ 16.67, o2 = np(l —p) = o ~ 11.11,
dok je standardna devijacija o = 10/3 ~ 3.33. Slikom 2.22 prikazana je distribucija te slucajne
varijable s oznadenim odekivanjem i granicama intervala [p — 30, u + 30] = [6.67,26.67].

y
0.12F ™Y
0.10f .' '.
0.08t A
0.06¢ ’ .
[ ]
0.04f ! .
0.02¢ B o
L e x

6.67 16.67 26.67
Slika 2.22: Distribucija slu¢ajne varijable X ~ B(50, %)

Odredimo vjerojatnost realizacije te slucajne varijable unutar intervala (6.67,26.67), tj. vjerojat-
nost realizacije slucajne varijable udaljene od ocekivanja za manje od tri standardne devijacije:

26

P{X € (6.67,26.67)} = (59> (%) (2)5071‘ ~ 0.997.

i=7
Dakle, ta ée se slucajna varijabla s vjerojatnodéu priblizno 0.997 realizirati unutar intervala [y —
30, u+ 30]. Koristenjem statisticke interpretacije vjerojatnosti mozZemo zakljuciti da ée, prilikom

puno nezavisnih realizacija te slucajne varijable, njih oko 99.7% pasti unutar tog intervala.

Koristenjem racunala odredite najkraci simetrican interval oko ocekivanja za koji mozZemo turditi
da ée sadrzati barem 95% realizacije ove slucajne varijable prilikom puno nezavisnih ponavljanja

pokusa.

Poissonova distribucija

Sluc¢ajna varijabla X ima Poissonovu distribuciju s parametrom A > 0 ako prima

vrijednosti iz skupa {0,1,2,...} s vjerojatnostima

)\i
pi=P{X=i}= e_/\.—‘.
i!

Izra¢unajmo ocekivanje i varijancu Poissonove sluc¢ajne varijable:

o0

0 ,e_)‘)\i Y > .)\i N )\i—l o
EX:ZZ:;z A =e ;Zﬁ:e ;)\mz)\e et =\
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oo —A )¢ e 7
2 e Ay LA B
EX? =) @ =e Zz(i—l)!_
=0 i=1

> /\i—l
= A ) — 1 1 =
Ae Z(z + )(z —)i
=1
e )\1—2 & )\z—l
_ - _
= Ae /\Z(z‘—z)' (i —1)!

Var X = EX? — (EX)? = 2+ A=\ =\

Dakle, oc¢ekivanje i varijanca Poissonove slu¢ajne varijable dani su sljedeé¢im izra-

z0o1m:

EX =Var X = A\
Primjer 2.35. Ocekivanje i varijanca Poissonove slucajne wvarijable X s parametrom A = 4
jednaki su vrijednosti parametra A\, tj. 4, dok je standardna devijacija o = 2. Slikom 2.23

prikazana je distribucija te slucajne varijable s oznacenim ocekivanjem i granicama intervala
[w =20, u+20] =0,8].

0.20¢
0.15¢
0.10¢
0.05¢

Y 3
(o]

Slika 2.23: Distribucija slu¢ajne varijable X ~ P(4).

Odredimo vjerojatnost realizacije te slucdajne varijable unutar intervala [0,8], tj. wvjerojatnost

realizacije slucajne varijable udaljene od ocekivanja za manje ili toéno dvije standardne devijacije:

8 )

41

P{X €[0,8]} =) e *— ~0.979.
3l
i=0

Dakle, ta ée se slucajna varijabla s vjerojatnoséu priblizno 0.979 realizirati unutar intervala [p —
20, u+ 20]. Koristenjem statisticke interpretacije vjerojatnosti mozemo zakljuciti da e, prilikom
puno nezavisnih realizacija te slucajne varijable, njih oko 97.8% pasti unutar tog intervala.
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Odredite nagkraéi simetri¢an interval oko odekivanja za koji mozZemo turditi da ée sadrZati barem

95% realizacija te slucajne varijable prilikom puno mezavisnih ponavljanja pokusa.

racunalo!)

Geometrijska distribucija

(Iskoristite

Slu¢ajna varijabla X ima geometrijsku distribuciju s parametrom p € (0,1) ako

prima vrijednosti iz skupa {1,2,3,...} s vjerojatnostima

pr=P{X =k} =p(l—p)* "

Izra¢unajmo ocekivanje i varijancu te distribucije.

Deriviranjem jednakosti

1 o0
:E zt |z <1,
1—2z =

po z i primjenom dobivenog izraza uz z = 1 — p slijedi

0o . . 1
EX:Zzp(lfp) 1:;).
i=1

Primjenom druge derivacije izraza (2.5) uz £ = 1 — p dobivamo da je

(2.5)

1—
Var X = 2]9.
p
Primjer 2.36. Ocekivanje i varijanca geometrijske slucajne varijable X s parametrom p = 1/3
jesu
1 1—
y‘:7:37 0'2: 217:67
p p
dok je standardna devijacija o = /6 ~ 2.45. Slikom 2.2/ prikazana je distribucija te slucajne
varijable s oznadenim ocekivanjem i granicama intervala [ — o, pu + o] = [0.55,5.45].
y
0.3}
0.2}
0.1
L X
3 545

Slika 2.24: Distribucija geometrijske slucajne varijable s parametrom p = %
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Odredimo vjerojatnost realizacije te slucajne varijable unutar intervala (0.55,5.45), tj. vjerojatnost
realizacije slucajne varijable udaljene od ocekivanja za manje od jedne standardne devijacije:

5

P{X €(0.55,5.45)} = > "ip(1 —p)' "' ~ 0.579.
i=1

Dakle, ta ce se slucajna varijabla s vjerojatnodéu priblizno 0.579 realizirati unutar intervala [p —
o, + o]. Koristenjem statisticke interpretacije vjerojatnosti moZemo zakljuciti da ée, prilikom
puno nezavisnih realizacija te slucajne varijable, njih oko 57.8% pasti unutar tog intervala.

Koristenjem racunala odredite najkraci simetrican interval oko ocekivanja za koji moZemo tvrditi
da ée sadrzati barem 95% realizacije te slucajne varijable prilikom puno mezavisnih ponavljanja

pokusa.

2.6.4 Ocekivanje i momenti neprekidne sluc¢ajne varijable

Za neprekidne sluc¢ajne varijable o¢ekivanje se definira koristenjem pripadne funkcije

gustoce.

Definicija 2.14. Neka je X neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoée f.

Ako je konacan integral
[ el

onda kaZemo da slucajna varijabla X ima ocekivanje i broj
oo
uw=FEX = / zf(x)dx

zovemo matematicko océekivanje neprekidne sluéajne varijable X.

Valja naglasiti da sva spomenuta svojstva ocekivanja (vidi poglavlje 2.29) koja vri-
jede za diskretne slucajne varijable vrijede i za neprekidne sluc¢ajne varijable. Ta-
koder, ako je dana realna funkcija realne varijable g, onda ocekivanje sluc¢ajne va-
rijable” g(X) moZemo rac¢unati analogno diskretnom slucaju, ali koristeéi funkciju

gustoce i integral umjesto sume, tj.

oo

mwb/mwmm

— 00

5za uvjete na funkciju g koji osiguravaju da je g(X) neprekidna sluéajna vrijabla pogledati

primjerice [26]
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Definicija je momenata onda identi¢na definiciji momenata u diskretnom sluc¢aju,
ali se momenti drugacije racunaju s obzirom da se definicije ocekivanja razlikuju.

Tako je npr. drugi centralni moment, odnosno varijanca, definiran na sljedec¢i nacin:

Var X = / (z — EX)? f(z) dx.

Takoder se moze pokazati da pri toj definiciji ostaju sa¢uvana sva svojstva varijance
dokazana u poglavlju 4.19 za diskretan sluc¢aj, kao i navedene korisne nejednakosti
(vidi npr. [26]).
Primjer 2.37. Funkcija gustoce slucajne varijable definirana je pravilom
) sinz , z € (0,7/2]
f("”){ 0 Lo 0,m/2

Izracunajmo momente EX, EX2, EX3, Var X, E[X — E(X)]? te neprekidne slucajne varijable:

/2 /2
EX = /xsinxdm:l, EX? = /:1:2sinxd:r::7rf2,
0 0
/2
EX3 = /z?’sin:cdz:§(7r—8), Var X = EX2 — (EX)?2 =7 -3,
J 4
/2

) 32
E(X — EX)3 = /(szX)g’sina:dx:%fSﬂ'JrZ.

0

2.6.5 Ocekivanje i varijanca nekih parametarskih nepreki-
dnih distribucija

Analogno parametarskim diskretnim distribucijama, za nastavak ¢e kolegija biti
korisno izracunati i zapamtiti izraze za ocekivanje i varijancu nekih parametarskih
neprekidnih distribucija koje se ¢esto koriste. U tu je svrhu samo potrebno rijesiti
zadane integrale. S obzirom da je normalna sluc¢ajna vrijabla najvaznija u klasi ne-
prekidnih slucajnih varijabli, ovdje ¢éemo navesti samo izrac¢un océekivanja i varijance

te distribucije, a za ostale navodimo eksplicitne izraze u tablici 2.1.

Ocekivanje i varijanca normalne distribucije

Neka je X ~ N (i, 0?), tj.
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Da bismo lakse rijesili potrebne integrale, uo¢imo prvo da je funkcija

1 22
V2T

e 2
neparna, na R integrabilna funkcija, pa je

g(z) =1

o0

/ g(z)dz =0.

—00

Osim toga, zbog normiranosti funkcije gustoce neprekidne slu¢ajne varijable znamo
da je

T
67% dr = 1.
/ V2T

Primjenom supstituciije t = (z — p) /o slijedi:

o0

1 _ (=2 1 T 2
EX = xe 22 de=—— [ (ct+p)e T dt
2ro 27r
— 00 — 00
1 / te T dt + 1 /
ote”
\/277 M\/?ﬂ'
=M,
1 7 (@—w)? 1 7 ¢2
EX? = / e 20 dop = — / ot + p)?e” T dt

2mo V2T ( 2

0'

_2 2 u? 2
t%e dt+ e 2 /e > dt
\/277 / V2 V2T
- 5T,
= — t?e” 7 dt + p? = o? f/t2e_7dt—|—,u2.
V2 ™
ﬂ——oo 0

Gornji integral rjesavamo parcijalnom integracijom. Slijedi da je

oo oo
2 2 /2
02\/7/t2e_12 dt = o2 /e %
T T
0 0
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Dakle, Var X = o2

Uo¢imo da su parametri g i 02 normalne distribucije upravo njezino matematicko

ocekivanje i varijanca, redom.

Primjer 2.38. Graf funkcije gustoée normalne slucajne varijable s ocekivanjem p =5 i varijan-

com 02 =1 prikazan je slikom 2.25.

y
0.4} .
0.3¢
[ ] [ ]
0.2}
0.1f
: X
4 5 6

Slika 2.25: Graf funkcije gustoce normalne distribucije A/ (5,1).

Vidimo da funkcija gustoée ima maksimum wu odekivanju, a za vrijednosti mezavisne varijable
1 = p—o iz = p+ o ima tocke infleksije. Odredimo vjerojatnost realizacije te slucajne
varijable unutar intervala [p — o,p + o] = [4,6], tj. vjerojatnost realizacije slucajne varijable

udaljene od ocekivanja za mange ili toéno jednu standardnu devijaciju (koristite racunalo!).
P{X € [4,6]} =~ 0.682.

Provjerite da je P{X € [ — 20, u+ 20]} = 0.955 ¢ P{X € [u — 30,1+ 30]} =~ 0.997.

Kratak pregled obradenih distribucija dan je u tablici 2.1.

Naziv distribucije ‘ Distribucija (gustocéa) ‘ Ocekivanje ‘ Varijanca ‘
Bernoullijeva, p € (0, 1) 01 p p(1—p)
l-pp
Binomna R(X)=1{0,1,2,...,n}
B(n,p),n €N, pe(0,1) | pi= <?)pi(1 —p)" np np(1 = p)
Poissonova R(X) =No
P(), >0 pi= e A A
Geometrijska R(X)=N
G(r), p < (0,1) pi=p(1—p)~! - —*
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’ Naziv distribucije ‘ Distribucija (gustoca) ‘ Ocekivanje ‘ Varijanca ‘

Uniformna na (a, b)
1 a+b (b—a)?
Ula,b), a <b f(z) = ml(a,b)(x) 5 BETEE
Eksponencijalna
. 1 1
EN),A>0 f(x) = Ae‘“]wyo@)(x) 3 2
2
Laplaceova, A > 0 fz) = %)\e"\m 0 2
Normalna
1 (2—p)?
N(u,0?), t €R, 0 >0 )= ——e 202 o?
(1, 0%), 1 f(x) Tong 1

Tablica 2.1: Tablica distribucija ili funkcija gustoéa te oc¢ekivanja i varijanci vaz-

nijih parametarskih familija diskretnih i neprekidnih distribucija.

2.7 Transformacija sluc¢ajne varijable

2.7.1 Postupak standardizacije

Koristenjem svojstava ocekivanja i varijance dokazat ¢emo da svaku sluc¢ajnu va-
rijablu koja ima varijancu moZemo afino transformirati (dodavanjem konstante i
mnoZenjem s konstantom razli¢itom od 0) tako da novonastala slu¢ajna varijabla
ima ocekivanje 0 i varijancu 1. Takav se postupak transformiranja sluc¢ajne varijable

u statistici naziva postupak standardizacije.

Propozicija 2.3. Neka je X slucajna varijabla s ocekivanjem p € R i varijancom

% > 0. Tada slucajna varijabla

ma ocekivange 0 i varygancu 1.

Dokaz. Koristenjem rezultata poglavija 2.6 vidimo da vrijedi:

1
EY = =(EX — 1) =0,
g

1
VarY = —QVarX =1.
o

Vidimo da smo postupkom standardizacije lako promijenili varijancu i ocekivanje
sluc¢ajne varijable, ali je ovdje ostalo nejasno $to se pri toj transformaciji dogodilo

s njezinom funkcijom distribucije, tj. na koji je na¢in ona promijenjena.
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Propozicija 2.4. Neka je X slucajna varijabla s funkcijom distribucije Fx(z),

ocekivanjem p € R i varijancom o > 0. Tada slucajna varijabla

X
Y = u,cr:\/UQ,
o

ima funkciju distribucije Fy (z) = Fx(oz + p).
Dokaz. S obzirom da je o > 0, vrijedi:
X —p

Fy(I)P{YSI}P{ gx}P{X§0x+u}FX(ax+u).

Primjer 2.39. Neka je X ~ B(n,p), n € N, p € (0,1). Postupkom standardizacije dobivamo

slucajnu varijablu
X —np

Vnp(1—p)

Uocimo da Y wvise nema distribuciju u binomnoj famailiji!

Primjer 2.40. Neka je X ~ P(M\), A > 0. Postupkom standardizacije dobivamo slucajnu varijablu
X=X
VA

Uoc¢imo da 'Y wviSe nema distribuciju u Poissonovoj familigi!

Y =

Primjer 2.41. Neka je X ~U(a,b). Funkcija distribucije slucajne varijable X dana je izrazom

z 0 ,z<a
T—a
Fx(z) = flx)de = 7—a ,a<lz<b.
- 1 ,z>0b

Postupkom standardizacije dobivamo slucajnu varijablu Y sa sljedecom funkcijom distribucije

0 ,orx+pu<a
ox —a
Fy(z)=Fx(cz+p) = %,a§0m+u<b,
1 ,0rx+u>b
tj.
0 yr < R
o Ok .
a a—p —n
Fy(SC)Z b—p _a—p o S$< o .
o o b
1 Lo > 2K
o

a—p b—
J, J) , tJ. postupak standardizacije zadrZao je slucajnu
o o

varyjablu u istoj klasi, ali s drugim parametrima.

Odavde vidimo da je Y ~ U (

Primjer 2.42. Neka je X ~ N (pu,02). Postupkom standardizacije dobivamo slucajnu varijablu

X_
Z = L

~ N(0,1).

[

Provjerite ovu turdnju!
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2.7.2 Bijektivna transformacija sluc¢ajne varijable

Postupkom standardizacije transformiramo slu¢ajnu varijablu afinom funkcijom s

pozitivnim koeficijentom smjera. Naime, u postupku standardizacije novonastala

slucajna varijabla Y kompozicija je afine funkcije g(z) = TH i slu¢ajne varijable
X, tj. Y = g(X). Pokazali smo da se, kod ovako jednostavne funkcije g, moze lako
odrediti funkcija distribucije novonastale sluc¢ajne varijable. Sli¢an postupak moze
se primijeniti kod svih transformacija bijektivnim funkcijama g. Ako je slu¢ajna
varijabla X diskretna, opisanim postupkom dobivamo slu¢ajnu varijablu Y = g(X)
koja je takoder diskretnog tipa. Medutim, ako je X apsolutno neprekidna, ¥ =
g(X) ¢e biti apsolutno neprekidna samo ako je moguce izraziti njezinu funkciju

distribucije pomoc¢u funkcije gustoce.

Primjer 2.43. Neka je dana diskretna slucajna varijabla X tablicom distribucije

X= ("t o<pi<1, Yopi=1, ICN,
pPrL p2 --. Pn ... iel

i neka je g : R(X) — R bijekcija. Tada je slucajna varijabla Y = g(X) zadana tablicom distribu-
cije

Y<g(m)g<xz>...g<xn)..->, pi>1, S p=1 ICN.

p1 b2 ... Pn

Primjer 2.44. Neka je dana neprekidna slucajna varijabla X funkcijom gustoce f i neka je

bijekcija g: R — R definirana pravilom g(z) = e®. Tada je Y = g(X) = X neprekidna slucajna
1
varijabla s funkcijom gustoée h(z) = f(lnz) — zaxz >0 i h(x) =0 za = < 0.
T
Zaista,
0 <0
Fy(z)=P{Y <z} =P{g(X) <z} = U=
V() = PIY <2} = Plo(X) <2} {P{ng_l(x)} e

Nadalje, za x > 0 vrijedi:

—z) Inx
pix<gt@y= [0 fwa= [ swa

—o0 —o0

Uz supstituciju t = Inu slijedi:

PIX <o @) = [ flinu) 7 du

Definiranjem funkcije
,u<0

0
h(u) = f(lnu)i ,u>0

vidimo da je ona nenegativna i vrijedi
xT
P{Y <a} = / h(w) du,
— 00

pa je time pokazano da je h(u) funkcija gustoée slucajne varijable Y.
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Primjer 2.45. Neka je neprekidna sluéajna varijabla X zadana funkcijom gustoée f i neka je

g(z) = e=®. Tada se analognim postupkom kao u primjeru 2.4/ vidi da je Y = g(X) = e=X

neprekidna sludajna varijabla s funkcijom gustoée h(zx) = f(—In(z))— za z > 0 7 h(z) = 0 za
z<0. v

Za neprekidnu slu¢ajnu varijablu X i bijekciju g: R — R(g) C R moZe se odrediti
opdeniti izraz za funkciju gustoée slu¢ajne varijable Y = g(X) ako je ona neprekidna

sluéajna varijabla. O tome govori teorem 2.5.

Teorem 2.5. Neka je X neprekidna slucajna varijabla, fx njezina funkcija gustoce,
a Fx funkcija distribucije. Neka je, nadalje, g: R — R(g) C R bijekcija. Ako je
funkcija g derivabilna na R, onda je Y = g(X) neprekidna slucajna varijabla s

Sfunkcijom gustoce

Fx(@ )llg W1, y € R(g)
0 Yy € (R(9)°

Dokaz. Neka je X neprekidna slu¢ajna varijabla i g bijekcija kao u iskazu teorema.

Iy (y) :{

Trazimo funkciju distribucije Fy slu¢ajne varijable Y = g(X). Uoc¢imo da vrijedi:
Fy(y) = P{Y <y} = P{g(X) <y}

Da bismo izrazili P{g(X) < y} u terminima P{X € A} za neki skup A C R
(tj. u terminima funkcije distribucije slucajne varijable X), potrebno je rijesiti

nejednadzbu
g(x) <y.
S obzirom da je g bijekcija s R na R(g) C R, postupak rjesavanja ovisi samo o tome

da li je g monotono rastuca ili monotono padajuca funkcija.
e Neka je g : R — R(g) monotono rastuca funkcija.
Tada za sve y € R(g) vrijedi:
Fy(y) = P{Y <y} = P{g(X) <y} = P{X < g7 (y)} = Fx(97"'(v))

Ako je funkcija g derivabilna na R, onda je i funkcija Fx (g~ !(y)) derivabilna na

R(g), pa mozemo definirati funkciju

o) = ‘W — A @)l W) v e Rg).

Uoc¢imo da je fy nenegativna funkcija s obzirom da su Fx i g monotono rastuce

funkcije. Takoder vrijedi:

el w)lg™ )] dy = / frlw)de = 1.

R(g)
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Sada moZemo prosiriti funkciju fy (y) na cijeli R tako da definiramo:

[ i @ W) v e R()
friv) = { 0 Ly e (R()°

e Neka je g: R — R(g) monotono padajuéa funkcija.

Tada za sve y € R(g) vrijedi:
FPy(y)=P{Y <y} =P{g(X) <y} =P{X 297 (y)} =

=1-P{X <g'(¥)}=1-Fx(g~ ')

107

Ako je funkcija g derivabilna na R onda je i funkcija (1 — Fxx (g7 (y))) derivabilna

na R(g), pa mozemo definirati funkciju

d(1—Fx(g~'(y)))

fr(y) = = —fx(g7' Wl W), yeR(g).

dy

Uoc¢imo da je fy nenegativna funkcija jer je fx(g~'(y)) > 0 zbog nenegativnosti

funkcije fx, a [g_l(y)]/ < 0 s obzirom da je g monotono padajuéa funkcija. Takoder

vrijedi:

Sada moZemo prosiriti funkciju fy (y) na cijeli R tako da definiramo:

—fx (g W)l W) .y € R(g)

friv) = { 0 Ly e (R(g)°

Prema prethodnim rezultatima slijedi da za derivabilnu bijekciju g: R — R(g)

mozemo definirati funkciju fy : R — R izrazom:

fxlo ) |lo )| yeRi)

Tl = { 0 Ly e (R(g)°

Ta je funkcija nenagativna i vrijedi:

Fr) = [ " he .

Dakle, Y je neprekidna slu¢ajna varijabla s funkcijom gustoce fy .
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2.7.3 Primjeri transformacija koje nisu bijektivne

Ako transformacija sluéajne varijable nije bijekcija, takoder je moguce odrediti dis-
tribuciju novonastale slucajne varijable, ali je postupak tehnicki zahtjevniji. Za

ilustraciju éemo se posluziti primjerima.

Primjer 2.46. Pretpostavimo da je diskretna slucajna varijabla X dana tablicom distribucije

X = (“1 T2 ) p>1 > pi=L
7

p1rp2 ... Pn ...

Neka je g : R(X) — R proizvoljna funkcija te neka je slucajna varijabla Y definirana kao Y =
g(X). Oznacimo R(Y) = {y1,y2,---,Yk,--- }. Tada slucajna varijabla Y ima tablicu distribucije

y192 --- Yk ---
Y=< ) w>1 > a=1,
k

q1 G2 - Gk -

gdje je
a = > Plwy= >

{weQ|g(X(w))=yi} {ilg(zi)=yx}

Primjer 2.47. Pretpostavimo da je slucajna varijabla X zadana tablicom distribucije

X = —a 0 a .
0.4 0.2 04

Tada slucajna varijabla Y = X2, koja je dobivena kompozicijom slucajne varijable X i nebijektivne
funkcije g(t) = t2, g: R — R, ima distribuciju zadanu tablicom

xo 09
0.2 0.8
Primjer 2.48. Neka je X neprekidna slucajna varijabla zadana funkcijom gustoée f. Tada je

Y = X2 neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce

0 , <0

MO =9 L (Vo) + f(—va) z>0

2Vz
Zaista, za x < 0 je P{Y < z} ocigledno jednako 0. Za x > 0 je
vz vz
PIY <0} =PI <0} = PvVE< X <vah = [ far= [ (-0 + ) a
-z 0

Supstitucijom t = \/u u tom integralu vidimo da za x > 0 vrijedi:
x 1 x
PAY <) = [ 3o (V) + 1) du = [ hw) du
0 0
Dakle, h je funkcija gustoée neprekidne slucajne varijable Y = X2.

Odredite funkciju gustoée neprekidne slucajne varijable Y = X? ako je X standardna normalna

slucajna varijabla, tj. X ~ N(0,1).
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2.8 Generiranje slucajnih varijabli

Vazan je nacin ispitivanja istinitosti tvrdnji koje se odnose na slucajne varijable pro-
vjera tih tvrdnji na podacima. Medutim, podaci koji se u tu svrhu trebaju koristiti
realizacije su slu¢ajne varijable. Pitanje je kako prikupiti podatke iz sluc¢ajne vari-
jable zadane distribucije. Radi ilustracije problema zamislimo da zelimo dobiti 30

podataka koji su realizacije Bernoullijeve slu¢ajne varijable s tablicom distribucije

01
X:<11>.
2 2

Za to postoji nekoliko jednostavnih nacina. Primjerice, bacimo pravilno izraden
nov¢i¢ 30 puta i pri tome biljezimo 0 ako je palo pismo, a 1 ako se okrenula glava.
Ili uzmemo kutijicu s istim brojem bijelih i crnih kuglica pa iz nje na slu¢ajan nacin
izvla¢imo jednu kuglicu 30 puta, ali tako da svaki puta izvucenu kuglicu vratimo u
kutijicu i promijeSsamo. Pritom biljezimo 0 ako je izvucena bijela kuglica, a 1 ako

je izvucena crna kuglica.

Medutim, kako éemo dobiti podatke iz, primjerice, normalne distribucije sa zadanim

ocekivanjem i varijancom?

Posebno koristan rezultat koji se koristi u tu svrhu odnosi se na distribuciju sluc¢ajne

varijable F', gdje je F' funkcija distribucije slu¢ajne varijable X.

Naime, pretpostavimo da je X neprekidna sluc¢ajna varijabla s funkcijom distribucije
F. S obzirom da je X neprekidna slucajna varijabla, njezina je funkcija distribucije
na nosacu funkcije gustocée (tj. na skupu {z € R : f(z) > 0}) neprekidna rastuca

bijekcija. Za funkciju distribucije Fyy slu¢ajne varijable U = F(X) vrijedi:

0 ,u <0
Fy(u)=P{U<u}=P{F(X)<u}=4 P{X<F Yu)},ue|0,1) .
1 , L u>1

S obzirom da je P{X < F~!(u)} = F(F~(u)) = u, vidimo da je U ~ U(0,1), i
to neovisno o funkciji distribucije F' sve dok je ona funkcija distribucije neprekidne

slucajne varijable.

Pogledajmo i drugi smisao toga rezultata. Podimo od slu¢ajne varijable U ~ U/(0, 1).
Odaberimo funkciju distribucije F' neprekidne slu¢ajne varijable X koju zelimo mo-
delirati. Oc¢igledno je da se distribucija slucajne varijable X moze dobiti kao distri-

bucija kompozicije F~1(U). Naime, vrijedi:

P{F~Y(U) <2} =P{U < F(z)} = F(x).
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Dakle, ako trebamo generirati n podataka iz neprekidne slucajne varijable s distri-
bucijom F, dovoljno je da imamo niz podataka (u;,i = 1,...,n) iz U4(0,1). TraZene
podatke tada dobijemo kao (F~ (u;),i=1,...,n).

Za generiranje se realizacija uniformne distribucije na (0, 1) danas koriste takozvani

generatori slu¢ajnih brojeva koji su ugradeni u sve naprednije ra¢unalne programe.

Uniformna distribucija na intervalu (0, 1) moZe se takoder iskoristiti i za generiranje
realizacija diskretnih distribucija. Zainteresirani Citatelj moze viSe informacija o

tome pronaci u [8].

2.9 Zadaci

Zadatak 2.1. Promotrimo slu¢ajan pokus koji se sastoji od bacanja pravilno izradenog nov-
¢i¢a dva puta zaredom. Neka je X slucajna varijabla ¢ija je vrijednost broj realiziranih pisama.
Odredite tablicu distribucije sluc¢ajne varijable X.

Rjesenje:

Il
= o
N = =
I )

Zadatak 2.2. Strijelac na raspolaganju ima tri metka i gada metu dok je ne pogodi ili dok ne
potrosi sva tri metka. Neka je X slucajna varijabla ¢ija je vrijednost broj potrosenih metaka. Uz
pretpostavku o nezavisnosti gadanja tablicu distribucije od X ako je poznato da je vjerojatnost
pogotka mete pri svakom gadanju jednaka 0.8.

Rjesenje:
¥ = 1 2 3
0.8 0.16 0.04

Zadatak 2.3. Promotrimo slucajan pokus koji se sastoji od bacanja pravilno izradene igrace
kockice dva puta zaredom. Neka je X slucajna varijabla ¢ija je vrijednost zbroj realiziranih brojeva
u oba bacanja. Odredite tablicu distribucije slu¢ajne varijable X.

Rjesenje:
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Zadatak 2.4. Iz kutije u kojoj se nalazi 7 kuglica numeriranih brojevima od 1 do 7 izvlace
se istovremeno tri kuglice {i,7,k}. Odredite tablicu distribucije i funkciju distribucije slu¢ajne
varijable X definirane na sljedeé¢i nacin:

X({l7j7k}):max(z7]7k)7 i’j7ke{17"'77}'

Rjesenje:

Tablica distribucije:

35 35 35 35 35
Funkcija distribucije:

0 ,z€(—00,3)
1/35 , z € [3,4)
4/35 |z € [4,5)
10/35 , = € [5,6)
20/35 , € [6,7)

, T € [7,00)

Zadatak 2.5. Iz kutije u kojoj se nalazi 5 kuglica numeriranih brojevima od 1 do 5 izvlace se
istovremeno tri kuglice (koje su numerirane brojevima i, j i k gdje su ¢, j,k € {1,...,5}). Odredite
tablicu distribucije i funkciju distribucije slu¢ajne varijable X definirane na sljedeé¢i nacin:

X({4,4,k}) = min{s, j,k}, 4,5,k €{L,...,5}.

Zadatak 2.6. U smjeru kretanja automobila nalaze se redom tri semafora koji rade nezavisno
jedan od drugog. Na svakomu se s vjerojatnoséu p = 0.5 pojavljuje crveno i s vjerojatnoséu g = 0.5
zeleno svjetlo. Slucajna varijabla X predstavlja broj semafora pored kojih prolazi automobil do
prvog zaustavljanja. Odredite tablicu distribucije i funkciju distribucije slu¢ajne varijable X te
nacrtajte graf funkcije distribucije.

Rjesenje:
Tablica distribucije:

>

Il
N=O
=
[ AN )
| = w

Funkcija distribucije:
0 ,z€(—00,0)

1/2 ,z€10,1)
F(z)={ 3/4, €12
7/8 , € [2,3)
1 ,z€3,0)

Zadatak 2.7. Odredite matematicko oc¢ekivanje i varijancu slu¢ajne varijable zadane sljede¢om
tablicom distribucije

(0 1 2 3 4
S \1/21/41/8 1/16 1/16 |
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Rjesenje:

367

1
E(X) = %, Var X = .

Zadatak 2.8. Slucajna varijabla X zadana je tablicom distribucije

x_[(-t0 1 3 438
"\ a 1/8a—02021/40b )"’

gdje su a i b nepoznati parametri. Ako je ocekivanje od X 25/8, odredite:
a) vrijednosti parametara a i b,
b) varijancu sluc¢ajne varijable X,
¢) funkciju distribucije slu¢ajne varijable X.

3 1 719
Rjesenje: a) a=—,b=- b) VarX = —
4 64
¢) Funkcija distribucije:
0 ,z€(—o0,—1)

3/16 , = € [—1,0)
5/16 , z € [0,1)
F(z)={ 7/16 , z € [1,3)

3/4 , € 4,8)
1 ,z€[8 00)

[
[
[
1/2 |,z €[3,4)
[
[

Zadatak 2.9. Ispitujemo ispravnost sustava koji se sastoji od tri komponente. Otkazivanje kom-

ponenti dogada se nezavisno i vjerojatnost je otkazivanja n-te komponente
pn =024+ (n—1)0.1, ne{l,2,3}.

Odredite distribuciju, matematicko o¢ekivanje i varijancu slu¢ajne varijable kojom je modeliran

broj komponenti koje su otkazale.

Rjesenje:

X = 0 L 2 3 , EX =09, VarX=0.61.
0.336 0.452 0.188 0.024

Zadatak 2.10. U spremniku se nalazi pet kutija: dvije su prazne, a u preostalim trima nalazi se
po deset bombona. Izvla¢imo jednu po jednu kutiju sve dok ne izvuéemo praznu kutiju (izvlacenje
se vrsi bez vracanja prethodno izvudenih kutija u spremnik). Kolika je vjerojatnost da izvu&emo
svih 30 bombona? Odredite distribuciju, matemati¢ko oc¢ekivanje i varijancu sluc¢ajne varijable

kojom je modeliran broj bombona koje smo izvukli.

Rjesenje:
_( 0 10 20 30

, BEY =10, VarY = 100.
2/5 3/10 1/5 1/10) o
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Zadatak 2.11. Diskretna slucajna varijabla zadana je tablicom distribucije
l—a 11
X = @ ta) aso
p 2p 3p
a) Odredite vrijednost parametra p.

b) Izra¢unajte matematic¢ko ocekivanje, drugi moment i treéi apsolutni moment slué¢ajne vari-
jable X.

¢) Izracunajte
P {|X\ <14 3} .

Rjesenje:
a) p=1/6,

b) EX =28 EX? =1+ 2a(1 +a), B|X]

)

(a®+6a2+3a+3)/3 ,0<a<1
(203 +3a?+3a+2)/3,a>1

¢) P{X|<1+a/2}=1/3.

Zadatak 2.12. Diskretna slucajna varijabla zadana je tablicom distribucije

X:<1 3 5 7 9 11>‘
3p1/81/82p 1/8 p
Izra¢unajte:

a) vrijednost parametra p,

b) matematicko ocekivanje i varijancu slu¢ajne varijable Y = min{8, X }.
Rjesenje:

a) p=>5/48,

b)

1
Y = 3.5 T8 ) pyo 221/48, VarY = 18983/2304.
5/16 1/8 1/8 5/24 11/48

Zadatak 2.13. Diskretna slucajna varijabla zadana je tablicom distribucije

2 4 6 8 10 12
X = .
2p 1/6 1/4 3p 1/8 p

Izracunajte:
a) vrijednost parametra p,

b) matematicko ocekivanje i varijancu sluc¢ajne varijable Y = max{5, X} — 1.

Zadatak 2.14. Diskretna slucajna varijabla zadana je tablicom distribucije
-2 -1 1 2
X = 0 .
0.1 0.1 0.2 0.3 0.3

Odredite distribuciju, funkciju distribucije, o&ekivanje i varijancu slu¢ajne varijable Y = 3X2 — 3.
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Zadatak 2.15. Diskretna sluCajna varijabla zadana je tablicom distribucije

-2 -1
X = 0 1 2 .
0.1 p 033p0.2
Odredite vrijednost parametra p, distribuciju, funkciju distribucije, o¢ekivanje i varijancu slucajne
varijable Y = | X3 — 1].

Zadatak 2.16. Diskretna slu¢ajna varijabla zadana je tablicom distribucije:

X = 5 7/3 /2 2n/3 5n/6
~\02502 03 015 0.1 '

Odredite distribuciju, funkciju distribucije, o¢ekivanje i varijancu slucajne varijable ¥ = 3 —
2cos? X.

Zadatak 2.17. Diskretna slucajna varijabla zadana je tablicom distribucije

X — 0n/4n/23n/4 «
“\p0201 03 02)°

Odredite vrijednost parametra p, distribuciju, funkciju distribucije, o¢ekivanje i varijancu slucajne
varijable Y = sin X te izracunajte P{0 <Y < +/2/2}.

Zadatak 2.18. Diskretna sluc¢ajna varijabla zadana je tablicom distribucije

‘— <—7r/2 —7/30 n/3 7r/2> .

0.25 0.25 p 0.15 0.15

Odredite vrijednost parametra p, distribuciju, funkciju distribucije, ocekivanje i varijancu slucajne
varijable Y = cos X.

Zadatak 2.19. Diskretna slucajna varijabla zadana je tablicom distribucije

X —7n/2 0 ©/2 7
p /2 2p p/2)
Odredite vrijednost parametra p, distribuciju, funkciju distribucije, o¢ekivanje i varijancu slucajne
varijable Y = el sin X1,

Zadatak 2.20. Diskretna sluc¢ajna varijabla zadana je tablicom distribucije
¥ = e?2ell e €2 .
0.2 0.1 p0.20.3
Odredite vrijednost parametra p, distribuciju, funkciju distribucije, o¢ekivanje i varijancu slucajne
varijable Y = (In X)? te izra¢unajte P{Y < 1}.
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Zadatak 2.21. Diskretna sluCajna varijabla zadana je tablicom distribucije

=3 o=1 ] 3 o5
x_ (¢ e e’ e '
P 2p 3p2p2p
Odredite vrijednost parametra p, distribuciju, funkciju distribucije, ocekivanje i varijancu slu¢ajne
varijable Y = |In X|.

Zadatak 2.22. Diskretna slucajna varijabla zadana je tablicom distribucije
33311 3 33
X = .
0.3 p 2p0.20.2
Odredite vrijednost parametra p, distribuciju, funkciju distribucije, ocekivanje i varijancu slu¢ajne
varijable Y = (logg X)2.

Zadatak 2.23. Diskretna slucajna varijabla zadana je tablicom distribucije

¥ = 0 In22In2 3In2 4In2
“\02 p 015 025 0.15 /°

Odredite vrijednost parametra p, distribuciju, funkciju distribucije, o¢ekivanje i varijancu sluc¢ajne

varijable Y = e~ X.

Zadatak 2.24. Slucajna varijabla X zadana je distribucijom

1

keN.
Odredite distribuciju slu¢ajne varijable Y = cos (7X).

Rjesenje: R(Y) = {—1,1}, P{Y = —1} =2/3, P{Y =1} = 1/3.

Zadatak 2.25. Poznato je da je u velikom skladistu trgovine informati¢kom opremom vjerojat-
nost pojavljivanja prijenosnog rac¢unala s greskom nastalom u proizvodnji jednaka 0.02. Pretpos-
tavimo da iz tog skladista biramo 10 prijenosnih ra¢unala. Odredite sljedece vjerojatnosti:

a) vjerojatnost da je to¢no 5 prijenosnih ra¢unala s greskom,
b) vjerojatnost da su s greskom najvise 3 prijenosna racunala,;

¢) vjerojatnost da je s greskom barem 6 prijenosnih racunala.

Rjesenje: a) P{X =5} = 0.000000728.

Zadatak 2.26. U Bernoullijevoj shemi (n nezavisnih ponavljanja Bernoullijevog pokusa) zadana
vjerojatnost uspjeha iznosi p, p € (0,1). Odredite najmanji potreban broj pokusa koje treba

provesti da bismo s vjerojatnoséu r imali barem jedan uspjeh.
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1—
Rjesenje: n = nir)
In(1 - p)

Zadatak 2.27. Poznata osjeCka pizzeria primi u prosjeku 240 narudzbi tijekom jednog sata.

Odredite vjerojatnost da u vremenskom periodu od jedne minute:
a) nije primljena niti jedna narudzba;

b) primljene su barem dvije narudzbe.

Rjesenje: a) P{X =0}=e"4, b) P{X >2}=1-5e"%

Zadatak 2.28. Neka telefonska centrala primi u prosjeku 120 poziva tijekom jednog sata. Zbog
iznenadnog kvara na centrali tijekom jedne minute pozivi nisu primani. Kolika je vjerojatnost da
u tom periodu centrali nije bilo upuéeno vige od 4 poziva?

192

Rjesenje: P{X < 4} =

Zadatak 2.29. Proizvodi u tvornici, medu kojima se neispravan proizvod nalazi s vjerojatnoséu
0.007, pakuju se u kutije po 100 komada. Kolika je vjerojatnost da kutija ne sadrzi niti jedan
pokvaren proizvod, a kolika da sadrzi dva ili viSe pokvarenih proizvoda?

Rjesenje: P{X =0} = 0.4954, P{X > 2} = 0.1554.

Zadatak 2.30. Slu¢ajnom pokusu bacanja nepravilno izradenog novéié¢a pripada dvo&lani prostor
elementarnih dogadaja {P, G}. Vjerojatnost realizacije pisma u jednom provodenju tog pokusa
iznosi p = 0.3. Koliko je puta potrebno ponoviti taj slu¢ajni pokus da bismo s vjerojatnoséu 0.9
mogli tvrditi da se pismo realiziralo barem jednom?

Zadatak 2.31. Slucajan pokus sastoji se od bacanja pravilno izradene igrace kockice Cetiri puta.
Neka je broj pojavljivanja broja 5 vrijednost sluc¢ajne varijable X. Odredite zakon razdiobe slu-
¢ajne varijable X, njezino ocekivanje, varijancu te vjerojatnost da je broj 5 pao barem jednom.

Zadatak 2.32. Promotrimo sljedeéu igru na srecu:
- u svakoj partiji igre jednom se bacaju Cetiri pravilno izradene igrace kockice,
- igrag u svakoj partiji igre ulaZe jednu kunu ("kladi" se na jednu kunu),

- u svakoj partiji igrac ili gubi ili nesto zaraduje. Ako se niti na jednoj kockici nije okrenula
Sestica, gubi ulozenu kunu. Zaraduje prema sljedec¢oj shemi: dobiva jednu kunu za svaku
Sesticu koja se okrenula na bacenim kockicama i u tom sluc¢aju zadrzava i svoju ulozenu

kunu.

IzraCunajte o¢ekivani iznos igracevog dobitka (gubitka).

Rjesenje: ocekivanje je slucajne varijable kojom modeliramo igracev dobitak/gubitak —0.08 (ako

igra¢ u svakoj partiji igre ulaze 1 kn za svakih sto odigranih partija, ocekuje se gubitak od 8 kn).
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Zadatak 2.33. Telefonist zaposlen u sluzbi za korisnike nekog poduzeéa zaraduje 10 kuna po
primljenom pozivu klijenta. Poznato je da telefonist u tom poduzeéu u danu primi u prosjeku 20

takvih poziva.

a) Odredite distribuciju slu¢ajne varijable kojom modeliramo dnevnu zaradu telefonosta u tom
poduzecu i odredite njegovu oc¢ekivanu dnevnu zaradu.

b) Izrac¢unajte vjerojatnost da telefonist u jednom danu zaradi barem 180 kuna.
Rjesenje:
a) X ~ P(20) - slucajna varijabla kojom se modelira broj poziva koje telefonist primi u

jednom danu; Y = 10 X - sluéajna varijabla kojom se modelira dnevna zarada telefonista;
EY = 200.

17 g
b) P{Y >180} =1— 3 20— =20,
k=0

Zadatak 2.34. U posiljci audio opreme nalazi se 100 mikrofona od kojih je 20 neispravno. Vlasnik
trgovine audio opremom, koji ne zna broj neispravnih mikrofona u posiljci, odlu¢uje da ée za svoju
trgovinu uzeti posiljku ako medu 10 slu¢ajno odabranih mikrofona ne bude vise od 3 neispravna.

a) Kolika je vjerojatnost da ¢e trgovac prihvatiti posiljku?
b) Sto zakljuCujete o vjerojatnosti prihvac¢anja posiljke u slu¢aju da posiljka sadrzi jednak broj
ispravnih i neispravnih mikrofona?
Rjesenje:
a) P{X <3}=0.89,

b) posiljka ¢e s veéim brojem neispravnih mikrofona biti prihva¢ena s manjom vjerojatnogéu.

Zadatak 2.35. Posuda sadrzi 1000 lukovica tulipana, od kojih je 400 lukovica crvenih tulipana i

600 lukovica tulipana drugih boja. Iz te posude na slu¢ajan nac¢in odaberemo 10 lukovica.
a) Kolika je vjerojatnost da smo odabrali to¢no pet lukovica crvenih tulipana?
b) Koliki je o&ekivani broj izvuéenih lukovica crvenih tulipana?

Zadatke rijesite pomoc¢u hipergeometrijske i binomne distribucije.

RjeSenje: primjenom hipergeometrijske distribucije dobivamo
a) P{X =5}=0.201,
b) EX =4.

Zadatak 2.36. Student rjeSava pismeni ispit koji se sastoji od trideset pitanja od kojih svako nosi
5 bodova. Na svako pitanje ponudena su tri odgovora od kojih je samo jedan to¢an. Pretpostavimo

da odgovore na sva pitanja student odabire na slu¢ajan nacin.

a) Odredite distribuciju slu¢ajne varijable kojom modeliramo broj bodova koje student ostva-

ruje na tom ispitu te odredite ocekivani broj ostvarenih bodova.

b) Izra¢unajte vjerojatnost da takvim rjeSavanjem ispita student ostvari barem 80 bodova.



118 SLUCAJNA VARIJABLA

Rjesenje:
a) X ~ B(30,1/3) - slucajna varijabla kojom se modelira broj to¢nih odgovora na ispitu;
Y =5 X - sluéajna varijabla kojom se modelira broj bodova na ispitu; E'Y = 50.

b) P{Y >80} = 1—;2251 () ®)" G

Zadatak 2.37. U bubnju se nalazi sedam omotnica: tri su prazne, a u preostalim Cetirima nalazi
se po 100 kuna. Igra¢ izvladi jednu po jednu omotnicu sve dok ne izvuée praznu (izvlacenje se vrsi

bez vracanja prethodno izvu&enih omotnica u bubanj).

a) Odredite distribuciju sluéajne varijable X kojom je modeliran broj izvuc¢enih omotnica.

b) Odredite transformaciju sluc¢ajne varijable X kojom je modeliran osvojeni iznos kuna te

izracunajte njezino matematicko oc¢ekivanje i varijancu. Interpretirajte dobivene rezultate.

c) Kolika je vjerojatnost da igra¢ osvoji barem 200 kuna?

Rjesenje:

1 2 3 4 5
a) X = .
3/7 2/7 6/35 3/35 1/35
b) Y = 100(X — 1) - slu¢ajna varijabla kojom je modeliran osvojeni iznos kuna; EY = 100;
VarY = 100%(51/35).

¢) P{Y >200} = P{X >3} =2/7.

Zadatak 2.38. U S8eSiru se nalazi osam kutijica: Cetiri su prazne, a u preostalim ¢etirima nalaze
se kljucevi Cetiriju sefova od kojih svaki sadrzi po jedan dijamant. Igraé¢ izvlac¢i jednu po jednu
kutijicu sve dok ne izvude praznu (izvlacenje se vrsi bez vracanja prethodno izvucenih kutijica u
SeSir).

a) Odredite distribuciju slu¢ajne varijable X kojom je modeliran broj izvu&enih kutijica.

b) Odredite transformaciju slucajne varijable X kojom je modeliran broj osvojenih dijama-
nata te izraCunajte njezino matematicko ocekivanje i varijancu. Interpretirajte dobivene

rezultate.

¢) Kolika je vjerojatnost da igra¢ osvoji barem dva dijamanta?
Rjesenje:

1 2 3 4 5
a) X = <1/2 2/71)7 2/35 1/70) '

b) Y = X — 1 - slu¢ajna varijabla kojom je modeliran broj osvojenih dijamanata; EY = 4/5;
VarY = 118/175.

¢) P{Y >2} = P{X >3} = 4/T.
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Zadatak 2.39. Automat za igre na sre¢u u nekoj kockarnici programiran je tako da se prirodan
broj n realizira s vjerojatnoséu 2/3™, tj.
2
P{X:n}:s—n, n € N.
Izra¢unajte matematicko oc¢ekivanje i varijancu slucajne varijable X te pomocu éebiéevljeve ne-
jednakosti ocijenite vjerojatnost da realizacija slu¢ajne varijable X od njezinog oc¢ekivanja odstupa

za barem dvije standardne devijacije.

Rjesenje: EX = 3/2, Var X = 3/4, P{|X -3 > \/3} <1

Zadatak 2.40. Slucajna varijabla X ima binomnu distribuciju s parametrima n i p, tj. X ~
B(n,p). Odredite distribuciju slu¢ajne varijable Y = 3X + 1 te izracunajte njezino matematicko

ocekivanje i varijancu.

Rjesenje: EY =3np+ 1, Var X = 9Inp(1 — p).

Zadatak 2.41. Za zadane realne funkcije realne varijable odredite vrijednost nepoznate konstante
tako da svaka od njih bude funkcija gusto¢e neke neprekidne sluc¢ajne varijable:

a) fx(z) = {

ar , 0< <1
0 , inace

beos2x , x € [—n/4,m/4)

. - b
0 , inace

b gx(z) = {

c) skicirajte grafove funkcija f i g.

Rjesenje: a) a =2, b)b=1.

Zadatak 2.42. Neka je X neprekidna slucajna varijabla zadana funkcijom gustoée

2z ,0<z <1
fX(I){ . .
0 , inace

a) Odredite funkciju distribucije slu¢ajne varijable X i skicirajte njezin graf.

b) Izracunajte P{0.25 < X < 2}.

Rjesenje:
0,z<0
a) Fx(z)=¢z2,0<z<1 .
1 ,2>1

b) P{0.25 < X < 2} = 15/16.

Zadatak 2.43. Neka je X neprekidna sluajna varijabla zadana funkcijom gustoce

fx (@) = {cos2r , ¢ € [—m/4,7/4) .

0 , inace

a) Odredite funkciju distribucije slu¢ajne varijable X i skicirajte njezin graf.



120 SLUCAJNA VARIJABLA

b) Izrac¢unajte P{0 < X < 7/8}.

Rjesenje:
0 , < —7/4
a) Fx(z) = %—l—cos(m)sin(x) ,—m/i<z<mw/4.
1 ,x>m/4

b) P{0.25 < X < 2} = 15/16.

Zadatak 2.44. Zadana je funkcija gustoce sluc¢ajne varijable X:

1,0<z<1
fx(@)=92,1<z<2.
0 , inace

Izracunajte funkciju distribucije slu¢ajne varijable X te skicirajte grafove funkcije gustoce i funkcije

distribucije.

0 , <0

1

2T 0<e<1
Rjesenje: Fx(x) = 3 T .
Jesenje: Fx () l@z—1),1<e<2

1 , x> 2

Zadatak 2.45. Pretpostavimo da je vrijeme trajanja u godinama nekog elektronickog uredaja

modelirano slu¢ajnom varijablom X s funkcijom gustoce

2e72% >0
fX(x)_{ 0 ,z<0’

a) Odredite vjerojatnost da ¢e taj uredaj trajati barem tri godine.

b) Odredite o¢ekivano vrijeme trajanja tog uredaja.

Rjesenje:
a) P{X >3} =e % ~0.0025.
b) EX =1/2.

Zadatak 2.46. Vrijeme trajanja u mjesecima nekog elektroni¢kog uredaja modelirano je slucaj-

nom varijablom X s funkcijom gustoée

2
kze=*" /9 >0
fX(x)_{ 0 L,z<o0’

a) Odredite vrijednost konstante k tako da fx bude dobro definirana funkcija gustoce.
b) Odredite funkciju distribucije slu¢ajne varijable X.

) Sto je vjerojatnije - da se uredaj pokvari tijekom prva tri mjeseca upotrebe ili da mu vrijeme
trajanja bude dulje od mjesec dana? Ako uredaj ima jamstvo u trajanju od mjesec dana,

kolika je vjerojatnosti da ¢e uredaj trebati popravak za vrijeme trajanja jamstvenog roka?

Rjesenje:
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a) k=2/9.
¢) P{X <3} =(e—1)/e~0.63, P{X >1} = e /9 2 0.89.

Zadatak 2.47. Neka je X neprekidna sluc¢ajna varijabla s funkcijom gustoce

Fx(2) = {ksin(g) , € (0,m) .

0 , « inace
a) IzraCunajte vrijednost konstante k.
b) Odredite funkciju distribucije slu¢ajne varijable X i izracunajte P{n/2 < X < 2w}.

¢) Izracunajte matematicko ocekivanje i varijancu slu¢ajne varijable X.

Rjesenje:
a) k=2/3.
0 ,x <0
b) Fx(z)=4¢ 2—2cos(z/3) ,0<z <,
1 , x>

P{r/2< X <2r}=+3-1.
¢) EX =3v3—m, Var X = —272 4 121/37 — 45.

Zadatak 2.48. Neka je X neprekidna sluc¢ajna varijabla s funkcijom gustoce

Fx(z) = {kcos (%) , z€(0,7/2) ‘

0 , « inace
a) IzraCunajte vrijednost konstante k.
b) Odredite funkciju distribucije slu¢ajne varijable X i izracunajte P{n/4 < X < m}.

¢) Izracunajte matematicko ocekivanje i varijancu slu¢ajne varijable X.

Rjesenje:
a) k=2/3.
0 , <0
b) Fx(z) =« 2sin(z/3) ,0<z<7/2,
1 ,x>m/2

P{r/a< X <7}=(14+vV2-V3)/V2.
¢) EX =% +3(v/3-2), Var X =672 4 36v/3 — 81.

Zadatak 2.49. Svakog radnog dana osoba autobusom odlazi na posao. Autobusi na stanicu dolaze
redovito svakih pet minuta. Trenutak dolaska osobe na stanicu smatramo slu¢ajnim trenutkom
izmedu dolaska dvaju uzastopnih autobusa. Vrijeme koje protekne od dolaska osobe na stanicu do
dolaska prvog sljedeéeg autobusa (vrijeme ¢ekanja) modeliramo slu¢ajnom varijablom X za koju je
poznato da je vjerojatnost da osoba autobus ¢eka najvise x vremena proporcionalna tom vremenu
c¢ekanja x.

a) Odredite funkciju distribucije i funkciju gustoée slu¢ajne varijable X.
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b) Odredite vjerojatnost da osoba autobus ¢eka
— manje od dvije minute,
— viSe od tri minute,
— manje od dvije minute ili barem tri minute,

— barem dvije, ali manje od tri minute.

Rjesenje: a) X ~ U(0,5).

Zadatak 2.50. Na stroju koji proizvodi bakrenu Zicu povremeno dolazi do smetnji koje uzrokuju
nepravilnost na dijelu Zice proizvedenom u trenutku smetnje. Duljinu Zice (u metrima) izmedu
dviju uzastopnih nepravilnosti mozemo modelirati sluéajnom varijablom s funkcijom gustoce

-3
fx(z) = {k(l—i_ox) ’;zg .

a) Odredite vrijednost konstante k.
b) Odredite funkciju distribucije slu¢ajne varijable X.

¢) Kolika je vjerojatnost da se nepravilnost na zici pojavi izmedu 0.4 i 0.45 metara?
Rjesenje:

a) k=2,
1-(14+2)"2,2>0
b) FX(‘T):{ 0 <0’

c¢) P{04 <X <0.45} = 0.0346.

Zadatak 2.51. Unutar kruga radijusa R na slu¢ajan nacin biramo toc¢ku. Nadite funkciju dis-
tribucije i funkciju gustoce slu¢ajne varijable koja je definirana kao udaljenost odabrane tocke od

sredista kruga.

0 R z <0
Rjesenje: f(z) =4 22/R? ,0<xz<R.
1 >R

)

Zadatak 2.52. Na slucajan nacin odabiremo tocku 7" unutar kvadrata stranice 2. Neka je vri-

jednost neprekidne slu¢ajne varijable X najmanja udaljenost te tocke od stranice kvadrata.
a) Odredite funkciju distribucije slu¢ajne varijable X.

b) Odredite matematicko o¢ekivanje i varijancu slu¢ajne varijable X.

Zadatak 2.53. Slucajna varijabla X zadana je funkcijom gustoce:
z4+1,-1<z<0
fx()=q¢1—-2z,0<z<1
0 , inace.
Odredite funkciju distribucije slu¢ajne varijable X te izra¢unajte njezino matematicko ocekivanje

i varijancu.
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Zadatak 2.54. Odredite vrijednost konstante k tako da funkcija
kze™® , z € (0, 00)
f(a) = { crore
, inace

bude funkcija gustoce neprekidne slu¢ajne varijable X te izracunajte njezino matematicko oceki-

vanje.

Zadatak 2.55. Odredite vrijednost konstante k tako da funkcija
T x?
k—e 222  x€ (0,00
f(z) = a? { )
0 , inace
bude funkcija gustoée neprekidne sluc¢ajne varijable X, odredite funkciju distribucije slu¢ajne

varijable X, njezino o¢ekivanje i varijancu te izracunajte P{X < 2}.

Zadatak 2.56. Odredite vrijednost konstante k tako da funkcija

kx
fz) = Tta , ¢ € (0,e —1)

o inace

bude funkcija gustoce neprekidne sluc¢ajne varijable X, odredite funkciju distribucije sluc¢ajne
varijable X i izracunajte P{X < 3}.

Zadatak 2.57. Odredite vrijednost konstante k tako da funkcija

e —00
f(z)={k o€ et

0o inace

bude funkcija gustoée neprekidne slucajne varijable X te izrac¢unajte njezinu funkciju distribucije,
matematicko oCekivanje, varijancu i P{0 < X < 13579}.

Zadatak 2.58. Odredite vrijednost konstante k tako da funkcija

a2 g 0o
f(w){k A

o inace

gdje je a > 01 a # 1, bude funkcija gusto¢e neprekidne sluc¢ajne varijable X, izracunajte njezinu
funkciju distribucije, o¢ekivanje i varijancu te P{—2468 < X < 0}.

Zadatak 2.59. Odredite vrijednost konstante k tako da funkcija
kln\/z , z € (1,¢e)

0 , inace

fx (@) ={

bude funkcija gustoée neprekidne slu¢ajne varijable X te odredite njenu funkciju distribucije Fx
i vjerojatnost P{0 < X < e/2}.
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Zadatak 2.60. Odredite vrijednost konstante k tako da funkcija

o) = {kxez , z €[0,€]

0 , inace

bude funkcija gustoée neprekidne sluc¢ajne varijable X te odredite vrijednost njezine funkcije dis-

tribucije za x = e — 1.

Zadatak 2.61. Odredite vrijednost konstante k tako da funkcija

Fa) = {k:erzS_l , z €[0,€]

0 , inace

bude funkcija gustocée neprekidne slu¢ajne varijable X te odredite vrijednost njezine funkcije dis-

tribucije za x = 1.

Zadatak 2.62. Odredite vrijednost konstante k tako da funkcija

ke?~% |z € 0,400
f(x){ e
0o inace

bude funkcija gustoc¢e neprekidne slu¢ajne varijable X te izracunajte njezino matematicko oceki-

vanje.

Zadatak 2.63. Odredite vrijednost konstante k tako da funkcija

) = {kmsinz , z € [0,7]

0 , inace

bude funkcija gustoce neprekidne slucajne varijable X te odredite njezino matematicko oc¢ekivanje.

Zadatak 2.64. Odredite vrijednost konstante k tako da funkcija

X — 3.’[’
f(x)_{k( 1)3, z € [1,2]

0, inace.

bude funkcija gustoée neprekidne slucajne varijable X te odredite njezino matematicko oc¢ekivanje,
varijancu i P{% <X< %}

Zadatak 2.65. Odredite vrijednost konstante k tako da funkcija

fa) = { kz(z —1)2, z € [0, 3]

0, inace.

bude funkcija gustoc¢e neprekidne slu¢ajne varijable X te odredite njezino matematicko ocekivanje,
varijancu i P{2 < X < 4}.
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Zadatak 2.66. Neka je F'x funkcija distribucije neprekidne slu¢ajne varijable X. Odredite funk-
ciju distribucije slu¢ajne varijable Y = —X.

Rjesenje: Fy (y) =1— Fx(—vy).

Zadatak 2.67. Slucajna varijabla X ima funkciju gustoée fx(z). Odredite funkcije gustoca
sljedec¢ih slu¢ajnih varijabli:

a) Y =eX, b) Y =e¥X,

c) Y=vVX,X>0, d) Y =shX=

Rjesenje:

2 fr)= { p x>0

. ~ )
0 , inace

fx(—h’ly) ;Y > 0
0 , inace ’

1
b) fy(y) = { Y

2yfx(y*) , y >0
0 , inage

c) fr(y) = {

Zadatak 2.68. Neka je fx (x) funkcija gustoce neprekidne slu¢ajne varijable X. Odredite funkcije
gustoca slu¢ajnih varijabli X3 4+ 1, X5 + 15, X7 — 7, XV/X, —eX, X —e X, eX?,

Zadatak 2.69. Slucajna varijabla X zadana je funkcijom gustoce

23 _
fX(w){xO/S’ l<e<2

s inace
Odredite funkciju gustoce slu¢ajne varijable Y = X2.

Vi/3,0<y<1
Rjesenje: fy(y) = Vvu/6,1<y<4.
o inace

Zadatak 2.70. Slucajna varijabla X ima Cauchyjevu distribuciju s funkcijom gustoce

1
r)=————+, ¢z €R.
Ix (@) m(1+ z2?)
Odredite funkciju gustoce i funkciju distribucije slu¢ajne varijable

a) Y = X2,
b) Z=1/X.
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Rjesenje:

1
L y>0
a = =y Y70
) fr () { 0 <0

b) fy(y) = ma y € R

Zadatak 2.71. Slutajna varijabla X ima uniformnu distribuciju na intervalu (0,1), tj. X ~
U(0,1). Odredite funkciju gustoée i funkciju distribucije slu¢ajne varijable

a) Y=aX+b,a,beR,a#0,
b) Z=-InX.
Rjesenje:

l/a ,b<y<b-—a
0 , inace ’

a) a>0: fy(y){

—1/a,b<y<a-+bd

. ~ ’
o , inace

a<0: fy(y):{

Zadatak 2.72. Slucajna varijabla X ima uniformnu distribuciju na intervalu (—=/2,7/2). Odre-
dite funkciju distribucije i funkciju gustoce sluc¢ajne varijable Y = cos X.

Zadatak 2.73. Slucajna varijabla X ima uniformnu distribuciju na intervalu (0,5). Odredite

funkciju distribucije slu¢ajne varijable Y = e=X.

Zadatak 2.74. Slutajna varijabla X ima uniformnu distribuciju na intervalu (1,2), tj. X ~
U(1,2). Odredite funkciju gustoée i funkciju distribucije slu¢ajne varijable Y = —2X + 1.

Zadatak 2.75. Slu¢ajna varijabla X ima uniformnu distribuciju na intervalu (2,4). Odredite

funkciju gustoce i funkciju distribucije slu¢ajne varijable Y = eX.

Zadatak 2.76. Slucajna varijabla X ima uniformnu distribuciju na intervalu (1,3). Odredite

funkciju gustoce i funkciju distribucije slu¢ajne varijable Y = In (X).

Zadatak 2.77. Slucajna varijabla X ima uniformnu distribuciju na intervalu (—1,1). Odredite

funkciju distribucije slu¢ajne varijable Y = 1/X?2.
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Zadatak 2.78. Slucajna varijabla X ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom A = 7.
Odredite funkciju gustoce slucajne varijable Y = In X.

Zadatak 2.79. Slucajna varijabla X ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom 1/2. Odre-
dite funkciju gustoce vjerojatnosti i funkciju distribucije vjerojatnosti slu¢ajne varijable Y = 1/X.

Zadatak 2.80. Slucajna varijabla X ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom A = 1.
Odredite funkciju distribucije slu¢ajne varijable Y = (X — 1)2.






Poglavlje 3
Slucajni vektor

Ukoliko u jednom istrazivanju za dani slu¢ajni pokus pratimo nekoliko razli¢itih slu-
¢ajnih varijabli, mogucée veze medu njima neéemo dokuciti ako ih prou¢avamo samo
svaku za sebe. Medutim, vrlo su ¢esto veze izmedu pojedinih slué¢ajnih varijabli

istog slucajnog pokusa od primarnog interesa.

Primjer 3.1. Broj komaraca na podrucju grada Osijeka tijekom lipnja ovog ljeta jest slucajna
variyjabla X. Kolidina je oborina u svibnju na istom podrucju takoder slucajna varijabla Y. Te-
oretski je za ocekivati da izmedu tih dviju slucajnih varijabli postoji veza. Da bismo tu vezu opisali,
moramo nauditi opisivati ureden par slucajnih varijabli (X,Y).

Od interesa je, dakle, izraditi matematicki model koji omoguéuje opisivanje neko-
liko slucajnih varijabli danog slu¢ajnog pokusa istovremeno. Radi ilustracije ideje
modela prouc¢imo jednostavan primjer slu¢ajnog pokusa koji se sastoji od izvlacenja
dvije kuglice iz iste kutije.

Primjer 3.2. Iz kutije koja sadrzi n bijelih 1 m crnih kuglica izvladimo dvije kuglice bez vracanja
u kutiju. Neka slucajna varijabla X prima vrijednost 1 ako je u prvom izvladenju izvudena bijela
kuglica, a 0 ako je u prvom izvladenju izvuéena crna kuglica. Analogno, neka slucajna varijabla
Y prima vrijednost 1 ako je u drugom izvlacenju izvucena bijela kuglica, a 0 ako je w drugom
izvlacenju izvucena crna kuglica.

Rezultate tog slucajnog pokusa moZemo opisati dvjema slucajnim varijablama: X t©Y. Ako
od njih napravimo uredeni par sluéajnih varijabli (X,Y), onda je skup svih moguéih ishoda
R(X,Y) ={(1,1),(1,0),(0,1),(0,0)}. Owvdje je prvo mjesto u paru rezervirano za ishode prvog
pokusa (odnosno sludajnu varijablu X ), a drugo mjesto rezervirano je za ishode drugog pokusa

(odnosno slucajnu varijablu Y ).

Vijerojatnosna su svojstva tog uredenog para slucajnih varijabli potpuno su odredena poznavanjem
brojeva:

pay = PUX =130 {¥ =1}) = P{(X,Y) = (1,1)} = —— "1

n+mn+m-—1’

129
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n m

P =P{X =1}n{Y =0}) = P{(X,Y) = (1,0)} = nEmoatmo1

po1) = PUX =0}y n{Y =1}) = P{(X,Y) = (0,1)} = —~ -

n+mn+m—1’
m m—1

Po.0) =P X =0} {Y =0}) = P{(X,Y) = (0,0)} = ~ ek

koje smo izracunali koriStenjem poznate relacije
P(ANnB)=P(A| B)P(B),

ako je P(B) > 0 (vidi poglavlje 1.9).

U ovom poglavlju definirat éemo slu€ajni vektor te opisati specijalno diskretan i

neprekidan slucaj analogno kao diskretnu i neprekidnu slu¢ajnu varijablu.

Primjer 3.2 i dosadasnja saznanja o slucajnim varijablama upucéuju na to da je
potrebno n-dimenzionalan, n € N, slu¢ajni vektor definirati kao funkciju s prostora
elementarnih dogadaja € u skup R™. Medutim, s obzirom da vjerojatnost opéenito
nije definirana na P(£2), ne moZemo svaku takvu funkciju zvati slu¢ajnim vektorom.
Analogno kao u poglavlju 2.3, n-dimenzionalni sluc¢ajni vektor definiramo na sljedeci

nacin.

Definicija 3.1. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor pridruzen sluéajnom po-

kusu. Funkciju (X1,...,X,) koja svakom ishodu pokusa pridruiuje uredenu n-torku
realnih brojeva (x1,...,2,) zovemo n-dimenzionalan sluéajni vektor ako vri-
jedi:

{Xi<m}in---n{X,<z,} €F
za svaki x1 € R,..., x, € R.

Zbog jednostavnosti uvest ¢emo sljedeéu oznaku:

{X1le}ﬂ---ﬂ{X,Lan}:{)ﬁle,...,Xnﬁxn}.

Sli¢no kao u jednodimenzionalnom slucaju (poglavlje 2.3), vjerojatnosna svojstva
svakog slucajnog vektora opisujemo funkcijom distribucije. Funkcija distribucije

slu¢ajnog vektora dana je sljede¢om definicijom.

Definicija 3.2. Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor pridruzen slucajnom pokusu
i (X1,...,Xn) slucajni vektor. Funkciju

F:R" - [0,1],

3.1
F(zy,...,2,) = P{Xy < x1,..., X, < an} (3.1)

zovemo funkcija distribucije sluajnog vektora (Xi,...,X,).
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Neka svojstva funkcije distribucije slu¢ajnog vektora izre¢i ¢emo za dvodimenziona-
lan slucaj.!

Svojstva funkcije distribucije dvodimenzionalnoga sluc¢ajnog vektora

Neka je zadan dvodimenzionalan slu¢ajni vektor (X,Y’) svojom funkcijom distribu-
cije F'(z,y). Tada vrijedi:

1. Za realne brojeve x1,x2,y, takve da je x1 < xq, vrijedi F(z1,y) < F(z2,y).

2. Neka su z,y1,ys realni brojevi. Ako je y1 < yo, onda je F(x,y1) < F(x,y2).

3.
r——00
lim F(z,y) = F(z,—o0) =0,
Yy——00
lim F(z,y) = F(o0,00) = L.

4. Neprekidnost zdesna u svakoj varijabli:

lim F(z,y0) = 7}1&% F(zo,y) = F(0,%0)-

xlxo
5. Za x1 < 22 1y1 <yo jest

F(x2,y2) — F(21,y2) — F(x2,y1) + F(21,91) > 0.

Zadatak 3.1. KoriStenjem svojstava vjerojatnosti dokaZzite navedena svojstva funk-
cije distribucije F'(z,y).

Kao i kod jednodimenzionalnih slu¢ajnih varijabli razmatrat ¢emo diskretan i ne-
prekidan tip slucajnih vektora kod kojih se funkcija distribucije moZe racunati kori-
Stenjem tablice distribucije (diskretan slu¢aj), odnosno funkcije gustoce (neprekidan
slu¢aj). Takoder ¢emo, zbog jednostavnosti zapisa i lakseg razumijevanja dokaza,
uglavnom razmatranja provoditi na dvodimenzionalnom sluc¢aju, dok ¢emo za vise-

dimenzionalne slucajeve samo navesti analogne rezultate.

Primjer 3.3. Igra se temelji na bacanju dvaju pravilno izradenih novcica. U jednoj partiji igre
igra¢ osvaja one novcice na kojima se pri bacanju realizirala glava, dok novdiée na kojima se
realiziralo pismo ne osvaja. Prema tome, ishod bacanja tih dvaju movciéa moZemo modelirati
dvodimenzionalnim diskretnim slucajnim vektorom (X,Y), gdje je

1 Poopéenje za n-dimenzionalan sluéajni vektor &itatelj moZe naéi u [26, str. 267].
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X slucagna varijabla koja prima vrijednost 1 ako se pri bacanju prvog novcica realizirala glava,

a vrijednost 0 ako se realiziralo pismo,

Y slucajna varijabla koja prima vrijednost 1 ako se pri bacanju drugog novcicéa realizirala glava,
a vrijednost 0 ako se realiziralo pismo.
Dakle, (X,Y) je slucajni vektor koji prima vrijednosti iz skupa
R(X,Y) ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
s vjerojatnostima
v PO, )=P{X=0Y=1}=

)

p(0,0) = P{X =0,Y =0} =

\»—t ,,;‘,_.

PO =P{X=1Y=0}=7  pL1)=PX=1Y=1}=

w;m MH

Ako Zelimo odrediti funkciju distribucije F': ]R2 — [0,1] tog sluéagnog vektora, uocimo:
za (z,y) € ((—00,0) x R) U (R X (—00,0)) je P{X <=z,Y <y} =0,
za (z,y) € [0,1) x [0,1) je
1
P{X <aY Sy} =P{X=0,Y =0} =
a (z,y) € [0,1) x [1,00) je
1
P{X<z,Y<y}=P{X=0,Y=0}+P{X=0,Y=1}= 3
a (z,y) € [1,00) x [0,1) je
1
P{X<z,Y<y}=P{X=0,Y=0}+P{X=1Y =0} = 3

a (z,y) € [1,00) x [1,00) je
P{X <z,Y<y}=

=P{X=0Y=0}+P{X=0Y=1}+P{X=1,Y=0}+P{X=1Y=1}=1

Dakle, funkcija distribucije slucajnog vektora (X,Y) definirana je pravilom
0, (=, )€(< 10) X R) U (R x (—00,0))
1/4, (z,y) € [0,1) x [0,1)
F(m’y) = 1/2 (z,y) € [0 1) x [1700>
1/2, (z,y) € [1,00) x [0,1)
1, (z,y) € [1,00) x [1,00).

3.1 Diskretan dvodimenzionalan sluc¢ajni vektor

Analogno kao kod diskretne slucajne varijable, diskretan slu¢ajni vektor (X,Y)

prima vrijednosti iz kona¢nog ili prebrojivog skupa
R(X,Y) = {(xi,y;) : (1,§) € [}, TCNxN,

a njegova je funkcija distribucije (tj. vjerojatnosna svojstva) potpuno odredena

poznavanjem brojeva

p(zs,y;) = PAX =2;,,Y =y;}, (i,j)e I CNxN. (3.2)
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Naime, za funkciju distribucije vrijedi:

Fla,y) =P{X <, Y <y}=Y > P{X=u,Y=y}=> > pl@iy)

z; <z y; <y z; <z y; <y

Niz brojeva definiran izrazom (3.2) zvat ¢emo distribucija diskretnoga sluc¢aj-
nog vektora (X,Y). Da bismo pojednostavnili zapis distribucije slu¢ajnog vek-
tora, u nastavku ¢emo teksta pisati I = N x N, podrazumijevajuéi pod tim da je
skup indeksa najvise N x N, a zapravo sadrzi samo one indekse koji se pojavljuju u

konkretnom slucaju.

Primjer 3.4. Promatrajmo slucajni pokus koji se sastoji od jednog bacanja pravilno izradene
igrace kocke i jednog bacanja pravilno izradenog novciéa. Skup elementarnih dogadaja ovog pokusa
jest skup
Q= {{17P}7{27P}7{37P}’{4’ P}7{57P}»{67P}7
{1,G},{2,G},{3,G},{4,G},{5,G},{6,G}}.
Neka slucajna varigabla X daje broj koji se okrenuo na kocki, a slucajna varijabla Y daje 1 ako
je bacanjem movcica palo pismo i 0 ako je bacanjem movcica pala glava. U tom pokusu bacanje

kocke i movciéa ne ovise jedno o drugom pa vrijedi:

11 1
1) =P{X=1Y=1}=-.-= —
p(1,1) = P{ ’ } 6 2 12
11 1
1L.0)=P{X=1Y=0}=2.-=—
p(1,0) = P{ , =55

Analogno dobijemo da je

1
p(i,j) :P{X:i,Y:j}: Ev (&S {17273747576}7 VS {071}'

Primjer 3.5. Promatrajmo sljedeéu igru: prvo bacamo pravilno izradenu igracu kockicu. Ako se
okrenuo broj 6, ostvarujemo pravo na bacanje pravilno izradenog novéica, pri ¢emu osvajamo bod

ako padne pismo, a u suprotnom gubimo igru.

Taj pokus moZemo opisati skupom elementarnih dogadaja
Q= {(17 N)7 (27 N)7 (37 N)7 (47 N)7 (57 N)7 (67 Ip)7 (67 Ig)}u

gdje N znaci da drugu igru ne igramo, Ip da drugu igru igramo i da se u njoj dogodilo pismo, a

1y da drugu igru igramo i da se u njoj nije dogodilo pismo.

Neka je X slucajna varijabla koja prima vrijednost 1 ako se pri bacanju kockice realizirao broj 6,
a u suprotnom prima vrijednost 0. Neka je Y slucajna varijabla koja prima vrijednost 1 ako je
igra¢ osvojio bod, a u suprotnom prima vrijednost 0. Osvajanje boda u igri opisano je realizacijom
dogadaja {(X,Y) = (1,1)}. Distribucija je tog slucajnog vektora sljedeca:
5
p(0,0) = P{X =0,Y =0} = P({Y =0} [ {X =0}) P{X =0} =1,

p(0,1)=P{X =0,Y=1}=P{Y =1} | {X =0}) P{X =0} =0,

P1L,0) = P{X =1,Y =0)} = PY =0} [ {X = 1N P{X =1} = - £ = —,
p(l,l):P{X:l,Y:l}:P({Y:l}|{X:l})P{X:l}:%-é:%
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Uoc¢imo da za niz brojeva (p(z;,y;),¢ € N, j € N) koji definira distribuciju diskret-

nog dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora vrijedi:

1. p(z;,y;) > 0zasvei €N, jeN,
1

Y

o0 (o]
2. Z Z p(xhyj) =1

i=1j=1
Ukoliko je skup vrijednosti slu¢ajnog vektora (X,Y’) konacan, tj. slucajni vektor
prima vrijednosti iz skupa R(X,Y) = {(z;,y;) : i =1,2,...,m, j = 1,2,...,n},
njegova se distribucija pregledno moze prikazati tablicom 3.1 koju zovemo tablica
distribucije dvodimenzionalnoga diskretnog slu¢ajnog vektora.’

X\Y Y1 Y2 Y3 e Yn

T P(%yl) p(xlva) P(ffl,yS) P($1,yn)
T2 p(x2, 1) plw2,y2)  plre,yz) - p(x2,Yn)
T P(Tm,y1)  P(Tmsy2)  P(Tm,y3) 0 (T Yn)

Tablica 3.1: Tablica distribucije diskretnog slu¢ajnog vektora (X,Y’) sa skupom
vrijednosti R(X,Y) = {(z;,y;) :i=1,...,m, j=1,...,n}

Tako je, na primjer, sljede¢om tablicom dana distribucija sluc¢ajnog vektora (X,Y)

iz primjera 3.5:

X\Y| 0 1
0 5/6 0
1 1/12 1/12

Ukoliko je na diskretnom vjerojatnosnom prostoru (2, P(2), P) dan sluc¢ajni vektor
(X,Y), onda su komponente tog sluc¢ajnog vektora, tj. funkcije X: Q@ - RiY: Q —
R, slu¢ajne varijable na tom istom vjerojatnosnom prostoru. Njihove distribucije
nazivamo marginalnim distribucijama slu¢ajnog vektora (X,Y’). U nastavku
¢emo poglavlja pokazati kako iz distribucije slu¢ajnog vektora mozemo izra¢unati
njegove marginalne distribucije.

Primjer 3.6. [z kutije koja sadrZi tri kupona s oznakama 1, 2 i 3 izvlacimo dva kupona bez
vraéanja u kutiju. Rezultat izvladenja modeliramo slucajnim vektorom (X,Y), gdje je X slucajna

varijabla kojom je modeliran rezultat prvog izvlacenja, a 'Y sluéajna varijabla kojom je modeliran

rezultat drugog izvlacenja. Distribucija slucajnog vektora (X,Y) dana je tablicom

2Takav zapis distribucije slu¢ajnog vektora mozemo lako prilagoditi i za slu¢ajni vektor s pre-
brojivim skupom vrijednosti analogno kao kod tablica distribucije slu¢ajne varijable.
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X\Y | 1 2 3

1 0 1/6 1/6
2 16 0 1/6
3 1/6 1/6 0

Slucajne varijable X 1Y imagu isti skup vrijednosti: R(X) = R(Y) = {1, 2, 3}. Koristeéi ¢injenicu
da familija skupova {{Y = 1},{Y = 2},{Y = 3}} ¢ni particiju skupa Q, moZemo izracunati
P{X =i} zai=1,2,3 na sljedeéi nacin:
1
PIX =i} =P{X=iY =1} 4+ P{X =i,Y =2} + P{X =i,Y =8} = _,
1=1,2,8. Dakle, marginalna distribucija komponente X slucajnog vektora (X,Y) dana je tablicom

123
X<111>'
3 3 3

Sli¢nim postupkom moZemo izracunati 1 marginalnu distribuciju komponenate Y slucajnog vektora

(X,Y):
123
Y:<1 1 1)'
3 3 3

Uocimo da su obje marginalne distribucije u tom primjeru jednake, medutim, slucajne varijable X
1Y ni u kom slucaju nisu jednake slucajne varijable. Naime, slucajne varijable X i'Y definirane
na istom vjerojatnosnom prostoru jednake su ako je X(w) = Y (w) za sve w € Q. U nasem je
sluéaju cak nemoguée da je X (w) = Y (w) za bilo koji w jer bi to znacilo da je u oba izvladenja
izvucen isti kupon, $to se u spomenutom pokusu ne moZe dogoditi. Za slucajne varijable koje imaju
iste distribucije reéi éemo da su jednako distribuirane slu€ajne varijable, oznaka X =Y.

U primjeru 3.6 pokazan je nac¢in koji je moguce primijeniti za ra¢unanje marginalnih
distribucija opéenito kod diskretnih dvodimenzionalnih slu¢ajnih vektora. Opisimo
sada opéenito nacin kako se iz distribucije diskretnog slu¢ajnog vektora mogu dobiti

marginalne distribucije.

Neka je (X,Y) dvodimenzionalan diskretan sluc¢ajni vektor sa skupom vrijednosti
{(zs,y;) : 1 € N, j € N} i distribucijom

p(xiayj) = P{X :xi,Y:yj}, AS Na] € N.

Uoc¢imo da za sve ¢ € N vrijedi:

o0
P{X=z}=P{X=2,Y R} =) P{X=u,Y =y;} =Y pla:,y;),
jEN j=1
a ti brojevi odreduju marginalnu distribuciju komponente X slucajnog vektora
(X,Y). Analogno mozemo izra¢unati i marginalnu distribuciju komponente Y.

Dakle, ako definiramo:

. (3.3)
pY(yj) = le(xuyj), .7 € Na

1=
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tada skup vrijednosti R(X) = {z; : ¢ € N} i niz (px(x;), i € N) odreduju margi-
nalnu distribuciju komponente X slucajnog vektora (X,Y), a skup vrijednosti
R(Y) ={y; : j € N} iniz (py(y;), j € N) odreduju marginalnu distribuciju
komponente Y toga slucajnog vektora.

Marginalne se distribucije lako rac¢unaju u slu¢aju kona¢nog skupa vrijednosti slu-
¢ajnog vektora koristeéi tabli¢ni zapis distribucije. Naime, ako je distribucija dana
tablicom 3.1, onda sumiranjem vrijednosti u istom stupcu dobijemo vjerojatnost
P{Y =y,} = py(y;), a sumiranjem vrijednosti u istom retku vjerojatnosti P{X =

z;} = px(x;), pa tablicu 3.1 moZemo progiriti kao §to je prikazano tablicom 3.2.

X\Y Y1 Y2 Y3 Yn px ()
x1 P(xl,yl) P($17y2) P(ffl,ys) P(ffl,yn) PX(»Tl)
T p(x2, 1) plw2,y2)  plre,yz) - p(E2,yn) | Px(x2)
Lm P($m7y1) p(ffm,y2) p(xmvyS) p(xmvyn) pX(xm)
py(y;) | py(y1) py (y2) py(y3) - py(yn) 1

Tablica 3.2: Prosirena tablica distribucije diskretnog slu¢ajnog vektora s kona¢nim

skupom stanja.

Primjer 3.7. Slucajni pokus sastoji se od bacanja dviju pravilno izradenih igracih kockica. Otprije

znamo da je skup elementarnih dogadaja tog slucajnog pokusa
Q={(,7): 4,5 €{1,2,3,4,5,6}}, Kk(©) = 36.

Neka su X 1Y diskretne slucajne varijable na P(Q) ¢ije su realizacije odredene na sljedeéi nacin:

- ako se pri bacanju na kockicama okrenu razliditi brojevi, X se realizira mangim, a 'Y veéim
brojem (npr. ako se na prvoj kockici okrene 3, a na drugoj kockici 6, tada uzimamo da je
3 realizacija slucajne varijable X, a 6 realizacija sluéajne varijable V),

- ako se pri bacanju na kockicama okrenu isti brojevi, tada se i X i 'Y realiziraju tim brojem.
Ocito je
R(X)=R(Y)={1,2,3,4,5,6}.

Zelimo odrediti marginalne distribucije slucajnog vektora (X,Y).
Slika slucajnog vektora (X,Y) jest skup

R(X,Y)=A(z,y) : =,y € {1,2,3,4,5,6}}.

Vjerogatnosti realizacija slucajnog vektora (X,Y) dane su na sljedeéi nacin:
- ako je x >y, tada je P{X =z,Y =y} =0,
- ako je x =y, tada je P{X =z,Y =y} =1/36,
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- ako je x <y, tada je P{X =z,Y =y} =1/18.
Marginalne distribucije tog slucajnog vektora racunamo na sljedeéi nacin:

- za fiksni je x € R(X)

px(@)=P{X=a}= ) P{X=2Y=y}
yeER(Y)

- za fiksni je y € R(Y)

py(y)=P{Y =y}= > P{X=gY=y}
zER(X)

Medutim, distribuciju slucajnog vektora (X,Y) i njegove marginalne distribucije pregledno moZemo
prikazati sljedeéom tablicom (prosirenom tablicom distribucije):

X\Y 1 2 3 4 5 6 px (x)
1/36 1/18 1/18 1/18 1/18 1/18 | 11/36

1

2 0 1/36 1/18 1/18 1/18 1/18 | 9/36
3 0 0 1/36 1/18 1/18 1/18 | 7/36
4 0 0 0 1/36 1/18 1/18 | 5/36
5 0 0 0 0 1/36 1/18 | 3/36
6 0 0 0 0 0 1/36 | 1/36

py(y) | 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36 1

Iz prethodne tablice ocitavamo marginalne distribucije:
_ 1 2 3 4 5 6
“\ 11/36 9/36 7/36 5/36 3/36 1/36 )’

1 2 3 4 5 6
Yy = .
(1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36)

Primjer 3.8. Na analogan nac¢in moZemo odrediti marginalne distribucije diskretnog slucajnog
vektora koji nema konacnu sliku. Neka je (X,Y) diskretan sluéajni vektor ¢ija je distribucije dana
na sljedeci nacin:

R(X,Y) =Ng x No,

272Y
674, (z,y) € Ng x Np.

P{X=2Y =y} = 21y

Odredimo marginalne distribucije tog slucajnog vektora. Slika slucajne varijable X jest skup
R(X)=No, a

o0
—4 22",

)

P{X =gz} = ZP{X:I,Y:y}:%e

DY
T fr A

tj. X ~ P(2). Analognim postupkom slijedi da je Y ~ P(2). Dakle, X 1Y jednako su distribuirane
slucajne varijable.

Primjer 3.9. Promotrimo igraéu kockicu sa svojstvom da se pri jednom njezinom bacanju broj
i € {1,...6} okrene s vjerojatnodéu p; te pretpostavimo da brojevi p; imaju sljededa svojstva:

1. p; >0 za svei € {1,...6},
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6
2. Y pi=1.
i=1
Uoc¢imo da ako je p; = 1/6 za svaki i, tada se radi o pravilno izradenoj igracoj kockici, no

opcenito ne mora biti tako. Neka je ta kockica bacena n puta zaredom. Realizacija je tog bacanja
jedna uredena n-torka elemenata iz skupa {1, ...,6} ili, preciznije, varijacija s ponavljanjem n-tog
razreda skupa {1,...,6}.

Pretpostavimo da Zelimo odrediti vjerojatnost da se u tih n bacanja x puta okrenula jedinica i da
se y puta okrenula Sestica, pri cemu je x +y < n. U tu svrhu oznacimo X slucajnu varijablu
koja se realizira brojem jedinica, a 'Y slucajnu varijablu koja se realizira brojem Sestica koje su se
okrenule u n bacanja te kockice i odredimo vjerojatnost P{X = z,Y = y} za z,y € {0,1,...,n}
takve da je x +y < n. Varijacija s ponavljanjem n-tog razreda skupa {1,...,6} u kojima su x
komponenti jedinice, y komponenti Sestice, a preostalih (n — x — y) komponenti dvojke, trojke,

cetvorke ili petice ima
!
n:

zlyl(n —x — y)!
i svaka od njih realizira se s vjerojatno$céu

pafpg(pz +p3+ps+ps)t Y = p“fpg(l —p1—pe) Y.
Primjenom principa sume slijedi da je
n! o
P{X:&?,Y:y}— pﬂlﬁpg(l_pl_p6)n Ty (3.4)

alyl(n —z —y)!
Za slucagni vektor (X,Y) s distribucijom 3.4 kaZemo da ima multinomnu distribuciju s parame-
trima n, p1 4 pe i piSemo (X,Y) ~ MULT(n,p1,pe). Za odredivanje distribucije (tablice distri-
bucije) slucajne varijable X iz distribucije 3./ vaZno je wociti da je za realizacije x i y slucajnih
variabli X 1Y sa svojstvom z+y < n P{X =z,Y =y} > 0, dok je inade P{X =z,Y =y} =0.
Sada slijedi da je za © € {0,1,...,n}

P{X=z}= > P{X=zY=y}=
YER(Y)

n! xniz (n_x)' Y n—zr—y
T n—an ! Zoy!(n—:t:—y)!pﬁ(lipl7}76) -
y=

n—r
n n—x IS n —
= ( )pi” > ( )pg(l —p1—pe) Y = ( )pgf(l -p1)" 7%,
T =0 " Y T

gdje je zadnja suma rijeSena primjenom binomnog teorema. Dakle, slijedi da je X binomna

sludagna varijabla s parametrima n € N i p1 € (0,1). Analognim postupkom slijedi da je Y ~
B(n,ps)-

Od velikog su prakti¢nog interesa slucajne varijable koje nastaju kao kompozicija
realne funkcije dviju varijabli i dvodimenzionalnog sluéajnog vektora. Preciznije,
neka je (X,Y) dvodimenzionalan diskretan slucajni vektor sa skupom vrijednosti
R(X,Y) ={(x;,y;) : t € N, j € N} i distribucijom

plxi,y;)) =P{X =x;,Y =y;}, i€N, jeN,

i neka je g neka funkcija koja uredenom paru realnih brojeva pridruzuje realan
broj, tj. g : R? — R. Tada g(X,Y) definira slu¢ajnu varijablu na 2. Na primjer,
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X+Y, XY, (X —u)(Y —v) (u,v jesu neki realni brojevi) jednodimenzionalne
su sluc¢ajne varijable na €2 koje nastaju na takav nac¢in. Distribuciju tako nastale
slu¢ajne varijable moZemo lako izrac¢unati iz tablice distribucije sluc¢ajnog vektora
(X,Y) i zadane funkcije g. Postupak je ilustriran primjerom 3.10.

Primjer 3.10. Neka je dan pokus opisan u primjeru 3.6, tj. iz kutije koja sadrZi tri kupona
s oznakama 1, 2 1 3 izvladimo dva kupona bez vradanja u kutiju. Rezultat izvlacenja slucajan

je vektor (X,Y), gdje je X rezultat prvog izvladenja, a 'Y rezultat drugog izvlacenja. Odredimo
distribuciju sume tih dviju slucagnih varigabli: Z = X +Y .

xiy_ (23456
P2 P3 P4 P5 D6 )
gdje je

p2o=P{Z=2}=P{X=1,Y=1}=0,
p3=P{Z=3}=P{X=1Y=2}+P{X=2Y=1}=1/3,
pr=P{Z=4}=P{X=1Y=3}+P{X=3Y=1}+P{X=2Y=2}=1/3,
ps =P{Z=5}=P{X=3Y=2}+P{X=2Y=3}=1/3,
ps =P{Z=6}=P{X=3Y=3}=0.
Dakle, tablica distribucije slucajne varijable jest
Xtv-— (3 i’).
3

1
3
Odredite tablice distribucija slucajnog vektora (X,Y) i sluéajne varijable (X +Y) ako se izvladenje

Wl

vrsi s vracanjem.

Primjer 3.11. Iz skupa {1,2,...,9} na slucajan nacin izvlacimo tri broja jedan po jedan (s
vraéanjem tzvucenth brojeva u skup). Prvi izvudeni broj bit e znamenka stotica, drugi izvudens
broj znamenka desetica, a treéi izvuceni broj znamenka jedinica troznamenkastog broja. Izvlacenje
znamenke stotica modeliramo slucajnom varijablom Zi, znamenke desetica slucajnom varijablom

Zs, a znamenke jedinica sluéajnom varijablom Z3. Slucajna je varijabla Z;, i € {1,2, 3}, diskretna

sluéagna varijabla koja se brojem iz skupa {1,2,...,9} realizira s vjerojatnoséu 1/9. Dakle, Z1,
Zo i Z3 jesu diskretne uniformne slucajne varijable na skupu {1,2,...,9} i zadane su tablicom
distribucije

<123456789> .
i = , i€{1,2,3}.
1/91/91/91/91/91/91/91/9 1/9
Uoc¢imo da ima smisla promatrati trodimenzionalan diskretan slucajni vektor (Z1,Z2,Z3) ¢ija
je slika R(Z1,Z2,2Z3) = {(i,5,k), 1,5,k € {1,2,...,9}}. Jedna realizacija slucajnog vektora
(Z1,2Z2,73) jest varijacija s ponavljanjem treceg razreda skupa od devet elemenata, stoga skup
R(Z1, Z2,Z3) ima 93 = 729 elemenata. Kako su dogadaji {Z1 = i,Z2 = j§,Z3 = k} za sve
i,J,k € {1,2,...,9} jednako vjerojatni, slijedi da je
1

P{Z1=1i,Z2=4,Z3 =k} = =29

Time je u potpunosti zadana distribucija trodimenzionalnog diskretnog slucajnog vektora (Z1, Z2, Z3).

) (i’j7k)€R(Z17Z27Z3)'

Nadalje, oznacimo s X slucajnu varijablu koja se realizira najvecom znamenkom, a s'Y slucajnu
varijablu koja se realizira najmanjom znamenkom u tako sastavljenom troznamenkastom broju:

X =max{Z1,722,2Z3}, Y =min{Z1,%22,7Z3}.
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Buduéi da se izvladenje brojeva iz skupa {1,2,...,9} vrsi s vraéanjem, slijedi da se i X i Y
realiziraju brojevima iz skupa {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, tj. R(X) = R(Y). Distribucija slucajne
varijable X dana je tablicom

1 2 3 4 5 6 7 8 9
X = 1.7 19 36 62 91 127 169 217 |>

729 729 729 729 729 729 729 729 729
a distribucija slucajne varijable Y tablicom
_ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Y= 217 169 127 91 62 36 19 7 1 [~

729 729 729 729 729 729 729 729 729

Uoc¢imo da dogadaji{w € Q: X(w) =z} ={X =z}, z e R(X), i{w e Q:Y(w) =y} ={Y =y},
y € R(Y), nisu nezavisni. Na primjer, u slucaju troznamenkastog broja 111 i sludajna varijabla
X i sludagna varijabla Y realiziraju se s 1. Slijedi da se u tom slucaju presjek dogadaja {X = 1}

1 {Y = 1} realizira s vjerojatnodéu

1
P{X=1Y=1} = —.
{ } 729
S druge strane, iz distribucija slucajnih varijabli X 1Y znamo da je
1 217
P{X=1}=—, P{Y=1}=—.
{ } 729 { ; 729

Dakle, ne vrijedi da je
P{X =2, Y =y} = P{X =x}P{Y =y}, V(z,y) € R(X) xR(Y),

pa dogadaji {X = x} ¢ {Y = y} nisu nezavisni, $to oteZava odredivanje distribucije slucajnog
vektora (X,Y).

Pretpostavimo da nas zanima razlika najveée i namanje znamenke takvog troznamenkastog broja.
Ta je razlika modelirana slu¢ajnom varijablom (X —Y) koja prima vrijednosti iz skupa R(X -Y) =
{0,1,...,8}. Da bismo odredili vjerojatnosti pojedinih realizacija sluéajne varijable (X —Y),
koristimo distribuciju sluéajnog vektora (X,Y):

9
P{X-Y=n}= > P{X=kY=k-n}, necR(X-Y).
k=n+1

Na primjer, iz gornje formule slijedi da je
2 9
P{X—Y:O}:I;lP{X:k,Y:k}: T
Vazno je napomenuti da se o¢ekivanje sluc¢ajne varijable g(X,Y), nastale na teme-
lju kompozicije realne funkcije g i diskretnog slu¢ajnog vektora, moze izrac¢unati
koristeé¢i tablicu distribucije slu¢ajnog vektora (X,Y’) i oblik funkcije g bez racu-
nanja tablice distribucije slucajne varijable g(X,Y) (naravno, ukoliko olekivanje
postoji!). Ta tvrdnja moZe se lako provjeriti koristeéi rezultate teorije ponovljenih
redova (vidi poglavlje 5.3 u Dodatku) tj. ¢injenice da se kod apsolutno konver-
gentnih redova moze mijenjati redoslijed sumacije bez utjecaja na konacan rezultat.

Precizna formulacija te tvrdnje dana je teoremom 3.1.
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Teorem 3.1. Neka je (Q,P(Q), P) diskretan vjerojatnosni prostor, (X,Y) slucajni
vektor na njemu dan distribucijom 3.2 i g : R(X,Y) — R zadana funkcija. Tada
redovi

Eg(X,Y) = g(X,Y)(w)
weN

Z Z 9(zi,y;)p(i,y;)

istovremeno ili apsolutno konvergiraju ili apsolutno divergiraju. U slucaju su im

apsolutne konvergencije sume jednake.

Zadatak 3.2. Dokazite taj teorem!

Primjer 3.12. Standardan sveZanj od 52 karte sastoji se od 26 crvenih karata (13 hercova i
13 karo karata) i 26 crnih karata (13 pikova i 13 trefova). Iz takvog se sveinja na slucdajan
nadin jedna za drugom (bez vradanja) izvlace dvije karte. Oznacimo s X slucajnu varijablu koja
se realizira brojem izvucenih pikova, a s Y slucajnu varijablu koja se realizira brojem izvucenih

trefova. Zakljucujemo da je distribucija slucajnog vektora (X,Y) sljedeca:
R(X,Y)={(z,y): #€{0,1,2},y € {0,1,2},z +y < 2},
13\ (13 26
(:L‘)(y)(Q—z—y)
(%) '
2

Distribuciju slucdagnog vektora (X,Y) i njegove marginalne distribucije pregledno prikazujemo slje-

P{X =2,Y =y} =

deéom tablicom:

X\Y 0 1 2 px(z)
0 25/102  13/51  1/17 | 19/34
1 13/51  13/102 0 13/34
2 1/17 0 0 1/17
py (y) 19/34  13/34  1/17 1

Tablica 3.3: Tablica distribucije slu¢ajnog vektora (X,Y) iz primjera 3.12.

Iz prodirene tablice distribucije slucajnog vektora (X,Y) vidimo da su X 1Y jednako distribuirane
slucajne varijable.

Broj izvudenih crnih karata modeliramo slu¢ajnom varijablom (X +Y) ¢&ija je slika R(X +Y) =
{0,1,2}. Ako Zelimo izracunati ocekivani broj izvucenih crnih karata, tj. ocekivanje slucajne
varijable (X +Y), to moZemo udiniti pomocu tablice distribucije slucajnog vektora (X,Y), dakle
bez racunanja distribucije slucéajne varijable (X +Y):

2 2
EX+Y)=) > (@+yP{X=2Y =y} =
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Radi provjere dobivenog rezultata odredimo ipak distribuciju slucajne varijable (X +Y) i izracu-
najmo njezino ocekivanje. Pomocu tablice distribucije slucajnog vektora (X,Y) racdunamo:

25
P{X4+Y=0}=P{X=0,Y =0} = —,
102
26
P{X+Y:1}:P{X:l,Y:O}—i—P{X:O,Y:l}:5—1,
25
P{X+Y=2}=P{X=2,Y=o}+P{X=1,Y:1}+P{X:0,Y=2}:@.

Dakle, distribucija slucajne varijable (X +Y) dana je tablicom

X4y = 0 1 2 7
25/102 26/51 25/102

a njezino je ocekivanje broj
25 26 25

EX+Y)=0-—41-Z42. == =1,
X+Y) 02 T T 102

¢ime smo se uvjerili u tocnost prethodnog rezultata.

3.1.1 Uyvjetne distribucije

Ako Zelimo proucavati veze medu komponentama sluc¢ajnog vektora, sama tablica
distribucije nije prakti¢na, a marginalne distribucije su nedovoljne. Bolji uvid dobije
se analizom uvjetnih vjerojatnosti oblika P ({X € A}{Y = y}), gdje je A podskup
od R(X)ili P({Y € A}{X = z}), gdje je A podskup od R(Y"). U tu svrhu definirat
¢éemo uvjetne distribucije slu¢ajnog vektora. Radi jednostavnijeg zapisa koristit

¢emo sljedecu oznaku:
PHX € AJ{Y =y}) = P{X € AlY =y}

Primjer 3.13. Tablicom distribucije 3./ opisan je slucajni vektor (T, Z) kojim je modeliran nivo

uspjeha pri polaganju teorijskog dijela (T') i zadataka (Z) iz jednog ispita matematickog sadrzaja.

™2 | 1 2 3

1 66 2 2 70
100 100 100 100

2 5 5 2 12
100 100 100 100

3 2 4 12 18
100 100 100 100
73 11 16 1
100 100 100

Tablica 3.4: Tablica distribucije slu¢ajnog vektora iz primjera 3.13.

Koristeéi pravila za racunanje uvjetnih vjerojatnosti, lako moZemo izracunati:

P{T=1,Z=1} 66
P{T:1|Z:1}:—P{Z:1} ==

P{T=22=1} 5
P{T:2|Z:1}:—P{Z:1} =
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P{T=32=1} 2
P{z=1y 73

Uoc¢imo da je suma dobivenih triju brojeva jednaka 1 te da oni daju uvjetne vjerojatnosti da se

P{T=3Z=1}=

9 599
3

postigne nivo uspjeha 1z teorije, i € {1,2,3}, uz uvjet da je na zadacima postignut nivo 1. Na

taj nacin odredena je uvjetna distribucija od T', uz uvjet da je Z = 1, koju mozZemo prikazati i

tablicno:
1 2 3
Tiz=1= <66 5 2>'
73 73 73
Analogno, moZemo izracunati i prikazati uvjetnu distribuciju od T, uz wvjet da je Z = 2, te

uvjetnu distribuciju od T, uz wyjet da je Z = 3, i komentirati slicnost, odnosno razli¢itost tih

1 2 3 1 2 3
le_2=<254>’ TIZ—3:<222>'
11 11 11 16 16 1

Iz navedenih uvjetnih distribucija moZe se vidjeti da je, uz uvjet Z = 1, puno veca vjerojatnost da

distribucija:

Jun

se na teoriji postigne nivo 1 nego da se postigne neki visi nivo uspjeha. Nasuprot tomu, uz uvjet
da je Z = 3 veca je vjerojatnost da se i na teoriji postigne nivo uspjeha 3 nego manji nivoi. Te
cdingenice daju naslutiti da se uwvjetna distribucija od T mijenja s razliditim vrijednostima od Z,

tj. da izmedu nivoa uspjeha postignutog na zadacima i teoriji postoji neka veza.
Opisujuéi numericke karakteristike dobivenih wvjetnih distribucija, ta ¢injenica postaje jos sliko-
vitija. Tako za olekivanja vrijedi:
E(T|Z=1)=112, E(T|Z=2)=2.18, E(T|Z=3)=2.63,
pa moZemo reéi da olekivanje nivoa uspjeha iz teorije raste s porastom nivoa uspjeha iz zadataka.

U opcéenitom slu¢aju pretpostavimo da je tablicom 3.5 dana distribucija dvodimen-

zionalnog slu¢ajnog vektora (X,Y).

X\Y Y1 Y2 Y3 DX
T p(x1,1)  plr,y2)  pleiys) - | px(2)
T2 p(332, yl) p(ﬂ?2, y2) p(l‘z, 93) T px(332)
j2% py(y1)  py(ve)  py(ys) - 1

Tablica 3.5: Prosirena tablica distribucije dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora.

Tada je tablicom

1 2 : (3.5)
PX|Y=y, (1) PX|y=y, (z2) ...
p($i7yj) .
PX|y=y (Li) = —F—, 1 € 1,2,...
v=y, (@) Py (Y5) { s

dana uvjetna distribucija komponente X, uz uvjet da je Y = y;.



144 SLUCAJNI VEKTOR

Zadatak 3.3. DokaZite da je tablicom 3.5 dobro definirana tablica distribucije, tj. da vrijedi

PX|y=y; (z:) 20, Vi, pr\yzyj (zi) = 1.
i

Na analogan na¢in mozemo definirati i komentirati uvjetne distribucije komponente

Y, uz uvjet da je X = x; za svaki i.

Primjer 3.14. Neka je (X,Y) slucajni vektor koji se realizira uredenim parom brojeva u kojemu
je prva komponenta broj pikova, a druga komponenta broj trefova izvucenih pri slucajnom odabiru
(bez vradanja) dviju karata iz standardnog sveZnja od 52 karte. Distribucija slucajnog vektora
(X,Y) dana je tablicom 3.3 u primjeru 3.12. Odredimo sada uvjetne distribucije i uvjetna oceki-
vanja komponente X, uz uwvjet Y =y za sve y € {0, 1,2}, te komponente Y, uz uvjet X = x za
sve z € {0,1,2}. Usmjerimo se prvo na uvjetnu distribuciju od X, uz uvjet da je Y = y.

Zay =0 je

P{X=0,Y =0} 25
Pix =0y =0y = DX =0V =00 _ 25

P{y =0} 57’

P{X=1Y =0} 26
Px—1y—op= LX=LY =0} 26
P{Y =0} 57

P{X=2Y=0 2
P{X:2|y:o}:¥:7_
P{Y =0} 19

Zay=1jeP{X =0y =1}=2, P{X=1Y =1} =1 i P{X =2]Y =1} =0.
Zay=2je P{X =0y =2} =1, P{X =1y =2} =0 i P{X =2|Y =2} =0.

Slijedi da su uvjetne distribucije redom dane tablicama

o 1 2 0 1
Xiy—o = Xy =
ly=0 (25/57 26/57 2/19) ’ ly=1 (2/3 1/3> ’

dok je vjerojatnost da se X realizira nulom, uz wvjet da je Y = 2, jednaka jedan. Ocekivanja su
tih uvjetnih distribucija sljedeéa:
38 1
E(X\Y:O):E, E(X|Y:1):§, EX|Y =2)=1.
Analognim postupkom dobivamo wvjetne distribucije i uvjetna odekivanja komponente Y, uz uvjet
X =2z za sve z € {0,1,2}. Uoc¢imo da je u ovom primjeru uvjetna distribucija od X, uz uvjet

Y =1, jednaka uvjetnoj distribuciji od Y, uz uvjet da je X =1, za sve i € {0,1,2}.
Primjer 3.15. U primjeru 3.9 pokazali smo da su marginalne distribucije slucajnog vektora
(X,Y) ~ MULT(n,p1,ps) binomne, tj. da je X ~ B(n,p1), a Y ~ B(n,ps). Odredimo sada
wvjetne distribucije tih komponenti tog slucajnog vektora. Za x € R(X) je
P{X =2,Y = - v n-r-y
P{Y:y|X:x}=u:(n z)( P ) (1_ P ) :
P{X =z} y 1—p1 1-p1

Slijedi da je uvjetna distribucija od Y, uz uwvjet X = x, binomna s parametrima (n—2x) i pe/(1—p1).

Analogno slijedi da je uvjetna distribucija od X, uz uvjet Y =y, binomna s parametrima (n —y)
i p1/(1 —pe). Buduéi da je matematicko ocekivanje binomne slucéajne varijable jednako umnosku
njezinih parametara, slijedi da je
pe(n — )
)=
—p1
pi(n—y)
l—ps ’

EY|X == , x € R(X),

EX)Y =y)= y € R(Y).
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3.1.2 Nezavisnost

Ukoliko za dani diskretan slu¢ajni vektor (X,Y’) uvjetne distribucije komponente
Y, uz uvjet X = x;, ostaju stalno iste pri promjeni x;, i € N, to daje naslutiti da
su komponente tog slucajnog vektora nezavisne. Medutim, nezavisnost sluc¢ajnih
varijabli definirat ¢emo koriste¢i definiciju nezavisnosti dogadaja. Takoder ¢emo
pokazati da je navedena intuitivna ¢injenica o nezavisnosti komponenti danog slu-

¢ajnog vektora u suglasnosti s definicijom nezavisnosti slu¢ajnih varijabli.

Za dogadaje A i B danog vjerojatnosnog prostora (€2, F, P) rekli smo da su nezavisni
ako vrijedi P(ANB) = P(A)P(B) (vidi poglavlje 1.9). Ako pretpostavimo da takav
tip jednakosti vrijedi za sve dogadaje inducirane diskretnim slu¢ajnim varijablama
X 1Y na vjerojatnosnom prostoru (2, P(Q2), P), tj. ako je

P{Xe€AY eB}=P{X e A}P{Y € B}

za sve A C R(X), B C R(Y), onda ¢emo reéi da su slucéajne varijable X 1 Y

nezavisne.

Definicija 3.3. Za diskretne slucajne varijable X i Y definirane na istom dis-
kretnom vjerojatnosno prostoru (2, P(Q), P) kaZemo da su nezavisne ako za sve
skupove A CR i B C R vrijedi

P{X €AY € B} = P{X € A}P{Y € B}.

Teorem 3.2. Neka je (X,Y) diskretan slucagni vektor na vjerojatnosnom prostoru
(Q,P(Q), P) ¢ija je distribucija dana tablicom 5.5, tj.

X\Y Y1 Y2 Y3 E Dx
T p(zi,y1) plri,y2)  plriys) - | px(a1)
T2 p(iﬂz, yl) p(lﬂza yz) 10(3?27 ys) T px(xz)
Py py (Y1) Py (yY2) py(ys) - 1

Slucajne varijable X 1Y jesu nezavisne onda i samo onda ako vrijedi

p(@i, ;) = px (i)py (y;)

za sve z; € R(X), y; € R(Y).
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Dokaz. Pretpostavimo da su X i Y nezavisne slu¢ajne varijable. Za proizvoljne
z; € R(X), y; € R(Y) je {z;} CR, {y;} CR, paje

p(xi,y;) = P{X = 2;,Y = y;} = P{X =2} P{Y = y;} = px(zi)py (y5),

tj. vrijedi tvrdnja teorema.

Obratno, pretpostavimo da je p(z;,y;) = P{X = z;}P{Y = y;} za sve z; € R(X),
y; € R(Y) ineka su A CR, B C R proizvolji skupovi. Tada vrijedi:

P{X €AY eB}= >

{X(w)EA,Y (w)EB}

2 2 plwiy) = X

P{w} =

> PAX =i} P{Y =y;} =

z,€Ay;EB z;€Ay;EB
= X P{X=u} ) PY=y}=
;€A y;€B

P{X € A}P{Y € B}.

Primjer 3.16. Iz kutije koja sadrzi tri kupona s oznakama 1, 2 1 3 izvlacimo dva kupona tako
da prvi izvuceni kupon vratimo u kutiju prije izvlacenja drugog kupona (izvladenje s vracanjem).
Rezultat izvlacdenja modeliran je slucajnim vektorom (X,Y), gdje je X rezultat prvog izvlacdenja,

a'Y razultat drugog izvladenja. Distribucija tog sludagnog vektora dana je sljedec¢om tablicom:

X\Y | 1 2 3 | px
1 /9 1/9 1/9 | 1/3
2 1/9 1/9 1/9 | 1/3
3 1/9 1/9 1/9 | 1/3
Py 1/3 1/3 1/3 ] 1

Koristeci teorem 3.2 vidimo da su X 1Y nezavisne. Takoder moZemo wociti da su wvjetne dis-
tribucije komponente X, uz dano Y =i, jednake za sve i € {1,2,3} i da su jednake marginalnim
distribucijama komponente X. Analogna tvrdnja vrijedi i za uvjetne distribucije komponente Y,
uz dano X =1, i € {1,2,3}.

Promotrimo sada izvladenje dvaju kupona, ali bez vracanja prvog izvudenog kupona u kutiju. Re-
zultat izvlacenja modeliran je slucajnim vektorom (U,V'), gdje je U rezultat prvog izvlacenja, a V
razultat drugog izvladenja. Distribucija sludajnog vektora (U, V) dana je tablicom

UNV | 1 2 3 | px
1 0 1/6 1/6 | 1/3
2 /6 0 1/6 | 1/3
3 1/6 1/6 0 | 1/3
Py /3 1/3 1/3 | 1
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Koristeéi teorem 3.2 vidimo da U i V' nisu nezavisne. Takoder uo¢imo da se marginalne distri-
bucije slucéajnih vektora (X,Y) i (U, V) podudaraju.

Opéenito su kod nezavisnih komponenti diskretnog slu¢ajnog vektora (X,Y") uvjetne
distribucije od X, uz dano Y = y;, iste za sve y; € R(Y) i jednake marginalnoj
distribuciji komponente X. Sli¢no vrijedi i za uvjetne distribucije komponente Y,
uz dano X = z;, x; € R(X).

Zaista, neka je (X,Y) slu¢ajni vektor s tablicom distribucije 3.1 i nezavisnim kom-

ponentama X i Y. Tada je

p(xi,y5) _ px(@i)py ()
Py (y;) py (y;)

PX|y=y, (Ti) = =px(z;), 1€{1,2,...}.

Sljedeéi teorem daje vrlo vazno svojstvo nezavisnih slucajnih varijabli.

Teorem 3.3. Neka su X 1Y nezavisne slucajne varijable takve da postoji E(X) i
E(Y). Tada postoji E(X -Y) i vrijedi:

E(XY)=E(X)E(Y).

Dokaz. Koristeéi poznate rezultate o sumi redova® kao i rezultate teorije ponov-

ljenih redova (vidi poglavlje 5.3 u Dodatku), znamo da konvergencija redova
D lmilpx (i), D lvilpy (v5)
( J
povlaci konvergenciju reda
Z Z |ziy;|px (2:)py (y;)-
i

Osim toga, vrijedi:

> 2 myp(wi y) = 322 wiypx (Ti)py (Y;) =

?

= Zmipx(iﬂi) Zyij(yj> =
= E(X)E(Y).

Koristeci teorem 3.1 moZemo zakljuciti da E(XY') postoji i da vrijedi tvrdnja te-

orema.

3Vidi npr. [13].
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3.2 Neprekidan dvodimenzionalan slu¢ajni vektor

U neprekidnom slu¢aju dvodimenzionalan slué¢ajni vektor prima vrijednosti u skupu
R x R = R? ali, za razliku od diskretnog slu¢ajnog vektora, njegov skup vrijednosti

sadrzi neko podrucje iz R2.

Definicija 3.4. Reci éemo da je (X,Y) dvodimenzionalan neprekidan slucajni vek-
tor ako postoji nenegativna realna funkcija f : R2 — R, takva da se funkcija distri-

bucije od (X,Y) moZe napisati u obliku

F(w,y):/m /yf(u,v)dudv. (3.6)

—0o0 —00

Takvu funkciju f nazivamo funkcija gustoée neprekidnog slucajnog vektora.

Vidimo da su, zbog jednakosti (3.6), vjerojatnosna svojstva neprekidnog sluc¢ajnog
vektora u potpunosti odredena njegovom funkcijom gustoce.

Primjer 3.17. Slucajni vektor uniformne distribucije na krugu {(z,y) : 2 +y? < 2} dan je

Sfunkcijom gustocée

1 2 2 2

,yxtty  <r

z,y) =< 7 .
@) { 0 , inace

Primjer 3.18. Dvodimenzionalan normalan sluéajni vektor dan je funkcijom gustoée f: R? — R

koja je definirana pravilom

P
27r0102m c ’
gdje su p1 € Ry € Ryo1 > 0,02 > 0,p € (—1,1). U tom slucaju koristimo oznaku (X,Y) ~
N(/n,p,z,o%,a%,p). 4

f(@,y) = (3.7)

Ako je (X,Y) neprekidan slucajni vektor s funkcijom gustoce f(z,y) onda ée njegove
marginalne distribucije takoder biti neprekidnog tipa s gustoéama koje mozemo

izracunati iz f(z,y).

Zaista, neka je (X,Y") dvodimenzionalan slu¢ajni vektor s gusto¢om f(x,y). Vrijedi:

P{ng}:P{Xgm,Y<oo}://f(u,v)dudv:

x

:/ 7f(u,v)dv du.

— 00

4 Vidi Sarapa [26, str. 274].
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Definiramo li

fx(x) = 7f($,v)dv,

onda je fx realna funkcija realne varijable koja ima potrebna svojstva da bi bila

gustoca slu¢ajne varijable X, tj. ona je nenegativna i za svaki z € R vrijedi:
x
P{X <z} = / fx(u) du.
—0o0

Funkciju fx zovemo marginalna funkcija gustoée komponente X slu¢ajnog vek-
tora (X,Y’). Analogno je

fy(y) = / Fluy) du,

marginalna funkcija gustoée komponente Y slu¢ajnog vektora (X,Y).

Primjer 3.19. Odredimo marginalne distribucije dvodimenzionalnog normalnog slucéajnog vektora
(X,Y) ~ N (p1, 2, 02,02, p) zadanog funkcijom gustoée (3.7). Funkciju gustode slucajne varijable
X racunamo na sljedeéi nadin:

oo
fx(z) = ;67 2(1i,o)2 (%)2 / e 2(11;))2 (%)(%72”%) dy =

2ro1024/1 — p?
— 00

Y—H2 r—p1 Y—p2 T—p1
os 2p o T2 T =2z+2p o1

dy = o2dz

1 1 (I—#1)2+ 1 z(z—m)? < 2
20-p) \ o1 20-0" \Ton /e 20-02) dy —

=— ¢
2ro1y/1 — p?

— o0

. =t, dz=+/1—p2dt
V1-p?
_@mpp? X 5 _(z—pp)? _(z—py)?
= ! e 20} eit? dt = ! e 20§ Vor = ! e 20§
2moy 27o o1V 2T

Uoc¢imo da je
1 _(@—pp?

2 2
——e 1, zeR 3.8
o1V 2T ( )

funkcija gustoce normalne distribucije s parametrima p; € R of, o1 >0, . X ~ ./\/’(,ul,cr%)‘

Ix(z) =

Analognim postupkom slijedi da je Y ~ N(MQ,U%). Dakle, marginalne distribucije dvodimenzi-
onalnog normalnog slucajnog vektora su normalne.

Neka je (X,Y) neprekidan slu¢ajni vektor s funkcijom gustoée f i neka je g neka
funkcija koja uredenom paru realnih brojeva pridruzuje realan broj, tj. ¢ : R2 — R.
Moze se dokazati (vidi npr. [26]) da u mnogo zanimljivih slu¢ajeva (npr. ako je g
neprekidna) ¢g(X,Y) definira sluéajnu varijablu na .
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Moze se takoder pokazati da za rac¢unanje ocekivanja tako nastalih slu¢ajnih vari-
jabli nije potrebno traziti funkciju distribucije od g(X,Y’), ve¢ se moze iskoristiti
funkcija gustoce od (X,Y) i oblik funkcije g (ako oekivanje uopée postoji) na
sljedeéi nadin:
o0 o0
Eg(X,Y) = / / g(z,y) dx dy. (3.9)
—0o0 —0o0

Na primjer, komponiranjem projekcije uredenog para (z,y) na prvu koordinatnu os
1 (Iv y) =Z

i sluGajnog vektora (X, Y") dobijemo komponentu X, pa o¢ekivanje EX (ako postoji)
mozemo izra¢unati pomocu E(m (X,Y)), tj.

E(X)= 7 /ooacf(m,y) dedy = /ooxfx(x) dz, (3.10)

—0o0 —00 —00

gdje je f funkcija gustoce slucajnog vektora (X,Y), a fx marginalna gustoca kom-

ponente X.

Analogno je

o0

E(Y)= / yfy (y) dy.

— 00

Primjer 3.20. Neka je neprekidan dvodimenzionalan slucajni vektor (X,Y) zadan funkcijom
gustoce
Adge=MT=A2Y (g 4) € (0, 00) x (0, 00)
f(z,y) = o ,
0 s inace

gdje su A1 1 Ag pozitivni realni brojevi. Sludagna varijabla XY mnastaje kompozicijom slucajnog
vektora (X,Y): Q — R? i funkcije g: R? — R definirane pravilom g(z,y) = xy. Matematicko
ocekivanje slucajne varijable XY racunamo na sljedeéi nacin:

oo oo oo oo 1
E(XY) = / / zyf(z,y)dedy = /\1/\2//ryef>‘117>‘1yd:cdy: ALz =
0 0

A2 A

— 00 —0o0

Odredimo © marginalne distribucije te ocekivanja marginalnih distribucija slucajnog vektora (X,Y).
Funkciju gustoce slucagjne varijable X rac¢unamo na sljedeéi nacin:

(e o]

fx (@) = A2 /e_’\lx_>‘2y dy=...=Xe M% >0

0
Dakle, X ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom A1 > 0. Slijedi da je EX = 1/A1.
Analognim postupkom slijedi da Y ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom Ao > 0, pa je
EY =1/Xs.



NEPREKIDAN SLUCAJNI VEKTOR 151

3.2.1 Uvjetne gustoée. Nezavisnost

U ovom ¢emo poglavlju éemo bez dokaza navesti nekoliko rezultata korisnih za
statistic¢ke primjene po analogiji s diskretnim slucajem. Tu se pojavljuje funkcija
gustoce slucajnog vektora kao nositelj vjerojatnosnih svojstava umjesto tablice dis-
tribucije diskretnoga sluc¢ajnog vektora.

Neka je (X,Y) neprekidan slucajni vektor s gustocom f(x,y) i y takav realan broj
da je fy(y) > 0. Funkciju

flz.y)
—y(Z) = 3.11
zovemo uvjetna gustoéa od X uz uvjet Y = y. Analogno je
f(z,y)
—(y) = 3.12
fY\X (y) Fx () ( )

uvjetna gustoéa od Y uz uvjet X = z. Ovdje su fy i fx pripadne marginalne
gustoce.

Veli¢ine definirane formulom

o0

EX|Y =y)= /fo|Y:y(:z:) dz, (3.13)

odnosno
o0

E(Y|X =)= / Yy ixes () dy (3.14)

— 00

zovemo uvjetno ocekivanje komponente X, uz uvjet ¥ = y, odnosno uvjetno
oCekivanje komponente Y, uz uvjet X = x.

Primjer 3.21. Odredimo uvjetne distribucije dvodimenzionalnoga normalnog slucajnog vektora
(X,Y) ~ N(p1,p2,0%,02,p) zadanog funkcijom gustoée (5.7). Odredimo prvo uvjetnu distribu-
ciju komponente X, uz wvjet Y =y, y € R. Funkciju gustoée uvjetne distrbiucije od X, uz uvjet
Y = y, radunamo pomocu funkcije gustoée f(x,y) slucajnog vektora (X,Y) i funkcije gustoée
fv (y) komponenete Y ~ N (p2,032):

z— I 2
flzy) _ 1 _( (“;;(‘127(5%“2)))

ThW a2 ’

Uocimo da je fX‘Y:y(ac) funkcija gustoée normalne distribucije s parametrima

Ix|y=y(@) z €R.

g1 .
motp (= p) ot (1—p?).
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Iz tog rezultata odmah slijedi da su uvjetno ocekivanje i varijanca slucajne varijable X, uz uvjet

Y =y, dani sljedeéim izrazima:
91 2 2
BXY =y)=m+p_—(y—p),  VarX[Y =y)=oi(l-p7).
Analogan rezultat vrijedi za uvjetnu distribuciju komponente Y, uz uvjet X = x:

g2
Yix=z ~N (uz +p;1(x —p1),05(1— p2)) ,

(o2
BY|X=a)=p+p(w—m), Var(Y|X =z)=05(1-p%.
1

Dakle, i uvjetne distribucije normalnog slucajnog vektora su normalne.

U poglavlju o nezavisnosti komponenata dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora vi-
djeli smo da se nezavisnost moze karakterizirati ¢injenicom da se distribucija slu-
¢ajnog vektora moze dobiti kao produkt marginalnih distribucija. Problemom ne-
zavisnosti komponenti neprekidnog sluc¢ajnog vektora neé¢emo se baviti detaljno.
Navodimo samo da je u tom slucaju nezavisnost ekvivalentna ¢injenici da se funk-
cija gustode slucajnog vektora moze prikazati kao produkt marginalnih gustoéa kao
i ¢injenici da se funkcija distribucije slu¢ajnog vektora moze prikazati kao produkt

marginalnih funkcija distribucije:

Neka je (X,Y) neprekidan sluéajni vektor s funkcijom gustoée f i funkci-
jom distribucije F. Neka su fx (Fx) odnosno fy (Fy) njegove marginalne
gustoée (funkcije distribucije). Reéi éemo da su slu¢ajne varijable X i Y

nezavisne ako za svaki (z,y) € R? vrijedi
F(z,y) = Fx(z) Fy (y).

Tada je i
f(@,y) = fx(@) fr(y)

za svaki (z,y) € R2.
Obratno, ako prethodna jednakost za gustoée vrijedi za sve (z,y) € R? osim even-

tualno na skupu povrsine nula, tada su X i Y nezavisne slu¢ajne varijable.

Sada je lako vidjeti da se i ovdje, u slu¢aju nezavisnih komponenti, uvjetne gustoce

podudaraju s odgovarajué¢im marginalnim gustoéama.

Primjer 3.22. Promotrimo ponovno slucéajni vektor zadan funkcijom gustoce

Atdoe” MTTA2Y (2, y) € (0, 00) x (0,00)

. - b
0 s inace

fz,y) = {
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gdje su A1 i Ag pozitivni realni brojevi. U primjeru 3.20 pokazali smo da su njegove marginalne
distribucije eksponencijalne, tj. da je X eksponencijalna slucajna varijabla s parametrom A1 > 0,

a'Y eksponencijalna slucajna varijabla s parametrom Ag > 0:

Age= A2 |y >0
0 ,y<o0’

Aie—M1® , x>0
0 ,z<0’

fX(I):{ fY(y):{

Uoc¢imo da je u tom slucdaju
f(z,y) = fx (@) fy (y)

pa su sluéayne varijable X i 'Y mnezavisne. Zbog nezavisnosti slucajnih varijabli X i Y vrijede
sljedece tvrdnje.

Marginalna distribucija komponente X i uvjetna distribucija komponente X, uz uwvjet Y =y (za
bilo koji y > 0), jednake su - eksponencijalne s parametrom .

Marginalna distribucija komponente Y i wvjetna distribucija komponente Y, uz uvjet X =z (za

bilo koji z > 0), jednake su - eksponencijalne s parametrom Az.

Primjer 3.23. Na temelju primgjera 3.19 u kojemu su odredene marginalne distribucije dvo-
dimenzionalnoga normalnog slucajnog vektora (X,Y) s funkcijom gustoée (3.7) i karakterizacije
nezavisnosti slucagnih varijabli, slijedi da komponente X ~ N (u1, cr%) 1Y ~ N(u2, og) normalnog

slucajnog vektora (X,Y) opéenito nisu nezavisne. Medutim, za p = 0 funkcija gustoée (5.7) dana

1 ((z=m )\ (v 2)
f(x,y)Zﬁe 2(< 011) +( 022) . (z,y) € R2.

je izrazom

Uoc¢imo da je u tom slucaju f(x,y) = fx(x)fy(y), tj. ako je p = 0, komponente normalnoga
sluéagnog vektora (X,Y) nezavisne su.

Svojstvo nezavisnih slu¢ajnih varijabli, da se ocekivanje produkta moze izra¢unati

kao produkt ocekivanja, vrijedi i ovdje. Naime imamo:

Teorem 3.4. Neka je (X,Y) neprekidan slucajni vektor takav da su X 1Y neza-
visne slucajne varijable za koje postoji EX i EY . Tada postoji E(XY) i vrijedi:’

E(XY) = E(X)E(Y).

Primjer 3.24. U primjeru 3.22 pokazali smo da su komponente X i Y slucajnog vektora (X,Y")
nezavisne i eksponencijalno distribuirane s parametrima A1 > 0 i A2 > 0, redom. Buduéi da je
EX =1/A1, a EY = 1/)X2, prema teoremu 3./ slijedi da je

E(XY)=EXEY = —.
A1 )2

Sjetimo se da smo E(XY) u primjeru 3.20 izracunali pomoéu funkcije gustoée sludajnog vektora
(X,Y).

5Taj teorem neéemo dokazivati, a zainteresirani itatelj dokaz moze naéi u [26, teorem 11.5]
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3.3 Kovarijanca i koeficijent korelacije

U ovom poglavlju bavimo se definiranjem osnovnih numerickih katakteristika slucaj-
nog vektora - momentima. Rezultati se odnose na diskretan i neprekidan dvodimen-
zionalan slucajni vektor za kojega smo opisali na¢in rac¢unanja oc¢ekivanja sluc¢ajne

varijable g(X,Y), gdje je g realna funkcija dviju varijabli.

Momenti sluc¢ajnog vektora posluzit ée za opisivanje nekih svojstava slu¢ajnog vek-

tora sli¢no kao $to momenti sluc¢ajne varijable opisuju slu¢ajnu varijablu.

Definicija 3.5. Neka je (X,Y) diskretan ili neprekidan dvodimenzionalan slucajni
vektor. Ocekivanje

B(X*YY, kleN,
slucagne varijable X*Y' (ako postoji) nazivamo ishodi¥ni moment reda (k,I)

slucajnog vektora (X,Y) i pisemo
e = E(XFY). (3.15)
Ocekivanje E ((X — EX)*(Y — EY)!) (ako postoji) nazivamo centralni moment
reda (k,1) slucajnog vektora (X,Y") i pisemo
mu =E (X - EX)"(Y — EY)"). (3.16)

Uoc¢imo da momenti reda (0,1), (0,2), (1,0), (2,0) daju ustvari ocekivanje i vari-
jancu komponenata slu¢ajnog vektora. Naime, vrijedi:

pio = EX,

o1 = EY,

mao = E (X — EX)®> = Var X,
moz = E(Y — EY)? = VarY.

Od posebne je vaznosti za izu¢avanje sluc¢ajnih vektora centralni moment reda (1,1)
kojega nazivamo korelacijski moment ili kovarijanca dvodimenzionalnoga slu-
¢ajnog vektora. Dakle, kovarijanca dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora (X,Y)

definirana je izrazom
Cov(X,)Y)=E(X-EX)(Y - EY)). (3.17)

Definicijski oblik kovarijance moze se lako, koristenjem linearnosti o¢ekivanja, tran-

sformirati u oblik koji je nekada prikladniji za rac¢unanje:

Cov (X,Y)=E(XY —XEY)-Y EX + EX EY) = E(XY) — EX EY.
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Primjer 3.25. Prisjetimo se primjera 3.16 koji je govorio o izvlaénju dvaju kupona iz kutije koja
sadrzi ukupno tri kupona oznacena brojevima 1, 2 ¢ 3. U tom smo primjeru promatrali izvlacenje
dvaju od triju kupona na sljedeca dva nacina:

prut izvudeni kupon vraéa se u kutiju prije izvladenja drugog kupona; S X smo oznacili sluéajnu
varijablu koja se realizira brojem kojim je oznacen prvi izvuceni kupon, a s Y slucajnu

varijablu koja se realizira brojem kojim je oznaden drugi izvudeni kupon,
prut izvucent kupon ne vraca se u kutiju prije izvlacenja drugog kupona; S U smo oznacili slucajnu
varijablu koja se realizira brojem kojim je oznacen prvi izvuceni kupon, a s V slucajnu
varijablu koja se realizira brojem kojim je oznacen drugi izvuceni kupon.
Sjetimo se da su slucajne varijable X 1Y nezavisne, dok slucajne varijable U i V nisu nezavisne.
Distribucije sluéajnih vektora (X,Y) i (U, V) dane su tablicama uw primjeru 3.16. X, Y, U iV
sve su jednako distribuirane s matematickim ocekivanjem
1 ! +2 ! +3 L_ 2
3 3 37
Odredimo sada Cov (X,Y) ¢ Cov (U, V):
- buduéi da su X 1Y nezavisne, znamo da je E(XY) = EX EY pa slijedi da je Cov (X,Y) =
E(XY)—- EXEY =0.
- kako U iV nisu nezavisne, problem izracunavanja njihove kovarijance svodi se na problem
izracunavanja ocekivanja E(UV):

2 2
EWV) = yP{X =4,Y =j} =
i=1j=1
IS PR S SNPUE AP SNPSE S
N 6 6 6 6 6 6
_n
= 3
Sada slijedi da je
11 1
Cov (U,V) = BUV) = BUBV = & —4=—¢.

Primjer 3.26. Odredimo kovarijancu komponenti dvodimenzionalnoga multinomnog slucajnog
vektora (X,Y) ~ MULT (n,p,q) ¢ia je distribucija dana u primgeru 3.9. Buduéi da su marginalne
distribicije toga slucajnog vektora binome, tj. X ~ B(n,p) i Y ~ B(n,q), zakljuujemo da postoje
z € R(X) iy € R(YY) takvi da je P{X = z,Y = y} # P{X = z}P{Y = y}, pa slucajne
varigjable X 1Y nisu nezavisne. Takoder znamo da je EX =np i EY = nq. Da bismo izracunali
kovarijancu slucajnih varijabli X 1Y, preostaje jo§ izracunati E(XY):

n n n n—x
E(XY)= Z nyP{X =z,Y =y} = Z Z zyP{X =z,Y =y} =n(n —1)pg.
=0 y=0 =0 y=0

Sada slijedi da je
Cov (X,Y) = E(XY) — EX EY = n(n — 1)pg — n’pq = —npq.
Vaznost tog momenta za opisivanje slu¢ajnog vektora proizlazi iz ¢injenice da se ko-

varijanca, kao numericka karakteristika slu¢ajnog vektora, moze povezati s pojmom

nezavisnosti sluéajnih varijabli. Naime, vrijedi sljedeéi teorem.
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Teorem 3.5. Neka je (X,Y) neprekidan ili diskretan dvodimenzionalan slucajni
vektor za koji postoje EX i EY . Ako su slucajne varijable X 1Y nezavisne, onda
je Cov (X,Y) =0.

Dokaz. Neka su ispunjeni uvjeti teorema. Zbog nezavisnosti je
E(XY)=EXEY.

Dakle, vrijedi:
Cov(X,Y)=E(XY)—-EXEY =0.

Posljedica je tog terema sljedeé¢a: ako dvodimenzionalan slué¢ajni vektor ima

kovarijancu razli¢itu od nule, onda su njegove komponente nuzno zavisne.

Valja napomenuti da opéenito ne vrijedi obrat tog teorema, tj. ako je kova-
rijanca od (X,Y) jednaka nuli, to ne zna nuzno da su slucajne varijable X 1Y

nezavisne, §to je ilustrirano sljedeé¢im primjerom.
Primjer 3.27. Neka je U diskretna slucajna vrijabla definirana tablicom distribucije
—7/2 0 w/2
U =
1/3 1/3 1/3
i neka je (X,Y) sludagni vektor definiran kao X =sinU, Y = cosU. Distribucija je tog slucajnog
vektora zadana sljede¢om tablicom:

X\Y | o 1| px
-1 /3 0 | 1/3
0o 1/3 | 1/3
1 1/3 0 | 1/3
Py 2/3 1/3 | 1

Kovarijanca je tog slucajnog vektora 0, a komponente ocdito misu nezavisne (npr. p(1,1) #
px(Lpy (1))

Definicija 3.6. Neka je (X,Y) slucajni vektor za koji je Cov (X,Y) = 0. Tada

kaZemo da su njegove komponente X ¢ Y nekorelirane.

Iz definicije kovarijance vidimo da vaznu ulogu u njezinom iznosu ima odstupanje
pojedine komponente slu¢ajnog vektora od njezinog ocekivanja (devijacija). Medu-
tim, devijaciju smo slu¢ajne varijable veé opisali varijancom, odnosno standardnom
devijacijom slucajne varijable. Da bismo smanjili utjecaj devijacije na numeric¢ku
karakteristiku kojom Zelimo dobiti nove informacije o slu¢ajnom vektoru, od veli-

kog je interesa proucavanje kovarijance standardiziranog oblika slu¢ajnog vektora
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(X,Y). Naime, ukoliko X i Y imaju varijance 0% # 0 i 03 # 0, moZemo ih stan-
dardizirati (vidi poglavlje 2.7). Ako ozna¢imo px = EX, py = EY, postupak

standardizacije daje vektor

X—/.LX Y—,uy
ox ’ gy

e =

¢ija je kovarijanca
Cov (X,Y
Cov (X,,Y,) = M.
OxXO0y
Tako nastaje koeficijent korelacije slucajnog vektora (X,Y) koji je definiran

izrazom

XYy = ————, (3.18)
OxXO0y

gdje su ox 1 oy oznake za standardnu devijaciju odgovaraju¢e komponente slucaj-

nog vektora.

Primjer 3.28. Problem odredivanja koeficijenta korelacije normalnog slucajnog vektora (X,Y) ~
N(p1, p2, 02,02, p) (funkcija gustoée definirana je pravilom (3.7)), svodi se ma izracunavanje
1,92

njegove kovarijance. Za to nam treba E(XY):

o0 oo
E(XY)=/ /zyf(fr,y)dwdy=powz+uw2~

—00 —00

Sada slijedi da je
Cov(X,Y)=E(XY)— EXEY = po102 + p1p2 — pijp2 = po102.

Prema tome, koeficijent korelacije komponenti X 1Y dvodimenzionalnoga normalnog slucajnog

vektora jest
Cov(X,Y)  poioz

v Var XVarY - o102 -

Dakle, parametar p u distribuciji normalnoga slucajnog vektora (X,Y) jest zapravo koeficijent

korelacije mjegovih komponenti. Sjetimo se da smo u primjeru 3.23 pokazali da su za p = 0
komponente normalnoga slucajnog vektora nezavisne. To znaci da u tom slucaju nekoreliranost
slucagnih varijabli X 1Y povlaci njithovu nezavisnost, tj. u slucaju kad je p = 0 komponente dvodi-
menzionalnoga normalnog slucajnog vektora nezavisne su onda i samo onda ako su nekorelirane.

Sljedeci teorem daje dovoljne uvjete za postojanje kovarijance slu¢ajnog vektora i

jednu korisnu nejednakost.

Teorem 3.6. Neka je (X,Y) slucajni vektor za koji je 0 < E(X?) < 00 10 <
E (YQ) < 00. Tada postoji kovarijanca i vrijede nejednakosti:

lpxy| <1,

(E(XY))? < E(X?) E(Y?).
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Dokaz. Pretpostavimo da je (X,Y) slucajni vektor takav da su X i Y slucajne
varijable s EX = EFY = 01 VarX = VarY = 1. Ako postoji kovarijanca tog
slu¢ajnog vektora, onda je Cov (X,Y) = E(XY) s obzirom da je EX EY = 0.
Takoder je, za takve slucajne varijable, Var X = E (X?) i VarY = E (Y?) . Dakle,
kovarijanca postoji ako postoji E|XY|.

Koristenjem nejednakosti 2|xy| < 224y i monotonosti o¢ekivanja vidimo da vrijedi:
EIXY|< % (E(X?)+E(Y?) < <.
Dakle, kovarijanca postoji. Osim toga,
|E(XY)| < E|XY| < % (E(X?)+E(Y?) = %(1 +1)=1.

S obzirom da je, za taj sluéajni vektor, kovarijanca ujedno i koeficijent korelacije,
vrijedi prva nejednakost teorema. Uo¢imo takoder da su za takve slucajne varijable
prva i druga nejednakost u iskazu teorema ekvivalentne.

Pretpostavimo da je (X,Y) bilo koji slu¢ajni vektor kao u iskazu teorema. Tada
moZemo provesti postupak standardizacije, a standardizirani oblik (Xj,Y;) zado-
voljava uvjete prvog dijela dokaza. Dakle, postoji kovarijanca od (X, Ys) 1 vrijedi
(B(X,Y,)? < E (X2) E(Y2) = 1. Osim toga vrijedi da je X = oxX, + ux,
Y = oyYs + py, gdje su ox, pux, 0y, 4y uobiCajene oznake za standardne devija-

cije, odnosno oc¢ekivanja odgovarajuéih sluéajnih varijabli.

S obzirom da je

E|XY|

El(oxXs+ pux)(oyYs + py)]
< oxoy E|XYs| + ox|py |E|Xs| + oy |ux|EYs| + [ux py |

vidimo da kovarijanca postoji. Koeficijent korelacije varijabli X i Y isti je kao
koeficijent korelacije njihovih standardiziranih oblika, pa je, po prvom dijelu dokaza,

po apsolutnoj vrijednosti manji ili jednak 1.

Za dokaz druge nejednakosti uo¢imo da je

(BE(XY))? = 0%0% (B(X,Y,))” + 20x 0y px iy B(X.Y5) + iy
< 0% + 20x0, ux iy ] + ot

< (0% + 1X)(0% + 1y

=FE(X?) E(Y?).
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Da je koeficijent korelacije korisna numericka karakteristika za opisivanje veze medu
komponentama slu¢ajnog vektora, slijedi i iz sljedeéeg teorema koji pokazuje da se
linearna veza medu komponentama moze uociti na osnovu vrijednosti koeficijenta

korelacije.

Teorem 3.7. Neka je (X,Y) slucajni vektor za koji je 0 < ox < 00 10 < oy < 00.
Veza je medu komponentama linearna, tj. postoje realni brojevi a (a #0) i b takvi
da je

Y=aX+0

onda ¢ samo onda ako je |px,y| = 1. Pritom je koeficijent korelacije 1 ako je a > 0,

odnosno —1 ako je a < 0.

Dokaz. Neka je slucajni vektor (X,Y) takav da je Y = aX + b, (a # 0). Po

pretpostavkama teorema postoji kovarijanca pa vrijedi:
E(X-EX)(Y -EY)=

=E(X —EX)(aX +b)—E(aX +b))=E(X —EX)a(X — EX)) =
=aF(X — EX)%

Dakle,
Cov (X,Y) = ao%.

No, VarY = a?Var X, pa je

Oyox B UXWUX m'

Ako je a > 0, onda je px,y = 1. Ako je a <0, px,y = —1.

Dokazimo obratnu tvrdnju. Pretpostavimo da je pxy = 1. Definirajmo slu¢ajnu

varijablu

7-tx_ Ly
ox oy

Tada je Var Z = 0. Zaista,
1 1\ 1 1\
VauZ=E|—X-—Y)| - |E(—X-—Y)]| =1-2pxy+1=0.
ox oy ox Oy
Dakle, Z je konstanta, ozna¢imo Z = c¢. Vrijedi:
1

1
c=—X - —Y,
ox Oy
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oy

Y=—X-o0yc
ox
Za px,y = —1 se tvrdnja moZze dokazati na isti nac¢in analiziranjem slucajne varijable
1 1
Zi=—X+ —Y.
ox oy

Sliéno kao kod vektora realnih brojeva, ¢esto je korisno i slu¢ajni vektor zapisivati
u matriénom obliku, tj. sluc¢ajni vektor (X,Y") zapisujemo kao [X,Y]”. Tu oznaku

koristit ¢emo u nastavku za definiranje oc¢ekivanja sluc¢ajnog vektora.

Ako za slucajni vektor Z = [X,Y]” postoje EX i EY, zapisivat ¢emo ih u vektor-
skom obliku kao [EX, EY]" i zvati o&ekivanje slu¢ajnog vektora Z = [X,Y].
Varijance i kovarijancu takoder zapisujemo matriéno. Naime, ozna¢imo li FZ =
[EX,EY]", onda je

E(X —EX)?2  E(X-EX)(Y - EZ)

BZ-BDZ-FL) =\ v px)Y -EZ)  E(Y - EY)?

VarX Cov (X,Y)
Cov(X,Y) VarY

Takvu matricu Cov (X,Y) = E(Z — EZ)(Z — EZ)™ zovemo matrica kovarijanci
sluéajnog vektora (X,Y).

Uo¢imo:
- matrica kovarijanci jest simetri¢na,
_ t . k .. . . t .t- .d ﬁ .t b
matrica kovarijanci jest pozitivno semidefinitna.

Neka je Zs standardizirana varijanta sluc¢ajnog vektora Z, tj.

7 — X—/,LX Y—/,Ly T
s ox ’ oy '

Njegovu matricu kovarijanci zovemo korelacijska matrica slu¢ajnog vektora Z =

[X,Y]" i oznatavamo Corr (X,Y). O¢igledno vrijedi

Corr (X,Y) =

1 pxy
pxy 1

6Dokazite ove tvrdnje.
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Primjer 3.29. Neka su X ~ ./\/'(ul,U%) 1Y ~ N(,ug,a%) nezavisne normalne slucajne varija-
ble. Njih moZemo shvatiti kao komponente dvodimenzionalnoga normalnog slucajnog vektora s
ocekivanjem [p1, p2]™, matricom kovarijanct
2
0
Cov(X,Y) = 1 9
0 o3
i korelacijskom matricom
10
Corr(X,Y) = .
01

Ocekivanje sluc¢ajnog vektora, matrica kovarijanci i korelacijska matrica mogu se na

analogan nacin definirati za n-dimenzionalan sluc¢ajni vektor Z = [X1, ..., X,]".

3.4 Opcéenito o nezavisnosti slucajnih varijabli

Iz definicije nezavisnosti diskretnih slu¢ajnih varijabli (definicija 3.3), moze se vidjeti
da je jednakost

p(zi,y;) = px () py (y;), za svex; € R(X) i y; € R(Y),
ekvivalentna jednakosti
F(xay) = FX(x)FY(y)? za Sve (l‘,y) € R27 (319)

gdje je F funkcija distribucije diskretnoga slu¢ajnog vektora (X,Y), Fx margi-
nalna funkcija distribucije komponente X, a Fy marginalna funkcija distribucije

komponente Y.

Buduéi da su vjerojatnosna svojstva slu¢ajne varijable opéenito definirana funkci-
jom distribucije, nezavisnost ¢emo sluc¢ajnih varijabli opéenito opisati upravo kori-

Stenjem jednakosti (3.19).

Neka su X i Y slu¢ajne varijable s funkcijama distribucije Fx i Fy, redom, te
neka je F funkcija distribucije slu¢ajnog vektora (X,Y). Reéi ¢emo da su X i YV

nezavisne slucajne varijable ako vrijedi

F(z,y) = Fx(x) Fy(y) za sve (z,y) € R (3.20)

Takav je opis nezavisnih slucajnih varijabli lako poop¢iti i na n-dimenzionalan slu-

¢ajni vektor.
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Neka su X;,..., X, sluajne varijable na nekom vjerojatnosnom prostoru (2, F, P)
s pripadnim funkcijama distribucije Fi,...,F, i neka je F funkcija distribucije
sluc¢ajnog vektora (Xi,...,X,), tj.

F(.Z'l,...,.fl,‘n) :P{Xl <x,Xo<29,..., X, S.’L’n}, (JJ],...,.’IJTL) e R".

Reéi éemo da su slu¢ajne varijable X1,..., X,, nezavisne ako vrijedi’
F(zy,...,z,) = Fi(z1) - Fn(xy). (3.21)
Posljedica je nezavisnosti skupa slu¢ajnih varijabli { X, ..., X, } daisvi podskupovi

tog skupa sadrze medusobno nezavisne slu¢ajne varijable. (Npr. X; i X;, ¢,j =

1,...,n, i # j jesu takoder nezavisne.)

Vezano uz pojam nezavisnosti vazno je istaknuti da za nezavisne slu¢ajne varijable

koje imaju varijancu vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 3.8. Neka su Xi,...,X, nezavisne slucajne varijable takve da postoji
varijanca Var Xi, k=1,...,n @ neka su aq,...,a, realni brojevi. Tada vrijedi:
n n
Var (Z aka> = Zanaer. (3.22)
k=1 k=1

Dokaz. Promotrimo prvo Var (Z aka>:
k=1

n n n 2
Var (Z aka> =F (Z aka - F (Z aka>> =
k=1 k=1 k=1

n

n 2
=E <Z(a’ka - akEXk)> =FE Z (aka; — akEXk)(anj — ajEXj)
k=1 k,j=1

Za k # j jest zbog nezavisnosti
E(Xy - EXy)(X; —EX;)=0,

pa zbog linearnosti ocekivanja vrijedi:

Var (i aka> =F (i(aka — akEXk)2> =
k=1

k=1

= a;E(X) — EX;)* =) ajVar X;.
k=1 k=1

7 Opéenitu definiciju nezavisnosti slu¢ajnih varijabli X1, ..., X, zainteresiran &tatelj moze

pronadi u [26].
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Primjer 3.30. Neka su X1 ~ N(p1,02), Xo ~ N(p2,02), ..., Xn ~ N(in,02) nezavisne
normalne slucajne varijable. Njih moZemo shvatiti kao komponente n-dimenzionalnoga normalnog

slucajnog vektora s ocekivanjem [p1, ..., un|", matricom kovarijanci

62 00... 0

0030...0
Cov(Xi1,...,Xn)

0 00...02
i jedinicnom korelacijskom matricom reda n.

Definiragmo slucajnu varijablu
n
Sp=> Xp=Xi1+...4+Xp
k=1

i izracunajmo njezino matematicko ocekivanje i varijancu. Zbog linearnosti ocekivanja slijedi da

]e n n n
ES, =E <Zxk> => EXp =
k=1 k=1 k=1

Varijancu slucéajne varijable Sy, zbog mezavisnosti slucajnih varijabli X1, ..., Xy, racunamo po-
mocéu teorema 3.8. Dakle,

n n n
Var (Z Xk> = ZVaer = ZO’,%.
k=1 k=1 k=1

Uocimo da ukoliko su slucajne varijable X1,...,Xn @ jednako distribuirane, tj. ako je Xy ~
N (11, 02) za svaki k € {1,...,n}, tada je ESy, = nu, a Var Sy, = no?.

3.5 Neki rezultati o nizovima slucajnih varijabli

U poglavlju 1.3 o statistickom pristupu modeliranju vjerojatnosti naveli smo svoj-
stvo statisti¢ke stabilnosti relativnih frekvencija koje kaze da se, kod nezavisnog
ponavljanja istog pokusa puno puta, relativna frekvencija pojavljivanja odabranog
dogadaja stabilizira u okolini nekog broja.

U poglavlju u kojemu je definirana normalna slu¢ajna varijabla opisan je pokus
nazvan "Galtonova daska" koji ilustrira ¢injenicu da normalna distribucija dobro
modelira realizacije pokusa ¢iji su ishodi posljedica sume mnogo medusobno neza-

visnih i jednako distribuiranih utjecaja.

U ovom poglavlju navodimo dva rezultata koji se odnose na grani¢no ponaSanje

nizova slucajnih varijabli i dokazuju istinitost navedenih svojstava.
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3.5.1 Slabi zakon velikih brojeva i Bernoullijeva shema

Koristenjem slabog zakona velikih brojeva mozemo objasniti statisticku stabilnost

relativnih frekvencija u uvjetima navedenim u poglavlju 1.3.

Definicija 3.7. KaZemo da niz slucajnih varijabli X1, Xo,... zadovoljava slabi

zakon velikih brojeva ako za svaki € > 0 vrijedi:

n—oo

1
lim P{|Sn — ES,| > 5} =0,
n

gdje je
S, = Z X5
k=1

Taj zakon mozemo interpretirati na sljedeé¢i nacin:

Ako niz slué¢ajnih varijabli zadovoljava slabi zakon velikih brojeva, onda
vjerojatnost da se realizacija prosjeka slu¢ajnih varijabli Xi,..., X, razli-
kuje od ocCekivanja prosjeka za viSe od proizvoljno izabranog malog broja
tezi nuli s poveéanjem broja sluc¢ajnih varijabli u izracunu prosjeka.
Postoje mnogi rezultati koji daju dovoljne uvjete na niz slu¢ajnih varijabli da bi on
zadovoljavao slabi zakon velikih brojeva. Ovdje ¢emo dokazati samo jedan koji ¢e
biti dovoljan za objasnjenje statisti¢ke stabilnosti relativnih frekvencija odabranog

dogadaja kod nezavisnog ponavljanja istog pokusa.

Teorem 3.9. Neka je (X,,n € N) niz slucajnih varijabli takav da su, za svaki
n € N, slucajne varijable X1, ..., X, nezavisne i neka su varijance tih slucajnih

varijabli uniformno ogranicene, tj. postoji M > 0 takav da je

max Var X, < M.
keN

Tada za svaki € > 0 vrijedi

n—oo

lim P{1|Sn — ES,| > s} =0.
n

Dokaz. U dokazu koristimo C'ebigevljevu nejednakost, tj. za svaku je slucajnu va-
rijablu Y koja ima varijancu i za svaki e > 0

VarY
o2

P{lY —EY| > ¢} < :

S,
Neka je n dan prirodan broj i Y,, = —. Zbog nezavisnosti je
n

1
Vary, = ﬁVar Sn
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pa vrijedi:

1
P{n|Sn —ES,| > a} = P{|Y, —EY,| >} <
Var S, M
20n <

nez2 = ne?’
Dakle, slijedi da je

1 M
0< P{Sn _ES7L| > 5} < —-
n ne

Stoga je

n—roo

1
lim P{n|Sn — ES,| > s} =0.

Primjer 3.31. Neka je (Xn, n € N) niz nezavisnih slucajnih varijabli &ije su distribucije zadane

tablicama
—2m 0 2n
Xn = 1 1 1 s n € N.
22n+1 © 92n 92n+1l

Da bismo provjerili zadovoljava li taj niz slabi zakon wvelikih brojeva, izracunajmo ocekivanja i

n
varijance sluéajnih varigabli Xy, i Sn = Y, Xi:
i=1

1 1
— n n —
EX, = -2 ~22n+1+2 ~22n+1707 Vn € N,
1
— 2 _ 92n 2n - _
Var X, = EX, =2 ~22n+1+2 ~22n+1717 Vn € N,

n n
ES, = E (ZX) => EX;=0, VneN,
=1 =1
n n n
Var S,, = Var <ZX1> = ZVarXi = Zl =n.
i=1 i=1 i=1

Buduéi da je (Xn, n € N) niz nezavisnih slucajnih varijabli &ije su varijance jednake jedan, slijedi
da niz (Xn, n € N) zadovoljava slabi zakon velikih brojeva 3.9, tj. da je za svaki e > 0

1
lim p{, |Sn| > E} =0.
n—oo n
Rije¢ima receno, za svaki se € > 0 vjerojatnost odstupanja prosjeka niza nezavisnih slucajnih

variyjabli iz primjera 3.31 od nule za € ili vise moZe uciniti proizvoljno malom odabirom dovoljno

velikog prirodnog broja n.

Slabi zakon velikih brojeva specijalno vrijedi i za niz nezavisnih i jednako distribu-

iranih slu¢ajnih varijabli koje imaju varijancu, a koji je opisan sljede¢om definicijom.

Definicija 3.8. KaZemo da je niz slucanih varijabli (X,,n € N) niz nezavisnih i

jednako distribuiranih slucajnih varijabli ako vrijedi:
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e sve slucajne varijable X1, Xa, ... tmaju istu distribuciju 1
e za sve sun € N slucajne varijable X1, ..., X, nezavisne.

Za takav niz koristimo kraticu "n. j. d. miz".

Pretpostavimo da je (X,,n € N) n. j. d. niz i neka je varijanca Var X; = o2,

a EX; = p. Uocimo da svaka slu¢ajna vrijabla iz tog niza ima isto ocekivanje i

varijancu kao X; zbog jednake distribuiranosti.

Neka je X,, aritmeticka sredina (prosjek) slu¢ajnih varijabli X1,...X,,, tj.

_ 1 <&
anﬁi;Xi,

i (Yn, n € N) pripadni niz aritmetickih sredina. Koriste¢i svojstva ocekivanja i

varijance vidimo da vrijedi:
EX,=E liX —liEX-—
n — n Pt K3 - n pt (. /’l/ﬂ

Var X,, = izn:\/'arX- = 0—2
n_n2i:1 o

Osim toga,
n

pa se na taj niz aritmetickih sredina moze primijeniti slabi zakon velikih brojeva,
tj. za svaki jee >0

nh_)Il’Olo P{X, —pl>¢c}=0.
Taj rezultat mozemo tumaciti na sljede¢i nacin:
Vjerojatnost da se aritmeticka sredina n. j. d. niza slucajnih varijabli
razlikuje od njihovog ocekivanja za ¢ ili viSe moZemo uciniti proizvoljno
malom birajuéi n dovoljno veliko.

Primjer 3.32. Neka je (Xn, n € N) niz nezavisnih standardnih normalnih slucajnih varijabli, tj.
Xn ~N(0,1), VneN.
Sada znamo da je za svaki prirodan broj n EX, = 0 i Var X;, = 1, pa stoga taj niz slucajnih
varijabli zadovoljava slabi zakon velikih brojeva, tj. za svaki je € > 0
Jdim P{|X,[>e}=0.

Rije¢ima receno, za svaki se € > 0 vjerojatnost da aritmeticka sredina niza nezavisnih standardnih
normalnih slucajnih varijabli odstupa od nule za barem & moZe udiniti proizvoljno malom odabirom
dovoljno velikog prirodnog broja n.
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Buduéi da je za jednako distribuirane slucajne varijable X1, ..., Xn Var X, = 02/71, iz Cebisev-

ljeve nejednakosti slijedi da je
2

P{Xn —pl >} < 2.
E°n

Uzmimo npr. € = 0.01. Ako Zelimo postiéi vjerojatnost manju od 0.05 da se aritmeticka sredina
niza (Xn, n € N) razlikuje od ocekivanja € = 0.01 ili vise, tada n ocjenjujemo na sljedeéi nacin:

o2

> —— = 200000.
= P (R =6

Statisticka definicija vjerojatnosti

Koristenjem slabog zakona velikih brojeva primijenjenog na n. j. d. niz Berno-
ullijevih slu¢ajnih varijabli mozemo se uvjeriti da je opravdan statisticki pristup
modeliranju vjerojatnosti, pod pretpostavkom da modeliramo vjerojatnost pojav-

ljivanja dogadaja na temalju nezavisnih ponavljanja istog pokusa (poglavlje 1.3).
Taj problem opisat éemo koristeéi tzv. Bernoullijevu shemu.

Bernoullijeva shema jest slu¢ajni pokus koji se sastoji od n medusobno nezavisnih

ponavljanja uvijek istog Bernoullijevog pokusa opisanog distribucijom

Dakle, (X1,...X,) je n. j. d. vektor s distribucijom svake komponente jednakom
distribuciji od X.

Primjer 3.33. Model Bernoullijeve sheme moZe se primijeniti kod nezavisnog bacanja istog nov-
¢ica n puta zaredom, pri demu je p vjerojatnost da se okrene npr. glava.

Skup je svih mogucih realizacija tog slu¢ajnog vektora
R(X1,. ., Xn) ={(x1,.-,2n) : x; € {0,1}},
a distribucija je zadana s
p(x1,...,xn) = P{X1=21,...,. X, =z}

n
= szi(l —p)limi, (xl,...,xn) S R(Xl,...,Xn).
=1

Tako je, npr.
p(17 1a 17 070707 s 70) = pB(l - p)n737

p(ov ]-a 13070707 s 70) = p2(1 _p)n72.
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U statistickoj definiciji vjerojatnosti koristili smo upravo takav model, tj. isti pokus
(Q, F, P) ponavljali smo n puta nezavisno i definirali vjerojatnost dogadaja A € F
kao broj oko kojega se gomilaju relativne frekvencije dogadaja A s poveéavanjem
broja ponavljanja pokusa, tj.

gdje je fa frekvencija dogadaja A.

Neka je X slucajna varijabla u tom pokusu definirana na sljedeé¢i naéin:

1 A
Xw)=4 ¥,
O,w¢A
Tada je
0 1
X = 5 OSPS].,
I-pp

gdje je p = P{X = 1} vjerojatnost da se dogodio dogadaj A.

Nezavisnim ponavljanjem naSeg pokusa nastaje n. j. d. niz (X1,...,X,) Berno-
ullijevih slu¢ajnih varijabli na koji mozemo primijeniti slabi zakon velikih brojeva.
Pri tome je:
EX=FEX;,=p, i€{l,...n},
n
fa=Xi+Xo+ .+ Xp=> X,
i=1
- _1¢ fa
X, =- X, ==
mlyxf
i=1
pa je
: fa
lim PS|— —p|>ep, =0
n—00 n

za sve € > 0, $to opravdava statisticki pristup modeliranju vjerojatnosti pod nave-

denim uvjetima.

Primjer 3.34. Isti model moZe se primijeniti i kod nezavisnog bacanja jedne pravilno izradene
igrace kockice n puta zaredom. Oznacimo sa 1 realizaciju dogadaja "okrenula se Sestica”, a s 0

realizaciju dogadaja "nije se okrenula Sestica”. Ishod svakog od m bacanja te kockice modeliramo

0 1
X= <5/6 1/6)’

¢iyu distribuciju moZemo, osim gornjom tablicom, zapisati i na sljedeéi nacin:

Bernoullijevom slucajnom varijablom

R(X) = {0,1},
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1\ /5\'7" 5l-=®
PiX=2 =|2 bt = , T €R(X).
x=a-(3) (§) - (x)
Dakle, X je Bernoullijeva slucajna varijabla s parametrom p = 1/6.

Ishode n nezavisnih bacanja te kockice, pri demu nas zanimaju dogadagi "okrenula se Sestica” (1)

1 "nije se okrenula Sestica” (0), modelirat éemo mezavisnim slucajnim varijablama Xu,...,Xn
koje su jednako distribuirane kao slucajna varijabla X, tj. n-dimenzionalnim slucéajnim vektorom
(X1,...,Xn). Zbog nezavisnosti i jednake distribuiranosti slucajnih varijabli X1,...,Xn, slijedi
da je distribucija slucajnog vektora (X1,...,Xn) dana izrazom
nopl-g;
P{Xi=a1,..., Xn=2n} =[] G mERX), ie{l..n}
i=1

Tako je, primjerice, vjerojatnost da se u n nezavisnih bacanja jedne pravilno izradene igrace

kockice svaki put (tj. svih n puta) okrene Sestica

P{X;1=1,...  Xn=1}= —.

3.5.2 Centralni granic¢ni teorem

Centralni grani¢ni teoremi govore o uvjetima pod kojima niz funkcija distribu-
cije standardiziranih suma slu¢ajnih varijabli konvergira prema funkciji distribucije

standardne normalne sluc¢ajne varijable.

Definicija 3.9. Neka je (X,, n € N) niz sluéajnih varijabli s pripadnim nizom
funkcija distribucije (F,,, n € N). Ako postoji funkcija distribucije F takva da
F,(x) — F(z) za svaki x u kojemu je F neprekidna, tada kaZemo da niz (X,,, n € N)
konvergira po distribuciji prema slucajnoj varijabli X ¢ija je funkcija distribucije F
© pisemo:
D
X, > X.

Konvergencija po distribuciji zapravo znadi da, za dovoljno velike n, P{X, < z}
moZemo aproksimirati s F(z).
Primjer 3.35. Neka je (Xn, n € N) niz nezavisnih slucajnih varijabli uniformno distribuiranih

na intervalu (0,a), a > 0, tj. za svakii € N jest

0 ,z€(—0,0)
Fx,(z) =< z/a , z €[0,a)
1 , z€ [a,00)

Ako je Y, = max{Xi,...,Xn}, tada je zbog mezavisnosti i jednake distribuiranosti slucajnih
varijabli iz niza (Xn, n € N) niz (Yn, n € N) niz slucagnih varijabli s funkcijama distribucije

Fy, (y) = P{Yn <y} = P{max{X1,..., Xn} <y} =P{X1 <y,..., Xn <y} =

=P{X1 <y} ... P{Xn <y} =(Fx, ()"

Definiragmo sada novi niz sluc¢ajnih varijabli (Zn, n € N), gdje je

Zn :n(a—Yn)7 a > 0.
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Buduéi da za svaki n € N znamo funkciju distribucije slucajne varijable Yy, slijedi da je funkcija
distribucije slucajne varijable Zy dana izrazom

an(z):P{Zngz}:P{n(a—Yn)Sz}:l—P{Yn<a—Z}:

0 , 2 € (—00,0)
=q1-(1-2)",2z€0,an)
1 , Z € [an, o)
Bududéi da je
z\"n z
lim (17(17—) ):17e*a, 2>0,
n— oo an
slijedi da je
lim Fy (2)= 075 » 2 € (=00,0) .
n—oo M l—e"a ,z€]0,00)

Dakle, niz slucajnih varijabli (Zy, n € N) po distribuciji konvergira prema eksponencijalnoj slu-

cagnog varijabli s parametrom 1/a.

Primjer 3.36. Neka je (Xn, n € N) niz sludajnih varijabli s funkcijama distribucija

0 ,z€ (—00,0)
Fx, (x)=< 2",z €][0,1)
1, z€ll,00)
Buduéi da je za x € [0, 1)
lim z" =0,
n— oo

slijedi da je

lim FXn (.T) =
n— 00

)

{0,:):6(00,1)

1, z€l,00)
tj. niz sludagnih varijabli (Xn, n € N) konvergira po distribuciji prema degeneriranoj slucajnoj
varigabli X za koju je P{X =1} = 1. KaZemo da niz slucajnih varijabli (X, n € N) konvergira
po distribuciji prema jedinici.

Sljedeéi teorem govori o konvergenciji po distribuciji niza standardiziranih parcijal-
nih suma niza nezavisnih jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli prema standard-
noj normalnoj sluéajnoj varijabli.

Teorem 3.10 (Lévy). Neka je (X,,n € N) n. j. d. niz slucajnih varijabli s

2 i neka je S, njegova n-ta parcijalna suma. Tada®

ocekivanjem p i varijancom o
S, — ES, D
v/Var S,

Primjer 3.37. Iznimno, ako je n. j. d. niz (Xn, n € N) niz Bernoullijevih slucajnih varijabli

0 1
Xl = 5 pE <071>7
1—pp

(vidi Bernoullijenu shemu), tada je Sp ~ B(n,p), ESn = np, Var S, = np(l — p), pa moZemo

Z ~N(0,1).

zakljuciti da
_E _
SnZBSn _ _Snmp B, v 1),
V/Var Sy, \/np(l -p)

8Za dokaz pogledati [26].
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Dakle, za velike se n vjerojatnosti po binomnoj distribuciji mogu priblizno racunati koristeéi nor-
malnu distribuciju.

Primjer 3.38. Neka je X ~ B(500,0.4). Tada znamo da je

175

Pix <1ms} =3 (

=0

500)0.42'0.6500*1'.
i
Buduéi da je izracunavange te sume komplicirano, a n velik, za izracun vjerojatnosti P{X < 175}
moZemo koristiti aproksimaciju binomne distribucije normalnom distribucijom. Uoc¢imo da je
np =200 i \/np(1 — p) = 10.95, pa slijedi da je
X -2 — -
00 < 175 200} :P{X 200
10.95 — 10.95

P{X <175} = P{ < 72.28} ~ P{Z < —2.28},

10.95 —

gdje je Z standardna normalna slucajna varijabla. Prethodnu vjerojatnost mozZemo izracunati

koristenjem prikladnog matematickog softvera:
P{X < 175} ~ 0.0113.

Analognim postupkom moZemo aproksimirati i mnoge druge vjerojatnosti - tako je, npr. P{175 <
X <225} ~ 0.98.

Primjena na aritmeticku sredinu

Neka je (X,,, n € N) n. j. d. niz slu¢ajnih varijabli s oéekivanjm y i varijancom o

X, = % ZX
=1

i

S obzirom da je
_ 1 _ _
X, =-Sp, EXn=p, VarX,=_,
n n
ocito je
S, — ES, X, —p
=vn .
v/Var S, v o

Dakle, prema centralnom grani¢nom teoremu 3.5.2 slijedi da

X, —
Jn2n T E B g A(0,1),
pa kazemo da se v/n @ asimptotski ponasa kao slu¢ajna varijabla s distribucijom
N(0,1), odnosno da X,, asimptotski ima N (p, %2) distribuciju.

Primjer 3.39. Neka je (Xn, n € N) niz nezavisnih eksponencijalnih slucajnih varijabli s para-
metrom A = 1. Tada iz tablice 2.6.5 znamo da je p = EXp, = 1/A=1i0%=VarX,, =1/A\2 =1
za svaki n € N. Prema teoremu 3.5.2 slijedi da za veliki n slucajna varijabla

Snfnu_ Xn—pn
o\/n =i o
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ima priblizno standardnu normalnu distribuciju (Z ~ N(0,1)). Sada moZemo aproksimirati npr.
sljedece vjerojatnosti:

o0
S100 — 100 } 1 /75
P{S >110} =P — > 1, =~ P{Z>1} = — e 2 dz~ 0.1587,
{S100 > } { 20 > {Z >1} \/ﬂl

P{1.1 < X100 <12} = P{1 <10(X100 — 1) < 2} =

2
1 22
zP{1<Z<2}:\/7/e_7dz%0.136.
™
1

Primjer 3.40. Neka je (Xn, n € N) niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli
s ocekivanjem u = EX, = 20 i varijancom o? = VarX, = 4. Pretpostavimo da nas zanima
kolika je vjerojatnost da se aritmeticka sredina X slucajnih varijabli X1, ... Xy realizira brojem
iz intervala (19.9,20.1). Buduéi da distribucija slucajnih varijabli iz tog niza nije zadana, traZenu
vjerojatnost ne moZemo tocno izracunati. No taj niz zadovoljava uvjete teorema 3.5.2 pa znamo
da o o
Xn—p _ X";QO B Z~N(©0,1).

7 v
TrazZenu vjerojatnost moZemo aproksimirati na sljedeéi nacin:

- Xn—20
P{19.9 < X, <20.1}P{_“/7Z < Xn =20 \/ﬁ} ~

Vn

2
20 T 20
Vn/20
1
NP{—@<Z<—n}=7 / T
20 20 V2w
—v/n/20

3.6 Zadaci

Zadatak 3.4. Dokazite svojstva 1 do 5 funkcije distribucije dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora.

Zadatak 3.5. Dokazite da za slucajne varijable X7 i X2 koje imaju kon¢nu varijancu i koje su
nezavisne vrijedi jednakost

Var (aX1 + bX2 — ¢) = a®Var X7 + b%Var Xo,

gdje su a, b i c proizvoljni realni brojevi.

Zadatak 3.6. Neka je (X,Y) slucajni vektor s kovarijancom Cov(X,Y). Dokazite da za pro-
izvoljne realne brojeve ai, a2, b1, ba vrijedi

COV(alX + b1,a2Y + b2) = aja2 COV(XV7 Y)
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Zadatak 3.7. Neka je X sluCajna varijabla takva da je EX = 6, Var(X) = 11 neka je Y =
—2X + 5. Odredite EY, VarY i px y.
Rjesenje: EY = —7, VarY =4, px y = 109/2.

Zadatak 3.8. Neka su X i Y slucajne varijable za koje je EX = 2, EY = —1, VarX = 9,
VarY =4, px,y = 0.5. Neka je Z = 2XY + 1. Odredite EZ.

Rjesenje: EZ =2 (p(X7 Y)VVar X VarY + EX EY) +1=23.

Zadatak 3.9. Neka su X; i X5 sludajne varijable s binomnim razdiobama: X; ~ B(ni,p1) i
Xa ~ B(na,p2). Odredite E (X1X2) ako znamo da je E (X1 + X2)2 =0.5.
Rjesenje: F (X1X2) = i - % (nip1 (1 +p1(n1 — 1)) + nap2 (1 + p2(n2 — 1))).

Zadatak 3.10. Dvodimenzionalan slu¢ajni vektor (X,Y’) ima distribuciju danu tablicom

Xy | 2 -1 0 1 2
1 1/3 0 1/15 0 1/10
2 | 2/15 2/15 0 1/30 0
3 | 1/3 1/30 1/15 1/15 0

a) Odredite marginalne distribucije.
Rjesenje:

-2 -1 1 2
hspace*lem X = 0 ,
1/2 1/6 2/15 1/10 1/10

1 2 3
Y= <1/2 3/10 1/5)

b) Odredite P{X < 2,Y >2}i P{X > —1,Y > 3}.

Rjesenje: P{X <2,Y >2} =1/2, P{X > —1,Y > 3} = 0.
c) Odredite P{|X| < 1}.

Rjesenje: P{|X| < 1} = P{X =0} = 2/15.
d) Odredite EX, EY i E(3X + 5Y).

Rjesenje: EX = —13/15, EY = 17/10, E(3X + 5Y) = 59/10.

Zadatak 3.11. Neka je X = (X,Y) diskretan slucajni vektor s distribucijom zadanom na sljedeéi
nacin:
c(zr+vy), (z,y) € {0,1,2} x {0,1,2}
0 , inace '
Izracunajte vrijednost konstante c.
Rjesenje: ¢ = 1/18.
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Zadatak 3.12. Za slucajni vektor iz zadatka 3.10 odredite distribuciju od X, uz uvjet ¥ = 3, i
distribuciju od Y, uz uvjet X = —2, te izracunajte uvjetna ocekivanja E(X|Y = 3)i E(Y|X = —2).

Rjesenje:
-2 -1 0 1 1
Xl|y—3 = , EX|Y =3)=——;
ly=s <1/6 1/6 1/3 1/3) (X V=%
1 2 3 21
Y|x=—2= , EY|X = -2)==—.
lx=—2 <2/3 1/15 1/15) 1 T

Zadatak 3.13. Provjerite jesu li komponente slucajnog vektora iz zadatka 3.10 nezavisne te
izraCunajte njihovu kovarijancu i koeficijent korelacije.
Rjesenje: slucajne varijable X 1Y nisu nezavisne,

208 416

Cov(X,Y)=——, = ——
(X,Y) 750 PXY T T aea01

Zadatak 3.14. Dan je dvodimenzionalan sludajni vektor (X,Y’) tablicom distribucije

Xy | 2 -1 0 1 2 3
0 [005 005 01 0 005 005
1 01 005 005 01 0 005
2 | 003 012 007 006 0.03 0.04

a) Odredite marginalne distribucije tog slu¢ajnog vektora.
Rjesenje:

x_(-2-1 o0 1 2 3
~ 1018 0.22 0.22 0.16 0.08 0.14 |’

v — 0 1 2 .
0.3 0.35 0.35

b) Odredite EX, EY, Var X i VarY.
Rjesenje: EX = 0.16, EY = 1.05, Var X ~ 2.65, Var Y ~ 0.65.

c) Provjerite jesu li komponente tog slu¢ajnog vektora nezavisne.
RjeSenje: slucajne varijable X i Y nisu nezavisne.

Zadatak 3.15. Slucajni pokus sastoji se od dvaju uzastopnih bacanja pravilno izradenog nov¢ica.
Neka je (X,Y) slucajni vektor gdje slu¢ajna varijabla X oznacava broj glava, a sluajna varijabla
Y broj pisama koja se realiziraju u tim dvama bacanjima. Odredite distribuciju i marginalne
distribucije slu¢ajnog vektora (X,Y’), uvjetnu distribuciju slu¢ajne varijable X, uz uvjet {Y = 1}.

te izracunajte koeficijent korelacije px,y .

Rjesenje:
Tablica distribucije:

X/Y |

B O OO
O N O+
O O RI=N
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Marginalne distribucije:

012 012
<111> Y<111>-
4 2 4 4 2 4
—1}=1.

Uvjetna distribucija: P{X = 1Y
Koeficijent korelacije: pxy = —1.

Zadatak 3.16. Neka je (X,Y) sludajni vektor kod kojeg sluc¢ajna varijabla X predstavlja broj
izlazaka trgovackog putnika na teren, a slu¢ajna varijabla Y broj prodanih proizvoda. Distribucija
slucajnog vektora zadana je sljedecom tablicom:

Y/X | 0 1 2 3 4 5 6
1 1 1

I B T

sl I ¥ E T O

310 %5 5 5 5 1 Y

4 o L 1 1 1 1 1

128 64 32 32 32 128

a) Odredite marginalne distribucije tog slu¢ajnog vektora.
Rjesenje:
0 1 2 3 45 6 1234
X<13315333 1)7 Y<1111>'

32 128 64 16 16 32 128 8 4 2 8

b) Izracunajte EX, EY i px,y.
Rjesenje: EX = 327/128, EY = 21/8, px,y = 0.579.

¢) Odredite vjerojatnost da je trgovacki putnik prodao etiri knjige, ako je dva puta izaSao na
teren.
Rjesenje: P{Y =4|X =2} =1/15.

Zadatak 3.17. Promotrimo slu¢ajni pokus koji se sastoji od nezavisnog bacanja dvaju novéica tri
puta zaredom (misli se da su realizacije na novéi¢ima pri jednom bacanju medusobno nezavisne).
Nov¢éié A pravilno je izraden, odnosno P4 (G) = P4(P) = 0.5, ali noc¢i¢ B nije i vrijedi: Pg(G) =
0.25, Pg(P) = 0.75. Neka je (X,Y) slucajni vektor u kojem X predstavlja broj glava realiziranih
bacanjem nové¢i¢a A, a Y broj glava realiziranih bacanjem nové¢i¢a B. Odredite distribuciju i
marginalne distribucije sluéajnog vektora (X,Y), uvjetnu distribuciju sluc¢ajne varijable X, uz
uvjet {Y = 2}, te izracunajte koeficijent korelacije px y .

Rjesenje: X ~ B(3,0.5), X ~ B(3,0.25)
X/y | o 1 2 3

0 27 27 9 1
512 512 512 512
1 s 81 27 3
512 512 512 512
9 L 8L 27 3
512 512 512 512
3 P A R
512 512 512 512

Zadatak 3.18. Slucajni vektor (X,Y’) zadan je na sljedeéi nacin:

k(2z; i i =1,2; y; =1,2
P{X:ri,Y:yj}:{ (-rz'i‘y])v.xzv s 45 Yy e
0 , inace
Odredite vrijednost konstante k, marginalne distribucije slu¢ajnog vektora (X,Y’) te provjerite
jesu li slucéajne varijable X i Y nezavisne.
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Zadatak 3.19. Za slucajni vektor iz prethodnog zadatka odredite sljedec¢e uvjetne vjerojatnosti:

a) P{Y =y;|X =z}, b) P{Y =y2|X ==x2},
P{X =;|Y =y}, P{X =2|Y =2}.

Zadatak 3.20. Funkcija gustoc¢e slucajnog vektora (X,Y’) dana je izrazom

1/4 ) (x:y) € [7171] X [7171]
0 , inace.

f(z,y) {

a) Odredite marginalne gustoée fx(z) i fy (y).
Rjesenje: fx(z) = { /2,2 6 [_vl’ 1] X
0 , inace,

Dy,

b) Jesu li komponente tog slu¢ajnog vektora nezavisne sluc¢ajne varijable?
Rjesenje: X i Y nezavisne su.

¢) Odredite P{O< X < 1,0<Y <
Rjesenje: P{O< X <1, 0<Y <

[SIE NI

}.
} =1/16.

Zadatak 3.21. Slucajni vektor X = (X,Y) zadan je funkcijom gustoce

E,zaz?+9y2<4iy>0
0 , za ostale (z,y) € R2.

fx(a"v y) = {
a) Odredite vrijednost konstante k.
Rjesenje: k = 1/2m.

b) Odredite marginalne funkcije gustoéa slu¢ajnog vektora X.
Rjesenje:

L 1

0 , inace, , inace,

¢) Pokazite da slu¢ajne varijable X i Y nisu nezavisne, ali jesu nekorelirane.

Zadatak 3.22. Funkcija gustoé¢e dvodimenzionalnoga slucajnog vektora (X,Y’) dana je izrazom

1 22 2
— Y <1
flzy) =9 wab * 0?70
o , inace,
a) Odredite marginalne gustoce fx (z) i fy (y).

b) Jesu li komponente tog slu¢ajnog vektora nezavisne sluc¢ajne varijable?

¢) Odredite kovarijancu sluéajnih varijabli X 1 Y.
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Zadatak 3.23. Slucajni vektor (X,Y’) zadan je funkcijom gustoce

o= {7pr RO

Odredite funkciju distribucije i funkciju gustoée slucajne varijable Z = X + Y.
Rjesenje:
0 ,z€(—00,0)
z,2€(0,1
fz(2) = { . v< ) Fz(2)=q 2*/2,2€[0,1)
0 , inace.
1, zell,00).

Zadatak 3.24. Neka je X slucajna varijabla kojom je modelirana koncentracija peludi u zraku
u jutarnjem mjerenju, a Y sluCajna varijabla kojom je modelirana koncentracija peludi u zraku
u vecernjem mjerenju. Pretpostavimo da je zajednicka funkcija gustocée slu¢ajnih varijabli X i Y
(tj. funkcija gustoée slu¢ajnog vektora X = (X,Y’)) definirana na sljedeé¢i na&in:

4zy , (z,y) € (0,1) x (0,1
fx(w)_{ (2,9) € (0,1) x (0,1)
0 , inace.
a) Odredite funkciju distribucije slu¢ajnog vektora X.
Rjesenje:
L, (z,y) €[1,00) x [1,00)

z® , (z,y) € (0,1) x [1,00)
FX(I:y) = y2 ) (:r,y) € [1,00) X <071>
$2y2 s (z,y) € (01 1> X <07 1>

o inace.

b) Odredite marginalne funkcije gustoéa slucajnog vektora X.
2 0,1
Rjesenje: X QY, fx(z) = { v x.e <v7 )
0 , inace.
¢) Odredite vjerojatnost da je prosjeéna koncentracija peludi u zraku (temeljena samo na
jutarnjem i ve¢ernjem mjerenju) manja od 0.5.
Rjesenje: P{(X +Y)/2< 0.5} =1/6.

Zadatak 3.25. Posjed na potpuno ravnom terenu ima oblik pravokutnog trokuta s juznom gra-
nicom duljine dva kilometra i isto¢nom granicom duljine jedan kilometar. Koordinate tocke na
koju pada sjemenka javora noSena vjetrom modelirane su slu¢ajnim vektorom X = (X,Y). Poz-
nato je da ako sjemenka padne unutar posjeda, slu¢ajni vektor X ima uniformnu distribuciju nad
posjedom.

a) Odredite funkciju gustoée slu¢ajnog vektora X te njegove marginalne funkcije gustoéa. Jesu

li sluéajne varijable X i Y nezavisne ili ne? Obrazlozite svoj odgovor.

Rjesenje:
_ )1, (zy) €{(z,y) €(0,2) x (0,1): y < 0.5z}
Fa(@,y) = { 0, inace.
fx(m)—{x(/f’x.e <?’2> fY(y)_{Q(ly)’x.e@’1>
, 1nace, 0 , 1nace.

Slu¢ajne varijable X i Y nisu nezavisne.
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b) Odredite uvjetne funkcije gustoca fx|y—y () i fy|x=«(y) slucajnog vektora (X,Y).
Rjesenje:

1/2(1 - y) , TE <2y’ 2>
0 , inace,

2/z , y €(0,2/2)
0 , inace.

Ix|y=y(x) = { fyix=2(y) = {

¢) Odredite vjerojatnost P{0.1 <Y < 0.7|X = 0.5}.
Rjesenje: P{0.1 <Y < 0.7|X = 0.5} = 0.6.

Zadatak 3.26. Neprekidan sludajni vektor X = (X,Y") zadan je funkcijom gustoée

—coszsiny , (z,y) € [0,7/2] x [-7/2,0]
0 , inace.

fx(z,y) = {

a) Odredite funkciju distribucije slu¢ajnog vektora X.

Rjesenje:
1 , (z,y) € (7/2,00) x (0, 00)
sin (z) cos (y) , (z,y) € [0,7/2] x [-7/2,0]
Fx(z,y) = cos (y) , (z,y) € (7/2,00) x [-7/2,0]
sin () ,  (z,y) €10,7/2] x (0,00)
0 s inace.

b) Odredite marginalne funkcije distribucija slu¢ajnog vektora X.
Rjesenje:

Fx (@) = {cos (z) , z €[0,7/2] Fy () = { —sin(y) , = € [-7/2,0]

0 s inace, 0 s inace.

¢) Ispitajte nezavisnost sludajnih varijabli X 1 Y te odredite korelacijsku matricu sluéajnog
vektora X.
RjeSenje: X i Y nezavisne su slucajne varijable; korelacijska matrica jest jedini¢na matrica
drugog reda.

d) Odredite uvjetne funkcije gustoca i uvjetne funkcije distribucija sluc¢ajnog vektora X.
Rjesenje: fx|y—y(z) = fx(2), fy|x=2(¥) = fv (¥).

Zadatak 3.27. Funkcija distribucije slu¢ajnog vektora X = (X,Y) jest

l—e @ —eV+4e (V) (z,y) € (0,00) x (0,00)
0 , za ostale (z,y) € R2.

Fx(z,y) = {

a) Odredite marginalne funkcije distribucija toga slu¢ajnog vektora te provjerite jesu li njegove
komponente nezavisne slucajne varijable.
Rjesenje: X, Y ~ £(1).
b) Odredite funkciju gustoée i marginalne funkcije gustoca sluéajnog vektora X.
—(z+y) 0 x (0
Riesenie: f(z,y) = { o ) € 0o (000
0 , inace.
c) Odredite uvjetne funkcije gustoca fx|y—y () i fy|x=z(y)-
Rjesenje: zbog nezavisnosti je slu¢ajnih varijabli X i Y fX|Y:y(f'7) = fx(z), fy|x=c (y) =

Ty ().
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d) izracunajte P{0 < X <1,0<Y <1}.
Rjesenje: P{O< X <1,0<Y <1} =1-2+ 4.

Zadatak 3.28. Zadana je funkcija gusto¢e dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora (X,Y):
—(z+y)
e , (z,y) € (0,00) X (0,00
f(x,y>={ (2:4) € (0,00) (0, 0)
0 , inace.

a) Jesu li komponente toga slu¢ajnog vektora nezavisne slu¢ajne varijable?
Rjesenje: X i Y nezavisne su eksponencijalne slu¢ajne varijable s parametrom A = 1.

b) Odredite distribuciju slu¢ajnog vektora (X,2Y").
Rjesenje: Y je eksponencijalna slu¢ajna varijabla s parametrom XA = 1/2, pa zbog nezavis-
nosti X i 2Y slijedi da je

_ 1
f(X QY)(x,y): { %6 (1‘+2y) ) (a:,y) € <0,00> X <0»OO>

0 , inace.

Zadatak 3.29. Neka je X = (X,Y) neprekidan sluc¢ajni vektor zadan funkcijom gustoée

1

—-6—z—yvy), (z,y) €(0,2) x (2,4

Fala,y) = 5 ) (@,y) €(0,2) x (2,4)
0 , za ostale (z,y) € R2.

a) Ispitajte nezavisnost komponenti X i Y toga slu¢ajnog vektora.

b) Odredite uvjetne funkcije gustoca fx|y—y () i fy|x=z(y)-

¢) Odredite matricu kovarijanci i korelacijsku matricu toga slu¢ajnog vektora.

Zadatak 3.30. Provjerite vrijedi li slabi zakon velikih brojeva za sljede¢e nizove nezavisnih slu-
¢ajnih varijabli (X, n € N):

—vVn 0 n

a) Xp = 1 1_2 1 , neN
n n n
—3—m 3"
b) X, = 1 1 , neN.
2 2

RjeSenje: slabi zakon velikih brojeva vrijedi za oba niza slucajnih varijabli.

Zadatak 3.31. Neka su X7q,..., X100 nezavisne eksponencijalne slucajne varijable s parametrom
A =1 te neka je
100
Y=X13+...4+ X100 = ZXk.
k=1

Koristenjem centralnoga grani¢nog teorema aproksimirajte sljedece vjerojatnosti:
a) P{Y > 110},

b) P{1.1 < X100 < 1.2}, gdje je X100 = 155 Y-
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Rjesenje:
a) P{Y > 110} ~ 0.1587,
b) P{1.1 < X100 < 1.2} ~ 0.136.

Zadatak 3.32. Zadane su nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable X1, ..., X, s mate-

matickim oéekivanjem p i varijancom o2. Izradunajte

E (1 zn:(xi Xn)2> .
n =1



Poglavlje 4

Statistika

Koristenje je rijeci statistika u svakodnevnom Zzivotu najceS¢e povezano s broj-
¢anim vrijednostima kojima pokuSavamo opisati bitne karakteristike nekog skupa

podataka.

Statistika, kao znanstvena disciplina, bavi se razvojem metoda prikupljanja, opisiva-
nja i analiziranja podataka te primjenom tih metoda u procesu donosenja zakljucaka

na temelju prikupljenih podataka.

Statisticko istrazivanje fokusirano je na skup objekata, tj. jedinki (ljudi, zivotinja,
biljaka, stvari, drzava, gradova, poduzeca itd.) i skup odabranih veli¢ina koje se na
njima promatraju. Veli¢ine koje se na jedinkama promatraju zovemo varijablama.
Sve jedinke koje se zele obuhvatiti istrazivanjem, tj. o kojima se Zeli zakljucivati,
¢ine populaciju. Podaci se prikupljaju da bi se zaklju¢ivalo o varijablama na

populaciji.

Prije provodenja istrazivanja populacija mora biti precizno opisana. Na primjer, ako
je varijabla od interesa broj rije¢i koji je osoba u stanju procitati u minuti, onda
valja precizirati ¢ine li populaciju djeca predskolskog uzrasta u Hrvatskoj ili djeca
prvog razreda osnovne skole u Hrvatskoj ili djeca prvog razreda neke specifi¢ne Skole
u Hrvatskoj (npr. O.S. Tin Ujevi¢ u Osijeku) ili djeca prvog razreda osnovne skole
u Hrvatskoj koja idu po posebnom programu itd. U svakom slucaju, populacija

mora biti precizirana.

Iz definirane populacije uzima se u statisticko istrazivanje uzorak. Podaci moraju
biti prikupljeni na uzorku koji je reprezentativan za opisanu populaciju. Repre-

zentativan uzorak mora odrazavati populaciju tj. u njemu trebaju biti zastupljene

181
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sve tipi¢ne karakteristike populacije. Najces¢i je nacin odabira jedinki iz populacije
u reprezentativan uzorak tzv. slucajni uzorak, tj. takav izbor u kojemu svaka

jedinka ima jednaku Sansu biti izabrana u uzorak.

Izbor jedinki u reprezentativan uzorak iz populacije moze se posti¢i pomocu gene-
ratora slucajnih brojeva. Da bi ilustrirali tu proceduru, oznac¢imo s M broj jedinki
u populaciji i numerirajmo jedinke brojevima od 1 do M. Neka je n broj jedinki
koje zelimo uzeti u uzorak. Potrebno je generirati n medusobno razli¢itih realizacija
diskretne uniformne slucajne varijable na skupu {1, ..., M} i uzeti u uzorak jedinke
koje za oznaku imaju dobivene prirodne brojeve. Treba naglasiti da tu proceduru
nije uvijek jednostavno provesti u primjeni.

Zadatak 4.1. U studentskoj referadi pribavite popis studenata koji slusaju UVIS ove godine.
Numerirajte studente i provedite proceduru izbora 40 studenata u slucajni uzorak. Od svakog
studenta odabranog u uzorak prikupite podatke o spolu, broju do sada poloZenih ispita, broju do

sada ostvarenih ECTS bodova, prosje¢noj ocjeni svih do sada polozenih ispita, ocjeni iz predmeta
Diferencijalni racun i Integralni ra¢un. Formirajte bazu podataka u nekom programskom paketu.

U okviru statisticke teorije valja se pozabaviti sljedeéim metodama:
e metodama prikupljanja podataka,
e metodama opisivanja skupa podataka (deskriptivna statistika),

e metodama statisti¢kog zakljucivanja.
Metode prikupljanja podataka ovdje ne¢emo posebno proucavati. Ipak, valja napo-
menuti da se podaci mogu prikupiti npr. na osnovu javnih izvora (knjige, ¢asopisi,
novine, web), dizajniranog eksperimenta, anketa, promatranjem itd.

4.1 Deskriptivna statistika

U statistickim istrazivanjima razlikujemo nekoliko osnovnih tipova varijabli koje se

medusobno razlikuju po svojstvima vrijednosti koje mogu poprimiti.

Kvalitativne varijable

Karakteristika je kvalitativnih varijabli da njihove vrijednosti nisu, po svojim svoj-
stvima koriStenim u istrazivanju, realni brojevi. Tipi¢an je primjer takve varijable
spol osobe. Vrijednosti kvalitativne varijable uobicajeno nazivamo kategorijama.
Kategorije kvalitativnih varijabli mogu biti definirane u skladu s potrebama statis-

tickog istrazivanja.
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Primjer 4.1. Sljedeée su varijable kvalitativnog tipa:
- radna mgesta u Skoli (spremacica, domar, tajnik, nastavnik, pedagog, ravnatelj),
- boja ociju (plava, smeda, zelena),
- kruvne grupe (A, B, AB, 0),

- spol (m ili %).

Numericke varijable

Numericke varijable prirodno primaju vrijednosti iz skupa realnih brojeva. Ti-
picni su primjeri numerickih varijabli masa i visina osobe. Medutim, treba naglasiti
da se i kategorije kvalitativnih varijabli mogu izrazavati brojevima $to ih ne ¢ini
numeri¢kim varijablama. Primjerice, spol osobe jedna je kvalitativna varijabla.
Kategoriju "Zenski spol" moZzemo oznaciti s "1", a kategoriju "muski spol" s "2",
Sto moze biti korisno prilikom unoSenja podataka u bazu. Time smo kategorijama
kvalitativne varijable pridruzili numericke vrijednosti, ali samu varijablu nismo udi-
nili numeri¢kom po njezinim svojstvima.
Primjer 4.2. Sljedece su varijable numerickog tipa:

- postotak prolaznosti na pojedinim ispitima tijekom jedne akademske godine,

- broj bodova na drZavnoj maturi iz matematike,

- broj ulovljenith komaraca u klopku,

- temperatura mora,

- koncentracija soli u morskoj vodi.

Medu numeric¢kim varijablama razlikujemo diskretne i kontinuirane varijable.

Diskretne numericke varijable mogu poprimiti samo kona¢no ili prebrojivo mnogo

vrijednosti.

Primjer 4.3. Sljedece su numericke varijable diskretne:
- broj bodova na drZavnoj maturi iz matematike,
- broj ulovljenih komaraca u klopku,

- broj dana u godini s temperaturom zraka veéom od 35°C.

Skup je mogucih vrijednosti kontinuiranih numeric¢kih varijabli cijeli skup realnih

brojeva ili neki interval.

Primjer 4.4. Sljedece su numericke varijable kontinuirane:
- postotak prolaznosti na pojedinim ispitima tijekom jedne akademske godine,
- temperatura mora,

- vodostaj neke rijeke.
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Primjer 4.5. (djelatnici.xls)

Baza podataka djelatnici.xls sadrzi podatke o uzorcima djelatnika dviju konkurentskih tvornica -
tvornice A i tvornice B. U tablici s imenom "tvornica A" zabiljeZene su vrijednosti sljedecéih
variyjabli za djelatnike tvornice A:

spol - kvalitativna varijabla koja sadrzi informaciju o spolu (M - muski spol, Z - Zenski spol),

odjel - kvalitativna varijabla sadrzi naziv odjela u kojemu je djelatnik zaposlen (TR - transport,
P- pakirange, 1S - isporuka),

obrazovanje - kvalitativna varijabla koja sadrzi strucénu spremu djelatnika (SSS - srednja struéna
sprema, V5SS - visa strucna sprema, VSS - visoka strucna sprema,),

dob - kontinuirana numericka varijabla koja sadrzi starost djelatnika u godinama,
visina - kontinuirana numericka varijabla koja sadrzi visinu djelatnika u centimetrima,

rukovodstvo - diskretna numericka varijabla koja sadrzi broj godina rada koje je djelatnik proveo
na nekoj od rukovodeéih pozicija u toj tvornici,

placa_prije - kontinuirana numericka varijabla koja sadrzi iznos godisnje place djelatnika prije
reorganizacije poslovnog sustava,

placa_poslije - kontinuirana numericka varijabla koja sadrZi iznos godisnje place djelatnika nakon
reorganizacije poslovnog sustava.

U tablici s imenom "tvornica B", u varijabli placa konkurencija, zabiljeZeni su iznosi godisnje
plaée za svakog djelatnika iz uzorka iz tvornice B.

U svrhu prikaza podataka i nekih statistickih analiza, vrijednosti se numericke va-
rijable takoder mogu svrstati u kategorije. Za razliku od kategorija kvalitativnih
varijabli, medu kategorijama se numericke varijable uvijek moze prepoznati priro-
dan poredak.

Primjer 4.6. (auto-centar.xls)
Svrha je ovog primjera prikazati moguénost kategorizacije numericke varijable. Taj se postupak
najéesée provodi stvaranjem nove varijable ¢ije su vrijednosti kategorije kojih je (znatno) manje
nego svih moguéih vrijednosti odgovarajuée numericke varijable. Baza podataka auto-centar.xls
sastoji se od sljedecih varijabli:

automobili - diskretna numericka varijabla koja sadrZi podatke o broju prodanih automobila u
jednom danu za sto promatranih dana. Bududéi da broj prodanih automobila u jednom danu
moZe biti vrlo mali (npr. samo nekoliko osobnih automobila), ali i vrlo velik (npr. narudzbe
automobila za vozni park nekog poduzeéa), zakljucujemo da diskretna numericka varijabla
automobili moZe poprimiti velik broj razli¢itih vrijednosti iz skupa prirodnih brojeva. Zato je
u nekim situacijama korisno kategorizirati vrijednosti te varijable prema tocno odredenom
kriteriju. Na primjer, kategorizacija broja prodanih automobila u jednome danu moZe se
napraviti kao §to je prikazano varijablom kategorija.

kategorija - kvalitativna varijabla koja podatke iz varijable automobili svrstava u pet kategorija
prema kriteriju prikazanom u tablici 4.1.
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broj prodanih automobila | kategorija

0-9 E
10111 D
12113 C
14115 B
16 i vise A

Tablica 4.1: Primjer kategorizacije numericke varijable automobili

Ordinalne varijable

Karakteristika je ordinalnih varijabli da su one, po svom karakteru, kvalitativne,
ali medu kategorijama se moZe uspostaviti prirodan poredak. Tipi¢an su primjeri
takvih varijabli struéna sprema osobe i ocjena u Skoli.
Primjer 4.7. (matematika.sta)
Baza podataka matematika.sta sadrZi podatke prikupljene anketiranjem studenata nakon odrZanih
predavanja, vjezbi, kolokvija te usmenog ispita iz jednog matematickog kolegija. Prikupljeni podaci
organizirani su na sljedeéi nacin:

prosjek - varijabla koja sadrzi podatke o prosjeénoj ocjeni studiranja za 49 anketiranih studenata,

polozeno - varijabla koja studente svrstava u dvije kategorije s obzirom na to jesu li poloZili ispit

iz promatranog kolegija prema kriteriju prikazanom wu tablici 4.2.

’ polozen/nepolozen ispit | kategorija

poloZen ispit 1

nepolozen ispit 0

Tablica 4.2: Kategorizacija studenata prema poloZenosti ispita.

predavanja, vjezbe - dvije varijable koje prisutnost studenata na predavanjima/vjezbama (p/v)

svrstavaju u tri kategorije na nadin prikazan u tablici 4.5.

prisutnost studenta na p/v kategorija ‘
student s p/v nije nikada izostao 1
student je s p/v izostao samo jednom 2
student je s p/v izostao barem dva puta 3

Tablica 4.3: Kategorizacija studenata prema broju izostanaka s predavanja/vjezbi.

tezina kolegija, materijali - dvije varijable koje sadrZe subjektivne ocjene (u standardnoj skali od
1 do 5) studenata o teZini kolegija i dostatnosti dostupnih materijala za pripremange ispita

iz promatranog kolegija.
Uoc¢imo da se varijabla prosjek moZe promatrati kao neprekidna numericka varijabla, varijabla
polozeno jest kvalitativna, dok se wvarijable predavanja, vjezbe, tezina kolegija i materijali mogu

svrstati u ordinalne varijable.
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4.1.1 Metode opisivanja kvalitativnih varijabli

Vrijednosti kvalitativne varijable jesu kategorije. Mjere kojima opisujemo zastuplje-
nost jedne kategorije u uzorku jesu frekvencija kategorije i relativna frekvencija

kategorije.

Frekvencija kategorije broj je izmjerenih vrijednosti varijable koje pri-

padaju danoj kategoriji.
Relativna frekvencija kategorije broj je izmjerenih vrijednosti varijable
koje pripadaju danoj kategoriji podijeljen ukupnim brojem izmjerenih

vrijednosti za ispitivanu varijablu.

Pretpostavimo da varijabla moze primiti vrijednosti k razli¢itih kategorija, a da se u
podacima nalazi n izmjerenih vrijednosti za tu varijablu. Frekvenciju i-te kategorije
oznacit ¢emo f;, a relatvnu frekvenciju dobijemo kao

fi

n
Relativna frekvencija kategorije mjera je zastupljenosti koja daje informaciju o
udjelu kategorije u uzorku poznate veli¢ine i ¢esto se izrazava kao postotak. Frek-

vencije i relativne frekvencije pojedinih kategorija prikazujemo tabli¢no i graficki.

Frekvencije i relativne frekvencije kategorija kvalitativnih varijabli graficki prika-
zujemo pomoc¢u stupcastog dijagrama frekvencija i stupcastog dijagrama
relativnih frekvencija. U istu svrhu moze se koristiti i kruzni dijagram frek-

vencija i relativnih frekvencija . Popularan je naziv za isti grafi¢ki prikaz "pita".

Primjer 4.8. (djelatnici.xls)

Baza podataka djelatnici.xls opisana je w primjeru /.5. Promotrimo kvalitativnu varijablu obra-
zovanje ¢ije su vrijednosti surstane u tri kategorije: SSS - srednja strucna sprema, V5SS - visa
struéna sprema, VSS - visoka struéna sprema. Zastupljenost tih kategorija u promatranom uzorku
od 100 djelatnika opisana je tablicom frekvencija i relativnih frekvencija /./.

’ kategorija H frekvencija ‘ relativna frekvencija

SSS 51 51/100 = 0.51
VSSS 43 43/100 = 0.43
VSS 6 6/100 = 0.06

Tablica 4.4: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazovanje.

Graficki prikazi relativnih frekvencija dant su u obliku stupcastog dijagrama na slici 4.1, a prikazi

frekvencija i relativnih frekvencija u obliku kruznog dijagrama na slici 4.2.
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Slika 4.1: Stupcasti dijagram relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazovanje.

VSS; 6; 6%

V8sS; 43; 43% 555, 51;51%

Obrazovanje

Slika 4.2: Kruzni dijagram frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazova-
nje.

Primjer 4.9. (djelatnici.xls)

Cesto se u praksi pokazuje korisnim poznavanje zastupljenosti kategorija jedne varijable za svaku
od kategorija neke druge kvalitativne varijable proucdavane na istom uzorku. U ovom éemo pri-
mgeru tablicno i graficki prikazati frekvencije i relativne frekvencije svih kategorija varijable obra-
zovanje posebno za ispitanike Zenskog spola, a posebno za ispitanike muskog spola iz promatranog
uzorka djelatnika.

Tablice tako kategoriziranih frekvencija i relativnih frekvencija varijable obrazovanje prikazane su
w tablici 4.5. Stupcasti dijagrami relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazovanje za
kategorije Z i M wvarijable spol prikazani su na slici 4.3, a kruzni dijagrami frekvencija i relativnih
frekvencija na slici 4.4.
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kategorija spol=Z spol=M
frekvencija | relativna frekvencija || frekvencija | relativna frekvencija
SSS 21 21/41 = 0.5122 30 30/59 = 0.5085
VSSS 18 18/41 = 0.4390 25 25/59 = 0.4237
VSS 2 2/41 = 0.0488 4 4/59 = 0.0678

Tablica 4.5: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazovanje

posebno za svaku kategoriju varijable spol.

54% 59%
49% .
44% SLe
(]
0
aqE, . % 34%
Y= Y-
@ 24% 2 25%
2 20% 2
< 15% < 17%
10/
0
0% . 0% 5
SSS VSSS VSS SSS VSSS VSS
(a) spol=Z (b) spol=M

Slika 4.3: Stupcasti dijagrami relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazovanje posebno
za svaku kategoriju varijable spol.

VSS; 2; 5% VSS; 4; 7%

V§SS,' 18; 44% SSS; 21; 51% V§SS; 25; 42% SSS; 30; 51%

obrazovanje obrazovanje

(a) spol=Z (b) spol=M

Slika 4.4: Kruzni dijagram frekvencija i relativnih frekvencija svih kategorija varijable obrazovanje

posebno za svaku kategoriju varijable spol.
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4.1.2 Metode opisivanja numerickih varijabli

Numericke varijable po svojoj prirodi mogu biti diskretne i neprekidne. U oba
slucaja, a posebno kod neprekidnih varijabli, moze se dogoditi da u prikupljenim
podacima postoji mnogo medusobno razli¢itih vrijednosti. U takvim slucajevima
tabli¢ni i graficki prikazi uvedeni za kvalitativne varijable mogu biti nedovoljno

informativni.

Ako su numericke varijable diskretne s malo moguéih vrijednosti, za opis podataka
moZzemo koristiti iste metode kao pri opisivanju kvalitativnih podataka, tj. frekven-
cije i relativne frekvencije, te ih graficki prikazivati stupZastim dijagramima i kruznim

dijagramima.

Primjer 4.10. (djelatnici.xls)

Broj zabiljeZenih vrijednosti diskretnih numerickih varijabli znatno utjece na preglednost tablic-
nih i grafickih prikaza frekvencija i relativnih frekvencija. Analizirajmo diskretnu numericku va-
rijablu rukovodstvo baze podataka djelatnici.xls iz primgera 4.5 koja prima wvrijednosti iz skupa
{0,1,..., N}, gdje je N najveéi moguéi broj godina radnog staZa koje djelatnik moZe provesti na
rukovodecoj poziciji. Frekvencije 1 relativne frekvencije zabiljeZenih vrijednosti varijable rukovod-
stvo za djelatnike iz promatranog uzorka dane su u tablici 4.6.

rukovodstvo H frek. ‘ rel. frek. H rukovodstvo H frek. ‘ rel. frek.
0 20 0.20 8 3 0.03
1 15 0.15 9 3 0.03
2 13 0.13 10 2 0.02
3 10 0.10 11 2 0.02
4 12 0.12 12 1 0.01
5 10 0.10 13 1 0.01
6 1 0.01 14 2 0.02
7 3 0.03 17 2 0.02

Tablica 4.6: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija svih zabiljezenih vrijednosti varijable
rukovodstvo.

Vidimo da se varijabla rukovodstvo na promatranom uzorku djelanika realizirala sa 16 razliditih

vrijednosti &ije su relativne frekvencije graficki prikazane stupcastim dijagramom 4.5.
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Slika 4.5: Stupcasti dijagram relativnih frekvencija svih zabiljeZenih vrijednosti varijable ruko-
vodstvo.

Ako numericka varijabla prima mnogo medusobno razli¢itih vrijednosti, za prika-
zivanje skupa izmjerenih vrijednosti obi¢no nam neée puno pomodi frekvencije te
stupcasti ili kruzni dijagrami napravljeni na osnovu svake pojedine izmjerene vrijed-
nosti. Takvi se slucajevi Cesto javljaju ako podaci dolaze iz kontinuiranih numerickih

varijabli. Problem éemo ilustrirati sljede¢im primjerom.

Primjer 4.11. (djelatnici.xls)

Promotrimo varijablu placa_prije iz baze podataka djelatnicixls koja sadrzi godisnje place prije
reorganizacije poslovanja poduzeca za uzorak od 100 djelatnika. Owvdje moZemo pretpostaviti da
se radi o kontinuiranoj numerickoj varijabli koja moze primiti vrijednosti iz intervala (0, z]. Kao
gornju granicu intervala, tj. x, moZemo uzeti realan broja za koji pretpostavljamo da u danim

uvjetima predstavlja najveéu moguéu godisnju placu u tom poduzeéu.

Dio tablice frekvencija i relativnih frekvencija na temelju svih realiziranih vrijednosti prikazan je
tablicom 4.7. Od 100 realizacija zabiljeZeno je cak 77 razlicitih vrijednosti, a pojedine se vrijed-
nosti pojavljuju s izrazito malim frekvencijama: 1, 2, 3 ili 4. Iz takvih je tablica tesko ocitavati
frekvencije koje nas zapravo zanimagju (npr. frekvencija ispitanika s godisnjom plaéom manjom od
20000). Zbog toga se u tablice uobicajeno dodaje i stupac kumulativnih frekvencija i kumulativnih
relativnih frekvencija, kako je prikazano tablicom /j.7.

Stupcasti dijagram (slika /.6) ili kruzni dijagram frekvencija (relativnih frekvencija) na kojemu
su prikazane sve realizirane vrijednosti s odgovarajucom frekvencijom (relativnom frekvencijom),
u takvim sluéajevima nije osobito informativan.

Ako imamo podatke (x1,...,Zn), onda je kumulativna frekvencija podatka z;, i = 1,...,n,
broj svih podataka iz (x1,...,Tn) koji su mangi ili jednaki x;. Analogno se definira i
kumulativna relativna frekvencija podatka.
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’ iznos place H frekvencija

kumulativna frek.

relativna frekvencija

kumulativna rel. frek. ‘

16000 1 1 0.01 0.01
19800 1 15 0.01 0.15
20000 1 16 0.01 0.16
20200 2 18 0.02 0.18
42400 1 100 0.01 1

Tablica 4.7: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija svih sto zabiljezenih vrijednosti varijable

placa_prije.
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Slika, 4.6: Stupcasti dijagram relativnih frekvencija svih realiziranih vrijednosti varijable
placa_prije.

U svrhu dobivanja preglednih i korisnih stupcastih dijagrama za podatke iz konti-
nuiranih numerickih varijabli, izmjerene je vrijednosti potrebno kategorizirati. To
znaci da velik skup podataka podijelimo u nekoliko disjunktnih intervala po krite-
riju za koji smatramo da ¢e nam dati Zeljene rezultate. Stupcasti dijagram tada
smjeStamo u koordinatni sustav tako da prikazujemo stupi¢e nad tim intervalima
s povrsinom koja odgovara relativnoj frekvenciji podataka sadrzanih u odgovaraju-
¢em intervalu. Duljina intervala informacija je koja je takoder prikazana stupcastim
dijagramom jer odgovara Sirini stupi¢a. Takav stupcasti dijagram zovemo histo-
gram.

Primjer 4.12. (djelatnici.xls)

Promotrimo ponovno varijablu placa prije iz baze podataka djelatnici.xls. Razvrstajmo vrijednosti

u disjunktne intervale duljine 10000 pocevsi od nule. Tako dobiveni tablicni prikaz frekvencija i
relativnih frekvencija dan je tablicom 4.8, a pripadni histogram slikom 4.7. Takav histogram jasno
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ilustrira ¢injenicu da najvise djelatnika u uzorku ima godisnju plaéu od 20000 do 30000 novcanih
jedinica, dok je placa iz intervala 40000 do 50000 rijetkost. Intervale za kategorizaciju u takvim
i slicnim slucajevima obicno radimo tako da bi zadovoljili potrebe za prezentiranjem informacija

koje Zelimo istaknuti.

’ iznos place H frekvencija | relativna frekvencija
[0, 10000) 0 0
(10000, 20000) 15 0.15
(20000, 30000) 69 0.69
[30000, 40000) 14 0.14
[40000, 50000) 2 0.02

Tablica 4.8: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija kategoriziranih izmjerenih vrijednosti

varijable placa_ prije.
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Slika, 4.7: Histogram relativnih frekvencija kategoriziranih izmjerenih vrijednosti varijable
placa_prije.

Za numeric¢ke varijable mozemo definirati numericke karakteristike koje imaju lo-
gi¢nu interpretaciju i mogu se iskoristiti s ciljem prikazivanja skupa podataka. Ovdje
¢emo definirati neke od najc¢eSce koriStenih numerickih karakteristika skupa poda-
taka.

Aritmeticka sredina podataka

Aritmeticka sredina niza izmjerenih vrijednosti x1, zo, .. ., z, varijable X definirana

n
_ 1
i=1

Aritmeticka sredina numericka je karakteristika koja pripada mjerama centralne

je izrazom

tendencije, tj. mjeri "srednju vrijednost" podataka.
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Primjer 4.13. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:
1.2,2.1,3.2,4.3,5.4,6.5,7.6,8.7,9.8.

S obzirom da ih ima ukupno 9, aritmeticka sredina (eng. mean) tog skupa izmgjerenih vrijednosti
jest
1.2+21432+434+54+654+76+874+9.8
9

~ 5.42.

Medijan podataka

Da bismo razumjeli i odredili medijan potrebno je prvo poredati izmjerene vrijed-
nosti xy, xa, . . ., x, varijable X po veli¢ini (u rastuéem poretku, tj. od manjeg prema
ve¢em). Medijan je takoder jedna mjera centralne tendencije numeric¢kih podataka,
a ima znacenje izmjerene vrijednosti koja se nalazi na sredini niza podataka kada
je on ureden po veli¢ini, tj. barem pola podataka manje je ili jednako medijanu,
a istovremeno je barem pola podataka vece ili jednako medijanu. Naéin njegovog
izra¢una ovisi o tome imamo li neparan ili paran broj izmjerenih vrijednosti vari-
jable. Ukoliko imamo neparan broj izmjerenih vrijednosti, onda postoji vrijednost

koja je na srednjoj poziciji u uredenom skupu, pa nju definiramo kao medijan.

Primjer 4.14. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:
1,2,5,6,5,1,2,7,2,2,3.
Prvo te vrijednosti poredamo po veli¢ini:
1,1,2,2,2,2,3,5,5,6,7.
S obzirom da ih ima ukupno 11, medijan je vrijednost koja je na Sestoj poziciji u tako dobivenom

nizu, tj. broj 2.

Ukoliko imamo paran broj izmjerenih vrijednosti varijable, onda ne postoji po-
datak koji je na srednjoj poziciji jer srednju poziciju "zauzimaju" dva podatka.
Medijan se tada definira kao poloviste tih dvaju podataka (tj. aritmeticka sredina
tih dvaju podataka).
Primjer 4.15. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:

1,2,5,6,5,1,2,7,2,2,3,3.
Prvo te vrijednosti poredamo po veli¢ini:

1,1,2,2,2,2,3,3,5,5,6,7.

S obzirom da ima 12 podataka, "sredinu” ine Sesti i sedmi podatak, tj. vrijednosti 2 i 3. Medijan
je tog skupa podataka sredina tih dvaju brojeva, tj. medijan je (2 + 3)/2 = 2.5.
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Postotna vrijednost podataka, donji i gornji kvartil

Medijan odgovara pedeset postotnoj vrijednosti s obzirom da je barem 50% poda-
taka manje ili jednako medijanu i barem 50% podataka vece ili jednako od medijana.
Postotna vrijednost za neki izabrani broj p € (0,100), oznacimo je z;,, definira se
postujuéi zahtjev da je barem p% izmjerenih vrijednosti manje ili jednako x;, dok
je barem (100 — p)% vrijednosti veée ili jednako x;. Dvadeset pet postotna vrijed-
nost zove se donji kvartil, a sedamdeset pet postotna vrijednost zove se gornji kvartil.
Analogno, kao i kod ra¢unanja medijana, ako se na traZenoj poziciji za ra¢unanje
postotne vrijednosti nalaze dva podatka u uredenom skupu izmjerenih vrijednosti,
postotnu vrijednost odredujemo kao njihovu sredinu. Donji i gornji kvartil mjere
su koje pripadaju grupi mjera rasprienosti podataka.
Primjer 4.16. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:

1,2,5,6,6,1,3,7,3,3,3,3.
Prvo te vrijednosti poredamo po velicini:

1,1,2,3,3,3,3,3,5,6,6,7.

Zelimo li odrediti donji kvartil, potrebno je prvo odrediti cetvrtinu podataka (25%). S obzirom da
tmamo 12 podataka, etvrtinu (25%) &ine tri podatka. Treéi je podatak u gornjem skupu broj 2, a
cetvrti 3. Dongi kvartil jest 2.5. Dewveti je broj u gornjem skupu podataka broj 5, a deseti 6, stoga
je gorngi kvartil 5.5.

Najmanja i najveéa vrijednost, raspon podataka

Raspon podataka mjera je koja pokazuje koliko su numeric¢ki podaci rasprseni, tj.
to je jedna od mjera rasprSenosti podataka. Definiran je kao razlika najvece i naj-
manje vrijednosti u skupu mjerenih vrijednosti varijable (tj. razlika maksimalne i
minimalne izmjerene vrijednosti varijable). Ako su x1, s, ..., x, izmjerene vrijed-
nosti varijable, ozna¢imo najmanju od njih (minimum) z,;,, a najveéu (maksimum)
Trax-
Primjer 4.17. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:

1,2,5,6,5,1,2,7,2,2,3, 3.
Vidimo da je vrijednost 1 najmanja izmjerena vrijednost, a 7 najveca. Prema tome, raspon ovog
skupa izmjerenih vrijednosti je 7 — 1 = 6.
U mnogim je primjerima zanimljivo promatrati maksimalno odstupanje izmje-
renih vrijednosti varijable od "prosjeka", tj. aritmeticke sredine izmje-
renih vrijednosti. Ta je numericka karakteristika definirana kao veéi od brojeva

(En - xmin) i (xmax — fn), tJ broj

max {(En — l‘min)7 (xmax - fn)}
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Primjer 4.18. Neka su 1,2,5,6,5,1,2,7,2,2,3,3 izmjerene vrijednosti neke varijable. Tada je

14245+6+5+1+24+7+2+2+3+3
o 12

Tmin = 1, Tmax =7, Tn = 3.25.

Maksimalno odstupanje izmjerenih vijednosti te varijable od njithovog prosjeka jest

max {3.25 — 1,7 — 3.25} = max {2.25,3.75} = 3.75.

Varijanca i standardna devijacija podataka

Varijanca i standardna devijacija takoder pripadaju grupi mjera rasprienosti poda-

taka. One karakteriziraju rasprSenost podataka oko aritmeticke sredine. Varijanca

niza izmjerenih vrijednosti x1, xo,...,x, varijable definirana je izrazom:
n
1
=2 2 : 2
Sp = — (xl xn) ’
n -
i=1

a standardna devijacija jest kvadratni korijen varijance, tj.

1 n
S, = 32 = — . — T 2.
Sn =1/ Sy n ;:1 (zi — Tn)

Primjer 4.19. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:

1.2,2.1,3.2,4.3,5.4,6.5,7.6,8.7,9.8.

Iz primjera /.13 znamo da je aritmeticka sredina tog skupa podataka priblizno jednaka 5.42. Va-

rijanca tog skupa podataka jest

9
5= (v —5.42)° ~ T.87,
i=1
a standardna devijacija
12
Sno= 4| = x; —5.42)2 ~ 2.81.
n= 52—

Mod podataka

Mod je vrijednost iz niza izmjerenih vrijednosti varijable kojoj pripada najvecéa

frekvencija, tj. izmjerena je najvise puta. Mod ne mora biti jedinstven.

Primjer 4.20. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:
1,2,5,6,5,1,2,7,2,2,3,3.

Vidimo da je vrijednost 2 izmjerena najvise puta (Cetiri puta), pa je 2 mod tog skupa podataka.
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Primjer 4.21. Neka su izmjerene vrijednosti jedne varijable sljedece:
1,2,5,6,5,3,1,2,7,2,2,3,3.

Vidimo da su najvise puta izmjerene dvije vrijednosi - 2 1 3 izmjerene su toéno cetiri puta. Dakle,
mod tog skupa podataka nije jedinstven.

Koristenjem numerickih karakteristika numerickih varijabli skup mjerenih vrijed-
nosti moze se prikazati graficki pomoéu kutijastog dijagrama (eng. bozx plot,

boxplot ili box-and-whisker plot).

Kutijastim dijagramom prikazujemo odnos pet numerickih karakteristika skupa iz-
mjerenih vrijednosti: minimalnu vrijednost, donji kvartil, medijan, gornji kvartil i

maksimalnu vrijednost.

Primjer 4.22. (djelatnici.xls)
Numericke karakteristike skupa izmgjerenih vrijednosti varijable placa prije iz baze podataka dje-

latnici.xls prikazane su u tablici 4.9.

veli€ina uzorka | aritmeticka sredina mod frek. moda st. dev. varijanca
100 24522 24600 4 5105.801 26069208.1
minimum donji kvartil medijan | gornji kvartil | maksimum raspon
16000 20950 23650 26250 42400 26400

Tablica 4.9: Deskriptivna statistika varijable placa_prije.

Odnos minimuma, donjeg kvartila, medijana, gornjeg kvartila i maksimuma izmjerenih vrijednosti
varijable placa_prije prikazan je kutijastim dijagramom 4.8.

36000
34000 -
32000
30000
28000
26000
24000 |
22000

20000 o Median = 23650
18000 [125%-75%

= (20950, 26250)
16000 - T Non-Outlier Range
14000 = (16000, 33600)

placa_prije

Slika 4.8: Kutijasti dijagram na bazi medijana za izmjerene vrijednosti varijable placa_ prije.
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Iz tablice /.9 i kutijastog dijagrama /.8 moZemo izvesti sljedece i slicne zakljucke:

- nagniZa godisnja placa u uzorku iznosi 16000, a najvisa 42400,

- bar 25% ispitanika iz uzorka ima plaéu manju ili jednaku 20950,

- bar 25% ispitanika iz uzorka ima placu vedu ili jednaku 26250,

- bar 50% ispitanika iz uzorka ima plaéu manju ili jednaku medijanu, tj. 23650,

- bar 50% ispitanika iz uzorka ima plaéu vedu ili jednaku 23650.

197

Na kutijastom dijagramu mogu se oznaciti i takozvane strSeée vrijednosti ako

postoje, a radi se o podacima koji su po svojoj vrijednosti zna¢ajno veéi ili manji

u odnosu na druge izmjerene vrijednosti promatrane varijable.

strSeéih vrijednosti najc¢eSée vezano uz jedan od sljedeé¢ih razloga:

e podatak je ili neto¢no izmjeren ili krivo unesen u bazu podataka,

Pojavljivanje je

e podatak dolazi iz druge populacije (ne iz populacije koju promatramo u kon-

tekstu problema kojega proucavamo) - npr. ako u varijablu ¢ije su izmjerene

vrijednosti godisnje pla¢e 1000 poreznih obveznika u Hrvatskoj upiSemo go-

disnju pla¢u Microsoftovog managera iz SAD-a, taj ¢e podatak biti streca

vrijednost,

e podatak je to¢no izmjeren i unesen u bazu, ali predstavlja rijetku pojavu u

populaciji - npr. ako se u varijabli ¢ije su izmjerene vrijednosti koncentracije

glukoze u krvi za 1000 osoba nade to¢no izmjerena vrijednost 46.7, taj ¢emo

podatak smatrati strse¢om vrijedno$éu jer se radi o vrlo visokoj koncentraciji

glukoze koja se rijetko pojavljuje.

Primjer 4.23. (djelatnici.xls)

Varijabla dob iz baze podataka djelatnici.sta za svakog ispitanika iz uzorka djelatnika promatranog

poduzeéa sadrzi informaciju o dobi u godinama.

Iz deskriptivne statistike te varijable (tablica

4.10) vidimo da je dob od 333 godine strieéi podatak i zakljucujemo da se radi o podatku koji je

pogresno upisan u bazu podataka.

veli¢ina uzorka | aritmeticka sredina mod frek. moda st. dev. varijanca

100 33.83 28 12 31.05 964.28

minimum donji kvartil medijan | gornji kvartil | maksimum raspon
18 26 29 36 333 315

Tablica 4.10: Deskriptivna statistika varijable dob.

Osim 1z tablice /.10, striecu vrijednost medu izmgjerenim vrijednostima varijable dob mogli smo

detektirati i pomocu kutijastog dijagrama na bazi medijana.
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Slika 4.9: Kutijasti dijagram na bazi medijana s prikazom strie¢ih vrijednosti za izmjerene
vrijednosti varijable dob.

Kao $to vidimo iz kutijastog dijagrama 4.9, i dob od 54 godine prepoznata je kao strseci podatak.
Buduéi da je sasvim razumljivo da promatrano poduzece moZe imati djelatnika starog 54 godine,
taj podatak smatramo toéno izmjerenim i tocno upisanim u bazu podataka, no radi se o dobi koja
se rijetko pojavljuje u populaciji djelatnika tog poduzeéa. Tako iz kategorizirane tablice frekvencija
i relativnih frekvencija (tablica 4.11) varijable dob vidimo da je takvih djelatnika samo 0.03%.

’ dob ‘ frekvencija | relativna frekvencija
[18, 28) 37 0.37
[28, 38) 44 0.44
[38, 48) 15 0.15
[48,58) 3 0.03
[58, 333] 1 0.01

Tablica 4.11: Kategorizirana tablica frekvencija i relativnih frekvencijna varijable dob.

4.1.3 Metode opisivanja ordinalnih varijabli

Ordinalne se varijable najcesée zadaju tako da mogu primiti samo nekoliko me-
dusobno razli¢itih vrijednosti i one su po svojoj prirodi kvalitativne, zbog ¢ega su
metode opisivanja kvalitativnih varijabli primjenjive u potpunosti i na ordinalne va-
rijable. S obzirom da se vrijednosti ordinalinih varijabli izrazavaju brojcano, ¢esto se
u primjeni moze vidjeti da se za ordinalne varijable izrazavaju, komentiraju i koriste
numericke karakteristike podataka. Ponekad to ima smisla, ali moramo upozoriti da

treba dobro razmisliti u svakom pojedinom sluc¢aju je li i kako je moguée iskoristiti
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informaciju koju daje odabrana numericka karakteristika.

Primjer 4.24. U hrvatskom su obrazovnom sustavu ocjene su od 1 do 5. Prilikom ocjengivanja
znanja na pisanim testovima nerijetko se ocjena 1 postiZe za manje od 40% moguéih bodova, dok
su ostale ocjene rasporedene na intervalu od 40% do 100% tako da svakoj ocjeni odgovara bodovni
interval iste duljine. Pretpostavimo li da je prosjek svih postignutih ocjena 1.5, moZemo li taj broj
tumaciti u odnosu ma znanje mjereno brojem bodova koje se ocjenjuje? Ipak, odredimo li da je
medijan 1.5, moZemo zakljuciti da je barem 50% udentka postiglo manje od 40% bodova na testu.

Primjer 4.25. (ocjena.xls)

Varijabla ocjena baze podataka ocjena.xls ordinalna je varijabla koja sadrzi ocjene ma usmenom
ispitu iz jednog kolegija za uzorak od 65 studenata iste generacije. Dakle, varijabla ocjena prima
vrijednosti iz skupa 1,2,3,4,5. Frekvencije i relativne frekvencije zabiljeZenih vrijednosti varijable
ocjena dane su u tablici 4.12. Relativne frekvencije graficki su prikazane stupcastim dijagramom,

a frekvencije i relativne frekvencije kruznim dijagramom na slici 4.10.

’ ocjena H frekvencija ‘ relativna frekvencija ‘

1 7 7/65 ~ 0.11
2 7 7/65 ~ 0.11
3 15 3/13 ~ 0.23
4 20 4/13 ~ 0.31
5 16 16/65 ~ 0.25

Tablica 4.12: Tablica frekvencija i relativnih frekvencija svih zabiljeZenih vrijednosti varijable
ocjena.

34% 1;,7;11%
31%

v 28%
25%
22%
18%
15%
12%
9%
6%
3% 4;20; 31%
0%

| 5; 16; 25%

1]

2;7;11%

relativne frekvenc

3;15; 23%

1 2 3 4 5
ocjena ocjena

(a) stupéasti dijagram (b) kruzni dijagram

Slika 4.10: Graficki prikazi frekvencija i relativnih frekvencija svih zabiljeZenih vrijednosti vari-

jable ocjena.

Numericke karakteristike podataka varijable ocjena prikazane su u tablici 4.15.
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veli¢ina uzorka || aritmeticka sredina mod frek. moda st. dev. varijanca
65 3.48 4 20 1.63 1.28
minimum donji kvartil medijan | gornji kvartil | maksimum raspon
1 3 4 4 5 4

Tablica 4.13: Deskriptivna statistika varijable ocjena.

Odnosi minimuma, donjeg kvartila, medijana, gornjeg kvartila i maksimuma izmgerenih vrijed-
nosti varijable ocjena prikazani su kutijastim dijagramom /.11.

5,5
5,0 T
4,5
4,0
3,5
©
j
2 3,0
Q
o
2,5
2,0 s Median =4
15 [ ]25%-75%
’ =(3,4)
10 o I Min-Max
0,5 =(1,5)

Slika 4.11: Kutijasti dijagram na bazi medijana za izmjerene vrijednosti varijable ocjena.

Aritmeticku sredinu, varijancu i standardnu devijaciju ne bismo komentirali jer ne znamo koliko
se stvarno znanje krije iza svake ocjene, ali na temelju ostalih numeriékih karakteristika moZemo
izvesti sljedece i slicne zakljucke:

- na tom uzorku postignuta je i najniZa i najviSa mogucéa ocjena,

- bar 25% studenata iz uzorka ocijenjeno je ocjenom 3 ili manjom od 3, dok je bar 75%
studenata ocijenjeno ocjenom 3 ili vecom,

- bar 50% studenata iz uzorka ocijenjeno je ocjenom 4 ili 5.

4.2 Statisticki model

Pretpostavka je statistickog zakljuc¢ivanja da se donose zakljucci o varijablama od
kojih baram jedna ima sluc¢ajan karakter, a na temelju prikupljenih realizacija za
te varijable. Zbog toga je slucajna varijabla (slufajni vektor) matematicki objekt

koji je temelj svakoga statistickog zakljucivanja.
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Da bi primjenjivali metode statistickog zaklju¢ivanja, prva je pretpostavka pos-
tavljanje statisti¢kog modela koji koristimo za modeliranje prikupljenih podataka.
Zadati statisticki model znaci opisati poznate karakteristike slucajnog vektora za
kojega smatramo da naSi podaci ¢ine jednu realizaciju. S obzirom da je sluc¢ajni
vektor odreden svojom funkcijom distribucije, statisti¢kim je modelom opisano ono
Sto je unaprijed poznato o funkciji distribucije slu¢ajnog vektora kojim modeliramo
podatke, odnosno statisti¢ki model jest familija funkcija distribucije koja

se uzima u obzir za zakljucivanje u danom problemu.

Najjednostavniji su modeli koji se koriste u statistici razni modeli jednostavnoga

sluéajnog uzorka.

Definicija 4.1. Statisticki model zovemo model jednostavnoga sluc¢ajnog uzorka

iz funkcije distribucije F' ako za slucajni vektor (X1,...,X,), ¢iju realizaciju cine
podaci (x1,...,%y,), vrijedi:

e slucajne varijable X1, ..., X, mezavisne su,

o sve slucajne varijable X1, ..., X, tmaju istu funkciju distribucije F.

Kod takvih modela promatranu veli¢inu smatramo slu¢ajnom varijablom s funkci-
jom distribucije F', a vrijednosti varijable izmjerene na jedinkama iz uzorka neza-

visne su realizacije te slu¢ajne varijable.

Zbog jednostavnosti izrazavanja u nastavku teksta ¢emo koristiti termin sluéajni
uzorak za slucajni vektor (X1,...,X,) statistickog modela, a termin uzorak za

njegovu realizaciju (z1,...,z,), tj. podatke.

U nastavku éemo opisati nekoliko karakteristi¢nih statistickih modela koji se vrlo

Gesto koriste u praksi, kao i primjere za koje su ti modeli prikladni.

4.2.1 Problem proporcije

Da bismo pojasnili probleme koji se mogu razmatrati u okviru naziva "problem

proporcije" i definirali statisticki model koji koristimo, posluzit ¢emo se primjerom.

Primjer 4.26. Imamo proizvodnu traku koja proizvodi proizvod A, ali s odredenim (nepoznatim)

postotkom Skarta. Nepoznati postotak Skarta oznacimo s 6.

Skupo je kontrolirati svaki proizvod koji je proizveden na toj traci, pa za zakljucivanje o postotku
Skarta uzimamo slucajni uzorak od n proizvoda.
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Uzimangje jednog proizvoda u uzorak rezultira slucajnom varijablom

0 1
X = 0 1
<190>» 6[07 ]7

koja daje jedinicu ako je proizvod Skart, a u suprotnom nulu. Ako pod proporcijom smatramo omjer
broja neispravnih proizvoda proizvedenih na toj traci i ukupnog broja proizvoda proizvedenih na toj

traci u danom periodu, onda vjerojatnost P{X = 1} = 0 odgovara proporciji Skarta u populaciji.

S obzirom da se na traci stalno proizvode movi proizvodi, ako ne dolazi do bitnih promgjena u
procesu, proizvodnje tijekom vremena, moZemo smatrati da svako uzimanje proizvoda u uzorak
predstavlja realizaciju slucéajne varijable jednako distribuirane kao X te da su sve te slucajne

varijable medusobno nezavisne.

Podaci dobiveni u opisanom postupku c¢ine uredenu m-torku nula i jedinica koja je realizacija
sluéagnog vektora (X1,...,Xn) n. j. d. slucajnih varijabli distribuiranih kao X (vidi Bernoullijevu

shemu,).

Skup svih mogucih ishoda sluc¢ajnog vektora opisanog u prethodnom primjeru jest
R(X1,. ., Xn) ={(z1,...,2s) : m; € {0,1}}.
Distribucija je zadana s
p(x1,...,xn;0) = P{X; =21,..., X, =z}
= ﬁ@“(l — )T (21, w0) € R(X, ., X)),
i=1

Tako nastao sluc¢ajni vektor zovemo jednostavni sluc¢ajni uzorak iz Bernoulli-

jeve distribucije s parametrom 6 € [0, 1].

Ako s Fy ozna¢imo funkciju distribucije tog slu¢ajnog uzorka za dani 6, onda sta-
tisticki model u okviru kojega se bavimo zaklju¢ivanjem o proporciji ¢ini familija
funkcija distribucije:

P ={Fy:0¢€]0,1]}.

Zovemo ga statisticki model jednostavnoga sluc¢ajnog uzorka iz Bernoulli-

jeve distribucije.

Uocimo da je taj model P indeksiran parametrom 6, pa takav model zovemo para-

metarski.

Model slu¢ajnog uzorka iz Bernoullijeve distribucije mozemo koristiti u mnogo dru-

gih prakti¢nih primjera.
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Primjer 4.27. U primgjeru /.26 uzorak od m proizvoda konstruiran je uzimanjem proizvoda s

proizvodne trake. To moZemo interpretirati kao odabir konacnog uzorka iz beskonacéne populacije.

U slucagu odabira konacnog uzorka iz konacne populacije, npr. uzorka od n vijaka iste vrste iz

skladista koje sadrzi N takvih vijaka, moramo razlikovati dva slucaja:

(1) izvladenge jednog po jednog vijka iz konacénog skupa vijaka, pri demu se izvucdeni element vraca
u skup,

(2) izvlacenge jednog po jednog vijka iz konacnog skupa vijaka, pri demu se izvudeni element ne
vraéa u skup.

Sluéaj (1)

Oznacimo s v broj neispravnih vijaka u tom skladistu. To znadi da je proporcija neispravnih vijaka

0 =v/N. Oznac¢imo s X slucajnu varijablu koja se realizira nulom v slucaju da pri odabiru jednog

vigka iz skladista izvucemo ispravan, a jedinicom u slucaju da izvucemo neispravan vijak. Dakle,

vidimo da je P{X =1} = v/N, a P{X =0} =1— (v/N), tj. distribucija slucajne varijable X

dana je tablicom
0 1
X = .
(1 — (v/N) v/N)

Ako iz tog skladista ma slucajan nacdin odaberemo n vijaka na nacéin opisan u tocki (1) ovog
primjera i za svaki izvudens vijak zabiljeZimo je li ispravan (0) ili neispravan (1), dobijemo jednu
uredenu n-torku nula i jedinica koju shvaéamo kao jednu realizaciju slucajnog vektora (X1,...,Xn)
sa slikom R(X) = {(z1,...,2n) : z; € {0,1}}. Zbog nacina provodenja izvladenja opisanog
pod (1), komponente su slucajnog vektora (X1,...,Xn) medusobno nezavisne i sve su jednako
distribuirane kao slucajna varijabla X . Distribucija tog slucajnog vektora zadana je izrazom

p(xl,...,xn;v):gP{Xi:zi}:H(N) '(pN) " (4.1)

i=1
Prema tome, (X1, ...,Xn) jest jednostavni slucajni uzorak iz Bernoullijeve distribucije s parame-
trom 6 = v/N, a familija pripadnih funkcija distribucije {Fp : 6 € [0,1]} odredenih distribucijom
(4.1) pripadni je parametarski statisticki model. Iz tog primjera vidimo da se parametarski statis-
ticki modeli za jednostavni slucajni uzorak iz populacije koja nije konacna i za jednostavni slucajni
uzorak iz konaéne populacije konstruiran na nacin opisan pod (1) podudaraju.

Sluéaj (2)

Opisimo sada konstrukciju sluéajnog uzorka iz konacne populacije na nacin opisan u tocki (2) ovog
primgera, tj. bez vracanja u uzorak prethodno izvucenih elemenata. Sluéajne varijable X1, ..., Xn,
kojima modeliramo ishode izvlacenja vijaka pri demu nas zanima je li izvuceni vijak ispravan ili
neispravan, nisu nezavisne. Slucajna varijabla X1 jednako je distribuirana kao slucajna vari-
jabla X opisana u prethodnom dijelu primjera, no slucajne varijable Xa,... Xy nemaju takvu
distribuciju. Naime,

?,,al U,lal > , a1 €{0,1},

Xo|x,=a; = <1 _
N-1 N-1

0 1
X3‘X1:a.1,X2:a2 = 1 _ vmai—ay v—aj—ay |> ai,az € {07 1}7
N-2 N-—-2
odnosno opéenito za i € {3,...,N}
0 1
Xi‘Xlzal,.”,Xi,l:ai,l = U—E;;i aj U—E;;i aj ,  Ql,...,0;—1 € {0» 1}

1—

N—(i—-1) ~N—=(i—-1)
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Distribucija sluéajnog vektora (X1, ...,Xn) dana je na sljedeéi nacin:
p(x1,...,xn;v) = P{X1 =21,...Xn =an} =

=P{X1=z1,.. Xn-1 =zn_1|Xn =z }P{Xn=2n}=... =

n
= P{Xl = J?l}P{XQ = $2|X1 = xl} H P{XZ = Ii‘Xl = T1,.-- 7X'L'—l = xifl}. (42)
=3
Ocito distribucija slucajne varijable X1 i uwvjetne distribucije slucajnih varijabli Xa, ..., Xy, ovise

o nepoznatoj proporciji neispravnih vijaka u velikom skladistu, tj. o parametru 6 = v/N € [0,1].
Prema tome, familija pripadnih funkcija distribucije {Fp : 0 € [0,1]} odredenih distribucijom (4.2)
pripadni je parametarski statisticki model.

Uoc¢imo da distribuciju (4.2) moZemo aproksimirati distribucijom (4.1) ukoliko je

Rijecima receno, za veliki N i mali v, parametarski statisticki model temeljen na odabiru n eleme-
nata iz populacije velicine N bez vracanja prethodno izvucenih elemenata u tu populaciju moZemo
aproksimirati parametarskim statistickim modelom temeljenim na odabiru n elemenata iz iste
populacije s vracanjem prethodno izvucenih elemenata u tu populaciju.

4.2.2 Problem ocekivanja i varijance normalne distribucije

Za mnogo kvantitativnih slu¢ajnih pojava moZe se pretpostaviti da imaju normalnu
distribuciju. éinjenica je to koju se moze potkrijepiti centralnim grani¢nim teore-
mima. Naime, u centralnom grani¢nom teoremu (vidi poglavlje 3.5.2) navedeno je
da se suma n. j. d. slu¢ajnih varijabli koje imaju kona¢nu varijancu asimptotski
ponasa po zakonu normalne distribucije.

Te jake pretpostavke o nezavisnosti i jednakoj distribuiranosti slu¢ajnih varijabli
koje se sumiraju mogu se u velikoj mjeri relaksirati, a da zaklju¢ak o asimptotski

normalnom ponaSanju sume ostane istinit (vidi npr. [26]).

Kao posljedicu takvih rezultata imamo ¢injenicu da vrlo €esto pojave, ¢iji je slucajan
karakter rezultat sume puno slucajnih utjecaja koje ne mozemo posebno analizirati,
imaju distribuciju toliko blisku normalnoj distribuciji da u statistickoj analizi ne
mozemo primijetiti razlike izmedu stvarne distribucije i aproksimativne normalne

distribucije.

Za takve pojave provodimo statisticko zakljuc¢ivanje kao da su normalno distribu-

irane.

Primjer 4.28. Beskonacna traka pakira Secer u pakovanja na kojima je deklarirana neto masa
od 1 kg. Medutim, dovoljno preciznom vagom moguce je utvrditi da neto masa Seéera pokazuje
odstupanja od 1 kg. Po karakteru slucajne greske koja nastaje pri pakiranju Secera na tekucoj
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vrpci, mozZe se smatrati da masa Secéera u pakiranjima delariranim kao 1 kg zapravo ima normalnu
distribuciju.

Uzimangje jednog pakiranja i precizno vaganje rezultira podatkom koji je realizacija normalne slu-
cajne varijable s ocekivanjem p i varijancom o2. Uzimamo li s trake n pakiranja i vaZemo im
sadrzaj, imamo podatke (z1,x2,...,2n) koji su jedna realizacija m. j. d. slucajnog vektora

(X17X27---1X'n)-

Slu¢ajni vektor (X7, Xs,...,X,,) zovemo jednostavni slu¢ajni uzorak iz nor-
malne distribucije s parametrima p i 02, ako su Xi, X»,..., X,, nezavisne i

jednako distribuirane slu¢ajne varijable s distribucijom koja je N'(u, 02).

Ako je F{, ,2) funkcija distribucije normalne slu¢ajne varijable za dani (u, 0?), onda
je funkcija distribucije jednostavnoga slu¢ajnog uzorka iz te distribucije (zbog ne-

zavisnosti):
n
F(M)U2)($1, “ee ,a:n) = H F(M’U2)(in).
i=1

Dakle, statisticki model u okviru kojega se bavimo zaklju¢ivanjem o ocekivanju i

varijanci normalne distribucije jest familija funkcija distribucije
P = {F(u02 : (11,0%) € R x (0,00)}, (4.3)

a zovemo ga statisticki model jednostavnoga sluc¢ajnog uzorka iz normalne

distribucije.

Uoc¢imo da je taj model P takoder indeksiran parametrom, ovoga puta dvodimen-

zionalnim (11, 0%), pa je i takav model parametarski.

Model slu¢ajnog uzorka iz normalne distribucije mozemo koristiti u mnogo praktic-
nih primjera.

Primjer 4.29. Prosjec¢nu godisnju kolic¢inu kise koja padne na odredenom podrucju ima smisla
promatrati kao slucajnu velidinu, tj. modelirati sluc¢ajnom wvarijablom. Naime, neka su X;, i €
{1,...,365}, slucajne varijable kojima modeliramo koli¢inu kiSe koja na promatranom podrucju
padne tijekom i-tog dana u meprijestupnoj godini. Tada prosjeénu kolicinu kiSe koja na tom
podrucju padne tijekom jedne neprijestupne godine modeliramo slucajnom varijablom

1 n
Y =— E Xi, m =365,
n
i=1

za koju zbog centralnog graniénog teorema mozZemo smatrati da ima normalnu distribuciju s para-
metrima p i o2. Dakle, ako raspolazemo podacima o prosjecnoj godisnjoj kolicini kise na nekom
podrucéju za 100 neprijestupnih godina, zapravo raspolaZemo jednom realizacijom slucajnog vektora
(Y1,...,Y100). Ako su istinite pretpostavke o nezavisnosti i jednakoj distribuiranosts slucajnih va-
rijabli Y1, ..., Y100, tma smisla u zakljudivanju o prosjecnoj godisnjoj kolidini kise na tom podrucju
koristiti statisticki model jednostavnoga slucajnog uzorka iz normalne distribucije s ocekivanjem

1 i varijancom o2.
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4.2.3 Jednostavna linearna regresija

Da bismo lakSe objasnili statisticki model, posluzit ¢emo se jednim primjerom.

Primjer 4.30. U jednom istrazivanju Zeli se odrediti ovisi li prosjecna dnevna potrosnja goriva
zaposlene osobe u Hrvatskoj, koja je vlasnik automobila i ima vozacku dozvolu, o udaljenosti
mjesta stanovanja osobe od radnog mjesta. Pod pojmom "prosjecna dnevna potrosnja goriva"
ovdje podrazumijevamo ukupnu potrosSnju goriva u godini dana podijeljenu s 365.

Udaljenost mjesta stanovanja od radnog mjesta za svaku pojedinu osobu moZe se smatrati tocno
odredenom, tj. deterministickom veli¢inom. Medutim, prosjec¢nu dnevnu potrodnju goriva svakako
treba tretirati kao slucajnu velicinu. S obzirom na to da se radi o prosjecnoj potrodnji, zahvaljujuci
centralnom granié¢nom teoremu, za potrebe statistickog zakljucivanja mocéi éemo se osloniti na
¢injenicu da je ta veli¢ina normalno distribuirana.

Statisticki model za zakljudivanje o vezi izmedu deterministicke veli¢ine x (udaljenost mjesta
stanovanja od radnog mjesta) i slucagne veliine Yz (prosjeéna dnevna potro$nja goriva), izgradit
éemo u ovom primjeru postavljanjem linearne veze izmedu tih velidina:

Y =ax+b+ez, a,beR,

gdje e4 predstavlja slucajnu varijablu greske modela za dani x.

U navedenom primjeru, kao i u mnogim drugim primjerima sli¢nog tipa, prikuplja-

njem podataka u uzorak imamo n uredenih parova brojeva

(371’91)7 sy (:Enayn)

koji predstavljaju realizacije uredenih parova koje ¢emo oznaciti
(x17Y1)7 R (an,Yn)7

a kod kojih je druga komponenta slu¢ajna varijabla. Uo¢imo da sluc¢ajne varija-
ble iz tih parova, tj. Y7,...,Y, ne moraju biti jednako distribuirane. Naprotiv,
pretpostavka je da njihova distribucija ovisi o iznosu prve koordinate iz para.

Primjer 4.31. (automobili.xls)

Varijabla potrosnja baze podataka automobili.sta sadrZi podatke o potrosnji goriva movog modela
automobila pri brzini od 110 km/h za 300 nezavisnih mjerenja, dok varijabla mjerenje sadrzi vri-
jednosti nekog parametra izmjerenog na tehnickom pregledu tog automobila nakon takve vozZnje, a
za kojeg se pretpostavlja da bi kod tehnicki ispravnog automobila trebao biti linearno povezan s pro-
sjeénom potrodnjom automobila pri velikim brzinama. U kontekstu jednostavne linearne regresije
izmjerene vrijednosti varijable potrosnja oznacdavamo s x1,...x300, a izmjerene vrijednosti varija-
ble mjerenje oznacavamo s (yi,...,Y300) ¢ smatramo ih realizacijama nezavisnih sluéajnih varijabli
Y1,...,Y300 kojima modeliramo rezultate provedenih mgjerenja. Parove (z1,y1),..., (£300,Y300)
izmjerenih vrijednosti varijabli potrosnja ¢ mjerenje graficki prikazujemo dijagramom rasprienosti
(eng. scatterplot) 4.12.
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mjerenje
=
S

potrosnja

Slika 4.12: Dijagram rasprienosti za izmjerene vrijednosti varijabli potrosnja i mjerenje.

U postupku ¢emo modeliranja pretpostaviti sljedece:

o FY, = ax; +bzasvakii = 1,...,n, tj. ako je g; = Y; — ax; — b, onda je

Eé‘i =0.
e Y7,...,Y, jesu medusobno nezavisne i imaju istu varijancu, ozna¢imo je o2.
Ako je ¢ vektor € = [eq,...,e,]7, onda je matrica kovarijanci tog vektora

oblika 01 (I je oznaka za jediniénu matricu n-tog reda).

e Y},...,Y, sunormalno distribuirane slu¢ajne varijable. Dakle, Y; ~ N (az; +
b,a?).

Statisti¢ki model za zakljuéivanje o parametrima a, b i 02 definirat éemo koristenjem
familije dopustenih funkcija distribucije za slucajni vektor (Y7,...,Y,). Njegova
funkcija distribucije odredena je funkcijom gustoce

= () i
goeny ,a,0,0 = e 20 =
Y1 Yn o 11

( ; )n T i (yi—az;i—b)*
= (A i=1
V2mo

u kojoj su tri nepoznata parametra a,b i o2, dok su z1, . .., z, izmjerene vrijednosti

prve komponente uredenih parova podataka.

Takav statisticki model zovemo klasi¢an jednostavan linearan regresijski mo-
del.
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4.3 Procjena parametra

U parametarskim statistickim modelima osnovu statistickog zakljucivanja ¢ini za-
kljuGivanje o parametrima. Jedan je od osnovnih problema njihova procjena na
temelju realizacije uzorka iz danog statistickog modela. Za procjene parametra
koristimo procjenitelje.

Definicija 4.2. Neka je P = {Fp : § € © C R} parametarski statisticki model, 0
k-dimenzionalan parametar, a @ C R* prostor parametra, tj. skup svih dozvoljenih
vrijednosti nepoznatog parametra 0. Neka je (Xi,...,X,) slucajni vektor s distri-
bucijom iz P it : R — ©. Slucajni vektor T = t(X1,...,X,,) jest procjenitelj
za 6."

Primjer 4.32. U modelu je jednostavnoga slucajnog uzorka iz Bernoullijeve distribucije s para-
metrom p € [0, 1] relativna frekvencija jedinice jedan procjenitelj za p.

Primjer 4.33. U modelu jednostavnoga sluc¢ajnog uzorka iz N (i, 0'2) oznacimo

n =1
9 1 <& _
n = _ Z(Xl - Xn)27
n
=1
1 < -
= S E s )

i=1

Tada je (Yn,gi) jedan procjenitelj za (p,02), a (Xn,S2) drugi procjenitelj za taj parametar.

Problem je kako izabrati funkciju ¢ procjenitelja u pojedinom statistickom modelu.
Takvim pitanjima bavi se matematicka statistika. Ovdje ¢emo samo navesti neko-
liko svojstava koja su vrlo pozeljna da ih procjenitelj parametra ima i intuitivno

ilustrirati zaSto su ta svojstva korisna.

Definicija 4.3. Neka je P = {Fp : 0 € ® C R¥} parametarski statisticki model,
a 0 k-dimenzionalan parametar. Procjenitelj T nepristran je ako za svaki 6 € ©
vrigedi

EyT = Eet(Xl,...,Xn) = 0.
Ukoliko je nepoznati parametar jednodimenzionalan, a predloZeni procjenitelj ne-
pristran, pozeljno je da takav procjenitelj ima $to manju varijancu. Naime, varijanca
je jedna mjera rasprSenosti oko ocekivanja pa je za ocekivati da ée se procjena s ve-

¢om vjerojatnoScéu realizirati u malim okolinama oko stvarne vrijednosti parametra

1Uo¢ite da distribucija procjenitelja ovisi o vrijednosti nepoznatog parametra . Da bi tu
&injenicu naglasili, vjerojatnost skupa {T € A} oznacavamo s Py{T € A}, a oCekivanje od T s
EgT.
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(tj. oCekivanja procjenitelja) ako je varijanca manja. Zbog toga, usporedujuéi dva
nepristrana procjenitelja, kazemo da je efikasniji onaj koji ima manju varijancu.
Osim toga, pozeljno je da varijanca nepristranog procjenitelja konvergira u nulu s
porastom veli¢ine uzorka pa za jednodimenzionalan parametar definiramo svojstvo

konzistentnosti sljede¢om definicijom.

Definicija 4.4. Neka je P = {Fp : 0 € © C R} parametarski statisticki model, a
0 jednodimenzionalan parametar. Procjenitelj T konzistentan je ako za pripadni

niz procjenitelja T,, = t(X1,...,Xy), n €N, za svakie >0 i 6 € O vrijedi
. TR
nh_)rr;o Py{|T,, — 0] > e} =0.

Primjer 4.34. Neko poduzeée sve svoje finalne proizvode rasporeduje po kvaliteti u tri skupine: I,
11 ¢ IIT kategoriju. Iskustveno je poznato da su vjerojatnosti da finalni proizvod bude I kategorije
i da finalni proizvod bude II kategorije jednake. Ovu vjerojatnost oznacimo s 0. Dakle, slucajna
varijabla koja opisuje kategoriju kvalitete proizvoda moZe se zadati na sljedeéi nacin:

¥ = 12 3 .
061—20

Parametar 6 moze primiti bilo koju vrijednost iz intervala [0,1/2] da bi ta sluéajna varijabla bila
dobro definirana. Problem koji se postavlja pred statisticara procjena je parametra 6 na temelju

n-dimenzionalnog slucajnog uzorka.

U skladu s prethodnim primjerom za ocekivati je da se relativna frekvencija neke kategorije moze
iskoristiti w svrhu procjene s obzirom da 6 ima znaclenje vjerojatnosti da se realizira proizvod
prve kategorije, ali takoder i vjerojatnost da se realizira proizvod druge kategorije. Tako se moZe
razmisljati o procjeniteljima:

f1 f2

lei? T2:77
n n

gdje je f1 frekvencija jedinice, a f2 frekvencija dvojke u uzorku.

Uoc¢imo da su oba procjenitelja nepristrana. Naime, f1 ~ B(n,0) i fo ~ B(n,0) pa je
EgTi = EgTo = 0.

MoZemo takoder izradunati © varijance:

nB(1l —0 0(1—¢6
Varg T :Varng = ( 3 ) = ( )
n n
Koristenjem se slabog zakona velikih brojeva lako vidi da su oba procjenitelja konzistentna. Na
temelju tih analiza ne moZemo preferirati niti jednog od navedenih dvaju procjenitelja. Medutim,

razmotrimo kao wvarijantu i procjenitelja koji je vezan uz relativnu frekvenciju treée kategorije

proizvoda (f3):
nel(o5)
2 n

S obzirom da je fz ~ B(n,1 —20), EgT3 =6, to je i nepristran procjenitelj za 6. Varijanca je

1 1 0
Varg Ts = Ey(T3 — 0)? = — Vary fz3 = —n(1 — 260)20 = 5

— (1 —20).
4n? an2" n( )
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Dakle, to je takoder konzistenatan procjenitelj. Usporedimo li varijance od T1 i To s varijancom
od T3 za svaki 8 € © in € N, vidimo da je

Varg T5(0,n) < Varg T1(0,n) = Varg T2(0, n),

pa je T efikasniji procjenitelj za 6 (slika 4.13). Napomenimo da taj rezultat mije meodekivan
s obzirom da procjenitelj T3 u sebi sadrzi informacije koje mose oba prethodna procjenitelja jer
vrijedi:

1
T3 = §(T1 +T2).

0.0025+F

0.0020

0.0015f Var T1(0), Var To(6)
0.0010} - Var T5(6)

0.0005F

: : : : 0
00 01 02 03 04 05

Slika 4.13: Varijance procjenitelja 77, T5 i T3 za n = 100.

4.3.1 Procjena proporcije

Neka je (X1,...,X,,) jednostavni slu¢ajni uzorak iz Bernoullijeve distribucije

1
X:( 0 ),eepu
-y

Tada je relativna frekvencija jedinice

jedan nepristran i konzistentan procjenitelj za parametar 6 koji ima znacenje vje-

rojatnosti realizacije jedinice.

Zaista, s obzirom da slu¢ajna varijabla koja daje broj uspjeha u n nezavisnih Ber-
noullijevih pokusa ima binomnu distribuciju s parametrima n i 6, to je f; ~ B(n, ).
Vrijedi:

"o _

AL}
n

n

Konzistentnost je posljedica slabog zakona velikih brojeva.
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Primjer 4.35. Promotrimo igracu kockicu sa svojstvom da se pri jednom bacanju broj i €
{1,...,6} okrene s vjerojatnodéu p;, pri demu je

6
pi >0, Vie{l,... 6}, i > opi=1
i=1

Zelimo procijeniti vjerojatnost da se pri bacanju te kockice okrene Sestica, stoga oznacimo s 1
dogadaj "okrenula se Sestica”, a s 0 dogadaj "nije se okrenula Sestica”. U tom kontekstu rezultat
bacanja kockice modeliramo Bernoullijevom slucajnom varijablom

1
X = 0 s
1 —ps ps

gdje je pg nepoznati parametar kojega éemo procijeniti.

Pretpostavimo da smo kockicu bacili nezavisno sto puta zaredom. Realizaciju tih 100 bacanja mo-
deliramo slucajnim vektorom (X1, ...X100) Cije su komponente nezavisne i jednako distribuirane
kao slucajna varijabla X, tj. (X1,...X100) je jednostavni sluc¢ajni uzorak iz Bernoullijeve distri-
bucije s parametrom pe. Nadalje, pretpostavimo da se u tih 100 bacanja Sestica realizirala 17 puta.
To znadi da je realizacija slucajnog uzorka (X1,...X100) uredena 100-torka koja se sastoji od 17
jedinica i 83 nule. Slijedi da je relativna rekvencija pojavljivanja Sestice, broj 17/100, procjena
vjerojatnosti pe. Analogno bismo postupali pri procjeni bilo koje od preostalih vjerojatnosti p;,
i€{1,...,5}.

Primjer 4.36. (djelatnici.xls)

Varijabla dob baze podataka djelatnici.xls sadrzi informacije o godinama starosti za svakoga od
100 djelatnika iz reprezentativnog uzorka zaposlenika tvornice A. Oznadimo s 6 vjerojatnost da
je slucajno odabrani djelatnik te tvornice stariji od 30 godina te procijenimo 6. Znamo da svaki
djelatnik te tvornice ima ili najvise 30 godina (oznaka 0) ili je stariji od 30 godina (oznaka
1) pa rezultat ispitivanja starosti u tom kontekstu mozemo modelirati Bernoullijevom sludajnom

0 1
X = 0 1].
(199), €01

Prema tome, podatke iz varijable dob shvaéamo kao jednu realizaciju jednostavnog slucajnog uzorka

varijablom

(X1,...,X100) iz te Bernoullijeve distribucije i na temelju te realizacije parametar 6 procjenju-
jemo relativnom frekvencijom jedinica, tj. relativnom frekvencijom djelatnika iz uzorka koji su
stariji od 30 godina. Kako takvih djelatnika u uzorku ima 46, parametar 6 procjenjujemo brojem
46/100 = 0.46.

4.3.2 Procjena ocekivanja

Neka je (X1,Xo,...,X,) jednostavni slucajni uzorak iz distribucije F},, gdje je
i € R nepoznato oéekivanje. Dakle, (X1, Xs,...,X,,) je vektor n. j. d. slu¢ajnih
varijabli iz distribucije F),. Pretpostavimo da varijanca distribucije F), takoder

postoji i oznacimo je sa o2.

Ako razmatramo problem procjene ocekivanja, mozemo iskoristiti aritmetic¢ku

sredinu uzorka



212 PROCJENA PARAMETARA

koja je nepristran i konzistentan procijenitelj za ocekivanje. Naime,

0.2

Euyn =pu, Var, X, =—,
n

a konzistentnost slijedi iz slabog zakona velikih brojeva.

Primjer 4.37. Ocjenu znanja studenata nekog fakulteta na usmenom ispitu iz jednog kolegija
modeliramo diskretnom sluc¢ajnom varijablom X sa slikom R(X) = {1,2,3,4,5} 1 funkcijom dis-
tribucije Fy,, gdje je p mepoznato ocekivanje koje Zelimo procijeniti. Pretpostavimo da od svih
studenata fakulteta koji su ocijenjeni na usmenom ispitu tog kolegija odabiremo reprezentativan

uzorak od 65 studenata. Frekvencije ocjena na tom uzorku dane su tablicom frekvencija 4.1/.

’ ocjena ‘ frekvencija

1 7
2 7
3 15
4 20
5 16

Tablica 4.14: Tablica frekvencija ocjena studenata na usmenom ispitu iz jednog kolegija.

Ocjene prikupljene na uzorku, predstavijene kao uredena 65-torka, dine jednu realizaciju jednos-
tavnog slucajnog uzorka (Xi,...,Xes) iz distribucije F,. Procjenitelj za ocekivanje od X jest
slu¢agna varijabla Xes. Njezinu realizaciju na uzorku (z1,...,265) 0znacimo s Tes. Prema tome,
procjena ocekivanja slucajne varijable X na temelju tablice frekvencija 4.1/ jest

1-742-74+3-1544-20+5-16
Tes = + + 65+ + =~ 3.48.

Primjer 4.38. (kolokvij.xls)

U bazi podataka kolokvij.sta nalaze se rezultati dvaju kolokvija iz nekog kolegija (varijable kolok-
vij 1 i kolokvij 2) te ukupan broj bodova ostvaren na kolokvijima (varijabla bodovi ukupno) za
reprezentativan uzorak od 70 studenata koji su pristupili tim kolokvijima. Na svakom od kolokvija
bilo je moguée ostvariti najvise 100 bodova. Dakle, na obama kolokvijima bilo je moguce ostvariti
najvi§e 200 bodova.

Usmjerimo se na ukupan broj bodova ostvaren na obama kolokvijima. Njega modeliramo kontinu-
iranom slucajnom varijablom X s funkcijom distribucije Fy,, gdje je p nepoznato ocekivangje koje
Zelimo procijeniti.

Postignuti ukupni bodovi za promatrani uzorak od 70 studenata (podaci iz varijable bodovi _ukupno)
jedna su realizacija jednostavnog slucajnog uzorka (X1, ..., Xro) iz distribucije F,,. Prema tome,
procjenitelj X7o za ocekivanje od X realizira se aritmetickom sredinom podataka iz varijable bo-
dovi__ukupno, tj. procjena je ocekivanja od X T7g ~ 96.9.

Primjer 4.39. (djelatnici.xls)

Varijabla placa_prije baze podataka djelatnici.xls sadrzi iznos godisnje place za reprezentativan uzo-
rak od 100 djelatnika tvornice A. Godisnju plaéu djelatnika te tvornice modeliramo kontinuiranom
slucajnom varijablom X s funkcijom distribucije F,, gdje je p nepoznato ocekivanje koje Zelimo

procijeniti.
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Iznosi godisnjih placa za promatrani uzorak od 100 djelatnika (podaci iz varijable placa_prije)
jedna su realizacija jednostavnog slucajnog uzorka (X1, ..., X100) iz distribucije F,,. Prema tome,
procjenitelj X100 za ocekivanje od X realizira se aritmetickom sredinom podataka iz varijable
placa_prije, tj. procjena je oCekivanja od X Tioo ~ 24522.

4.3.3 Procjena varijance

Neka je (X1, Xo,...,X,) jednostavni sluc¢ajni uzorak iz distribucije Fy, gdje je 6 =
02 > 0 nepoznata varijanca. Dakle, (X1, Xa,...,X,) je vektor n. j. d. sluéajnih

varijabli iz distribucije Fyp. Oznacimo s p ocekivanje te distribucije.

Ako razmatramo problem procjene varijance, mozemo iskoristiti varijancu uzorka
n
i=1

Medutim, taj procjenitelj nije nepristran. Naime,

8= 2> (=K = 2 (K ) — (K — )
=1 i=1
= K S (R P = (K= ) DX - 10
Bududi da je
Z(Xn —)?=n(X, - p? Z(Xz —p) =n(Xp — p),

slijedi da je

=1
Dakle,
2 1 ) _ , , o
EgS, = g;Ed(Xi — )] = Ep[(Xy, — p)°] = —no* — —
tj.
— -1
EQSZ = n 0
n

Ako napravimo malu korekciju varijance uzorka i definiramo novog procjenitelja,

korigiranu varijanca uzorka

1 < —
52 = — Z(Xi - X,)%
=1




214 PROCJENA PARAMETARA

njegovo ocekivanje bit ¢ée upravo jednako varijanci obiljezja koje proucavamo, pa
¢emo tako dobiti zadovoljeno svojstvo nepristranosti.

Zaista,

2 N2\ _
EpS5 = FEy <n — 1Sn> =0. (4.4)

MoZe se pokazati (vidi npr. [21]) da je S2 ujedno i konzistentan procjenitelj.

Primjer 4.40. (kolokvij.xls)

Neka je X diskretna slucajna vrijabla iz primjera /.38 kojom smo modelirali ukupan broj bodova
studenta postignutih na dvama kolokvijima iz nekog kolegija. Znamo da je procjena océekivanja od
X dana s Tyg = 96.9. Za procjenu varijance koristimo standardne procjenitelje: varijancu uzorka
gio 1 korigiranu varijancu uzorka S$0' Za realizaciju uzorka iz funkcije distribucije od X, danu

Lo . =2 S .
u varijabli bodovi _ukupno, S realizira se procjenom
52, = 43.56,

a S?O procjenom
520 = 44.19.

Primjer 4.41. (djelatnici.xls)

Standardni tabliéni kalkulatori i programski paketi za statisticku analizu imaju ugradenu funkciju
za procjenu varijance definiranu na temelju korigirane varijance uzorka, tj. na temelju procjeni-
telja S2. Procijenimo na taj nacin varijancu neprekidne slucajne varijable X kojom modeliramo
godisnju placu zaposlenika u jednoj tvornici (primger 4.39). Za zabiljeZene vrijednosti slucajne
varijable X na uzorku od 100 zaposlenika te tvornice (varijabla placa_prije) korigirana varijanca
uzorka S%OO realizira se procjenom 3%00 ~ 26069208.1 = 5105.82.

4.3.4 Procjena funkcije distribucije

Neka je (X1, Xo, ..., X,,) jednostavni slu¢ajni uzorak iz nepoznate funkcije distribu-
cije F' sluCajne varijable X. Statisticki model takvog slu¢ajnog uzorka ne mozemo
smatrati parametarskim s obzirom da familija dozvoljenih funkcija distribucije nije
indeksirana nepoznatim parametrom, nego je potpuno neodredena. Takav statis-

ticki model zvat éemo neparametarski.

U takvom modelu opisat ¢emo jedan nacin procjene funkcije distribucije F'. Preciz-

nije, za svaki pojedini 2 € R procjenu vrijednosti funkeije distribucije, F(z).

S obzirom da je F(x) po definiciji P{X; < z}, za svaki ¢ € {1,...,n} i za dani z
zapravo imamo problem procjene vjerojatnosti uspjeha (uspjeh znadi da se realizirao

dogadaj {X; < z}) pa se moZemo posluziti rezultatima iz procjene proporcije.
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Dakle, neka je z fiksan realan broj, a F' funkcija distribucije slu¢ajne varijable X.

Definirajmo slu¢ajnu varijablu

1, X<z
Txsey = 0,X >z
Njezina je distribucija:
0 1
Iix<zsy = , F(x)e€l0,1].
&= =\ pla) o) (x) €10,1]

Uocimo da ovdje F'(x) igra ulogu parametra distribucije slucajne varijable It x<yy.

Iz problema procjene proporcije znamo da je dobar procjenitelj za parametar Ber-
noullijeve distribucije relativna frekvencija jedinice, a u slu¢aju varijable I x <,y to

je relativna frekvencija skupa {X < z}. Oznacimo

~ fix<a 1 &
Fla) = 5= = =3 v ey
i=1

Tada je

za, svaki pojedini z € R i
Var (F(x)) = —0 =200

pa mozemo govoriti o nepristranosti i konzistentnosti procjenitelja 13‘(99) za svaki
pojedini z € R. Tako definiran procjenitelj funkcije distribucije na temelju reali-

zacije jednostavnog slucajnog uzorka zove se empirijska funkcija distribucije.

Primjer 4.42. (djelatnici.xls)

Diskretna numericka varijabla rukovodstvo baze podataka djelatnici.xls iz primjera 4.5 prima vri-
jednosti iz skupa {0,1,..., N}, gdje je N najveéi moguéi broj godina radnog staza koje djelatnik
moZe provesti na rukovodeéoj poziciji. Frekvencije i relativne frekvencije zabiljeZenih vrijednosti
varijable rukovodstvo za djelatnike iz promatranog uzorka dane su w tablici 4.6. Procijenimo
Sfunkciju distribucije diskretne slucajne varijable X kojom modeliramo varijablu rukovodstvo. U tu

svrhu promotrimo kumulativne frekvencije zabiljeZenih vrijednosti te varijable (tablica 4.15).
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’ rukovodstvo H frek. ‘ kumulativna frek. H rukovodstvo H frek. ‘ kumulativna frek.

0 20 0.20 8 3 0.87
1 15 0.35 9 3 0.9
2 13 0.48 10 2 0.92
3 10 0.58 11 2 0.94
4 12 0.7 12 1 0.95
5 10 0.8 13 1 0.96
6 1 0.81 14 2 0.98
7 3 0.84 17 2 1

Tablica 4.15: Tablica frekvencija i kumulativnih frekvencija svih zabiljeZenih vrijednosti varijable
rukovodstvo.

Iz tablice 4.15, preciznije, iz stupca s kumulativnim frekvencijama, slijedi da je procjena funkcije
distribucije slucajne varijable X, tj. njezina empirijska funkcija distribucije, definirana izrazom

0, <0
02 ,0<z<1
035,1<z<2
R 048 ,2<z<3
F(x

(z) 100 058 ,3<z<4
07 ,4<z2<5

I
058f--------

0481~

0.35r-¢

g

— L X
3 14 15 16 17 18 19

Slika 4.14: Empirijska funkcija distribucije slu¢ajne varijable X iz primjera 4.44.
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Primjer 4.43. Funkcija distribucije standardne normalne slucajne varijable definirana je pravi-

lom

xT
1
Fla)= /e—tQ/Q dt, z€R.
— 00

Graf te funkcije prikazan je na slici 2.20 u drugom poglavlju. U ovom cemo primjeru na te-
melju simuliranih vrijednosti iz standardne normalne distribucije (tj. simulirane realizacije n-
dimenzionalnog jednostavnog slucajnog uzorka iz standardne normalne distribucije) ilustrirati po-
nasanje procjene F za F u ovisnosti o veli¢ini uzorka.

Na temelju jedne simulacije 10 vrijednosti iz te distribucije dobili smo graf funkcije ﬁ‘(@ prikazan

na slici 4.15 (stepenasti graf).

e wB|NaaBle

Slrains

Slika 4.15: Grafovi funkcije distribucije i empirijske funkcije distribucije (n = 10) standardne

normalne slucajne varijable.

Grafovi empirijskih funkcija distribucije standardne normalne slucajne varijable za 30 i 100 si-

muliranih vrijednosti prikazani su na slikama /.16 1 /. 17.

1.0

Slika, 4.16: Grafovi funkcije distribucije i empirijske funkcije distribucije (n = 30) standardne

normalne slu¢ajne varijable.
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Slika 4.17: Grafovi funkcije distribucije i empirijske funkcije distribucije (n = 100) standardne
normalne slucajne varijable.

Koristenjem nekog programskog paketa simulirajte 1000 podataka iz standardne mormalne dis-
tribucije ¢ nacrtajte graf empirijske funkcije distribucije. Usporedite ju sa stvarnom funkcijom
distribuctje.

Primjer 4.44. (djelatnici.xls)

Procijenimo funkciju distribucije neprekidne slucajne wvarijable X iz primgjera 4.39 kojom mo-
deliramo godisnju placu djelatnika jedne tvornice. Varijabla placa prije sadrZi mnogo razlicitih
realizacija slucagne varijable X. Uocimo da su frekvencije svih realizacija male. Empirijska funk-
ctja distribucije temeljena na svih 77 razli¢itih realizacija slucajne varijable X moZe se lako ocitati
koristenjem relativnih kumulativnih frekvencija. Tako, npr. F(18400) = 0.05 (tablica 4.16).

’ plaéa ‘ frekvencija ‘ kumulativna frekvencija ‘

16000 1 1
18100 1 2
18300 1 3
18400 2 5
24500 1 57
24600 4 61
42400 1 100

Tablica 4.16: Tablica kumulativnih frekvencija pla¢a djelatnika iz primjera 4.39.
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4.3.5 Procjena parametara u jednostavnoj linearnoj regresiji

Ideja za procjenu parametara u linernom regresijskom modelu (poglavlje 4.2.3) te-
melji se na jednostavnom zahtjevu da treba minimizirati sumu kvadrata odstupanja

eksperimentalnih od teorijskih vrijednosti.

Neka je (z1,y1),-.-,(Tn,yn) dana realizacija slu¢ajnog uzorka iz regresijskog pro-
blema. Onda su yi, ..., Yy, tzv. eksperimentalne vrijednosti, tj. realizacije slu¢ajnog
vektora (Y7,...,Y,) kojega Zelimo opisati modelom

Yi=azx;+b+¢;, i=1,...,n, (4.5)

kao $to je navedeno u poglavlju 4.2.3. S obzirom da ¢; predstavljaju slucajne va-
rijable koje opisuju gresku modela, teorijske su vrijednosti y(x;) = ax; + b. Jedan
procjenitelj za nepoznati vektorski parametar (a,b) moze se dobiti minimizacijom

izraza
n

S(a,b) = Z(y(iﬂz’) —yi)?

i=1
po (a,b) € R x R.
Uvedimo oznake:
T 1
To 1
X = R 5:[a,b]77 y:[ylv'--aynr'
Ty 1

RjeSenje je toga minimizacijskog problema

8= (XTX)*ley. (4.6)

Uvrstimo li sluéajni vektor Y = [Y7,...Y,]” uizraz za B umjesto y, imamo procje-

nitelja za nepoznati parametar (.

Moze se pokazati da je tako definiran procjenitelj za [ nepristran. Za dokaze i ostala

svojstva procjenitelja vidi npr. [21] ili [29].

Primjer 4.45. (automobili.xls)

Baza podataka automobili.xls opisana je u primjeru 4.12. U istom primgjeru opisano je i zna-
cengje izmgerenih vrijednosti varijabli potrosnja i mjerenje u jednostavnom linearnom regresijskom
modelu: x1,...x300 prosjecne su potrosnje promatranog tipa automobila pri voZngji po autocesti br-
zinom 110 km/h (varijabla potrosnja), a y1,...,yso00 realizacije su sluéajnog vektora (Y1,...,Y300)
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kojim modeliramo rezultate mjerenja nekog parametra na tehnickom pregledu tog automobila na-
kon te vozZnje, a za kojega se pretpostavlja da bi kod tehnicki ispravnog automobila trebao biti
linearno povezan s prosjecnom potrosnjom automobila pri velikim brzinama. Uvrstavanjem po-
dataka iz baze automobili.xls w izraz /.6 i primjenom nekog statistickog softvera moZemo dobiti
procjene parametara a i b regresijskog modela 4.5 u ovom primjeru:

a=2138, b=2.349.

Slijedi da modelom odreden rezultat mjerenja promatranog parametra na tehnickom pregledu tog

automobila nakon vozZnje u opisanim wvjetima racunamo pomocu pravila

y(z) = @z +b = 2.138z + 2.349.

4.4 Procjena parametra pouzdanim intervalom

U ovom poglavlju pretpostavit éemo da je statisticki model za podatke parametar-
ski s jednodimenzionalnim parametrom 6 kojega Zelimo procijeniti. Parametar
procjenjujemo koriStenjem procjenitelja 1. S obzirom da je parametar jednodi-
menzionalan, procjenitelj je slu¢ajna varijabla. Procjena je na temelju podataka
samo jedna realizacija procjenitelja. Koristeé¢i distribuciju procjenitelja u danom
statistickom modelu moguce je dobiti i druge informacije o stvarnoj vrijednosti

procijenjenog parametra, ne samo jedan broj koji predstavlja procjenu.

U ovom poglavlju opisat ¢emo koncept procjene parametra pouzdanim interva-
lom i interpretaciju takve procjene te ilustrirati procjenu pouzdanim intervalom na

nekoliko primjera.

Pouzdani interval za procjenu parametra po svojoj definiciji nije interval s realnim
brojevima kao granicama nego interval kojemu su granice slucajne varijable pa ga

mozemo zvati slué¢ajni interval.

Definicija 4.5. Neka je v € (0,1), a sluéajni vektor (X1,...,Xy) s distribucijom
iz parametarske familije P = {Fy : 6 € © C R} neka odreduje statisticki model. Ako
postoje dva procjenitelja D = d(X1,...,X,) i G = g(X1,...,X,) za paramear 0 sa

svojstvima:
o d(xy,...,xpn) < g(x1,...,20), za sve (T1,...,2,) € R(X1,...,Xpn),
e Pp{D<O<G}>+~, zasvehecO,

onda kaZemo da je slucajni interval [D, G| pouzdani interval za 6 pouzdanosti .
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Kao 8to se moZe prepoznati iz definicije, pouzdani interval odreduje se na temelju
zahtjeva da se stvarna vrijednost parametra nalazi u sluéajnom intervalu s vjero-

jatnosc¢u barem 7.

Ako na temelju podataka izra¢unamo realizacije procjenitelja D i G koji su granice
slu¢ajnog intervala, dobit ¢emo obican interval s realnim brojevima kao granicama.
Dakle, realizacija slu¢ajnog intervala obi¢an je interval realnih brojeva. Iz definicije
pouzdanog intervala pouzdanosti v jasno je da ée, pod pretpostavkom adekvatnosti
statistickog modela, u priblizno 100y % slu¢ajeva izrac¢unati interval realnih brojeva

sadrzavati stvarnu vrijednost parametra.

Dakle, interval pouzdanosti v jest sluc¢ajni interval, tj. granice su mu slucajne va-
rijable. Jedna realizacija intervala pouzdanosti 7, odredena na osnovu podataka
(realizacije slu¢ajnog vektora statistickog modela), obican je interval realnih bro-
jeva. Uobicajeno je u praksi i tu realizaciju pouzdanog intervala takoder zvati
pouzdani interval. Medutim, vazno je znati razliku izmedu pouzdanog intervala kao

slu¢ajnog intervala i njegove realizacije - obi¢nog intervala realnih brojeva.

U nastavku ilustriramo postupak odredivanja pouzdanih intervala na nekoliko pri-
mjera. Zainteresirani Citatelj vise o tom problemu moze pronaéi u literaturi koja
opSirnije obraduje teme iz matematicke statistike kao npr. [2], [9], [16], [21], [22],
[24].

4.4.1 Procjena ocekivanja pouzdanim intervalom za velike
uzorke

Neka je (Xi,...,X,) jednostavni slu¢ajni uzorak iz zadane distibucije, oznacimo je

2

F,,, za koju je varijanca poznata i iznosi o, a o¢ekivanje je p1 nepoznato i Zelimo

ga procijeniti iz jedne realizacije uzorka.

Aritmeticka sredina uzorka X, jest jedan nepristran i konzistentan procjenitelj za
oCekivanje. Osim toga, na temelju centralnog grani¢nog teorema poznato je da

standardizirana aritmeticka sredina, tj.

ima asimptotski standardnu normalnu distribuciju. Ozna¢imo sa Z ~ A (0,1). Ko-
ristenjem tih rezultata konstruirat ¢emo pouzdani interval za ocekivanje na temelju

jednostavnoga slu¢ajnog uzorka iz distribucije F),.
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Neka je v € (0, 1) izabrana pouzdanost i z, broj za koji vrijedi
P{lZ| < 2y} =7

Uoc¢imo da vrijednost «y predstavlja povrsinu ispod grafa funkcije gustoée standardne

normalne distribucije nad intervalom [—z.,, z,] (slika 4.18), tj.

1 [ e
Pz <) = o= [ e Ran s,

f(x)

P{lZ] £

—2y 2y

Slika 4.18: Vjerojatnost P{|Z| < z,}.

X ==t /n mozemo dobro aproksimirati standardnom

S obzirom da distribuciju od

normalnom distribucijom za velike n, vrijedi:

<< Xy +zy

yn—,u — o o
Pﬂ{_Z’Y<U\/ﬁ<ZV}:Pﬂ{Xn_Z'Y\/ﬁ < \/ﬁ}

Dakle, vrijedi:
g — g
P“ /,Le X"_27%7X"+Zvﬁ %’}/7

pa slucajni interval [X n— Zvﬁv X, + z,yﬁ] mozemo smatrati pouzdanim inter-

valom za p pouzdanosti v ukoliko imamo veliku veli¢inu uzorka n.

Postupak procjene o¢ekivanja pouzdanim intervalom na temelju realizacije (21, . .., )
jednostavnog slu¢ajnog uzorka iz distribucije s varijancom o2, tj. standardnom de-

vijacijom o, mozemo opisati sljedeé¢im koracima:
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- odrediti broj z, za koji vrijedi da je P{|Z] < z,} = v, gdje je Z ~ N(0,1),
- izra¢unati interval po formuli

g _ a

7 mn—i-%ﬁ . (4.7

Ty — 2y

Interval izra¢unat tim postupkom u priblizno 100v% slu¢ajeva sadrzat ¢e stvarnu

vrijednost ocekivanja .

U praksi najéesée ne znamo stvarnu vrijednost standardne devijacije o. S obzirom
da je taj rezultat izveden za velike uzorke, moze se takoder dokazati da ¢e kori-
Stenje procjenitelja za standardnu devijaciju (korijena korigirane varijance uzorka)
umjesto standardne devijacije u izvodu formule za pouzdani interval, dati analognu
asimptotsku distribuciju. Iz tog se razloga u praksi koristi procjena standardne

devijacije umjesto stvarne vrijednosti standardne devijacije ako je ona nepoznata.

Primjer 4.46. (kolokvij.xls)

Baza podataka kolokvij.xls ukratko je opisana u primgjeru 4.38. Procijenimo intervalom pouzdanosti
v = 0.95 ocekivanje diskretne slucajne varijable X kojom modeliramo ukupan broj bodova ostvaren
na tim dvama kolokvijima. Da bismo izradunali realizaciju traZenog intervala pouzdanosti, trebaju
nam sljedeée vrijednosti

n = 707 Tro R 96.9, S70 ~ 4419, Z20.95 ~ 1.96,

gdje su Tro i s7o redom procjene ocekivanja i standardne devijacije slucajne varijable X. Kori-
Stenjem izraza /4.7 slijedi da je traZeni interval

[86.36, 107.44].

Procjena istog ocekivanja intervalom pouzdanostiy = 0.97 zahtijeva poznavanje vrijednosti zg.97 ~

2.17. TraZena je realizacija intervala pouzdanosti v = 0.97 interval
(85.19,108.61].

Uocimo da se za vecu vrijednost v interval pouzdanosti realizira Sirim intervalom realnih brojeva

nego za manju vrijednost -y.

Primjer 4.47. (djelatnici.xls)

Procijenimo intervalom pouzdanosti v = 0.97 ocekivanje neprekidne slucajne varijable iz primjera
4.39 kojom modeliramo godidnju placu djelatnika jedne tvornice (varijabla placa_prije). Da bismo
izracunali realizaciju traZenog intervala pouzdanosti, trebaju nam sljedece vrijednosti:

n =100, =100 ~ 24522, s100 ~ 5105.8, =zp.97 ~ 2.17,

gdje suT100 % S100 redom procjene ocekivanja i standardne devijacije slucajne varijable X odredene
u primjerima /.39 1 J.41. Kori§tenjem izraza /.7 slijedi da je traZeni interval

[23414, 25630].
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4.4.2 Procjena proporcije pouzdanim intervalom za velike
uzorke

U statistickom modelu koji smo nazvali "problem proporcije" zaklju¢ujemo o vjero-
jatnosti da se realizira broj 1 na temelju n-dimenzionalnoga jednostavnog slu¢ajnog

uzorka iz Bernoullijeve distribucije.

Nepristran i konzistentan procjenitelj koji u tu svrhu koristimo jest relativna frek-

vencija jedinice, tj.
fi

n

Sli¢no prethodnom poglavlju, centralni grani¢ni teorem ovdje omogucéuje odrediva-
nje asimptotske distribucije standardizirane relativne frekvencije jedinice, pa ¢emo

na temelju tog rezultata konstruirati pouzdani interval za proporciju.

Neka je (X1, ...,X,) jednostavni slucajni uzorak iz Bernoullijeve distribucije s pa-
rametrom 6 € (0,1). Tada je
i 1
2 _ 2N x,
Osim toga, f1 ~ B(n,0), pa je
fi fi_6(1-0)

Ey— =10, Varg— =
n n n

Prema centralnom grani¢nom teoremu sada slijedi da slu¢ajna varijabla

Li_g
n

vn (1 —0)

ima asimptotski standardnu normalnu distribuciju. Oznacimo sa Z ~ N(0,1) i z,

odaberimo kao u prethodnom poglavlju, tj. P{|Z| < z,} = v. Sada vrijedi:
< Zv} .

< 2y

fi

Nejednadzba

Vit

bit ¢ée zadovoljena ako je 6 € [61,02], gdje su 0; i 02 rjeSenja jednadzbe

2
92(n + Z,%) — 9(2f1 + Z,2y) + '% =0.
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Pod pretpostavkom da je n velik, u rjeSenjima je te kvadratne jednadzbe n mnogo
vedi od z, pa se zanemarivanjem ¢lanova koji sadrze zi dobije:

Olzf——zv lﬁ(l—ﬁ), by~ I lﬁu_ﬁ).

1

n nn n n nn n

Za danu je realizaciju toga jednostavnog slu¢ajnog uzorka uobicajeno relativnu frek-
venciju jedinice oznaciti s p, a relativnu frekvenciju nule s §. Koristenjem takvih
oznaka i dobivenih rezultata navodimo postupak za racunanje pouzdanog intervala
za proporciju na temelju realizacije jednostavnoga slu¢ajnog uzorka iz Bernoullijeve
distribucije:

e odrediti broj z, za koji vrijedi da je P{|Z| < z,} = ~, gdje je Z ~ N(0,1),

e izrac¢unati interval po formuli:

. [Pq /| Pq
D — 2y z,p—I—zV R (4.8)

Primjer 4.48. Neka je X diskretna slucajna varijabla kojom modeliramo ocjene znanja studenata
jednog fakulteta na usmenom ispitu iz nekog kolegija (primger 4.37). Procijenimo intervalom
pouzdanosti v = 0.95 proporciju studenata koji usmeni ispit polaZu ocjenom izvrstan. Owvdje se
realizacija ocjene izvrstan smatra "uspjehom”, a realizacija bilo koje druge ocjene "neuspjehom”,

pa iz tablice 4.1 slijedi da je
16 16 49

e q =1-—==—.
65 65 65
Kako je n =65, a z0.95 = 1.96, primjenom izraza (4.8) slijedi da je realizacija traZenog intervala

p=

pouzdanosti interval
[0.14,0.35].

Primjer 4.49. (kolokvij.xls)

Neka je X diskretna slucajna varijabla kojom modeliramo ukupan broj bodova studenta ostvaren na
dvama kolokvijima iz nekog kolegija (primjer 4.38). Procijenimo intervalom pouzdanosti v = 0.95
proporciju studenata koji su na kolokvijima ukupno ostvarili barem 100 od mogucéih 200 bodova.
Ovdje se ukupan broj bodova veéi ili jednak 100 smatra "uspjehom”, a ukupan broj bodova manji

od 100 "neuspjehom”, pa iz podataka dostupnih u varijabli bodovi ukupno slijedi da je

39 39 31
P=— m056, G=1—— =— ~0.44.
70 70 70

Kako je n = 70, a z0.95 = 1.96, primjenom izraza 4.8 slijedi da je realizacija traZenog intervala
pouzdanosti interval
[0.44,0.67].

Primjer 4.50. (djelatnici.xls)
Neka je X neprekidna slucajna varijabla iz primgjera 4.39 kojom modeliramo godisnju placu dje-
latnika jedne tvornice. Procijenimo intervalom pouzdanosti v = 0.98 proporciju djelatnika koji
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godisnje zaraduju vise od 30000. Owdje se realizacija godisnje place veée od 30000 smatra "uspje-
hom", a realizacija godisnje place manje ili jednake 30000 "neuspjehom”. Iz podataka za varijablu
placa_prije slijedi da je

p=0.16, ¢=1-0.16=0.84.

Buduéi da je n = 100, a z9.98 = 2.33, primjenom izraza 4.8 slijedi da je traZeni interval

[0.075,0.245].

4.5 Testiranje statistickih hipoteza

Statisticka hipoteza slutnja je koja se odnosi na statisticki model. Cilj je testi-
ranja hipoteze odluéiti o istinitosti ili neistinitosti te slutnje.

Primjer 4.51. O proporciji puSaca izabranog podrucja moZe se zakljucivati na temelju reprezen-
tativnog uzorka koji predstavlja jednu realizaciju jednostavnog slucajnog uzorka iz Bernoullijeve
distribucije s parametrom 6 € (0,1). Nepoznati je parametar 6 upravo proporcija pudaca popula-
cije. Jedna je slutnja/hipoteza koju moZemo testirati npr. da je proporcija pusaca u toj populaciji
manja od 20%.

Postupak testiranja hipoteza uvijek poc¢inje prevodenjem slutnje koja nas zanima u
statisticku hipotezu. To znadi formiranje statistickog modela u okviru kojega ¢emo
zakljucivati i izricanje hipoteze u terminima koji se odnose na odabrani statisticki
model. S obzirom da je statisticki model P familija funkcija distribucije koje su
dozvoljene prilikom zakljuc¢ivanja o zadanom problemu, o¢igledno je da postavljena
hipoteza zapravo odreduje jedan podskup od P. U prethodnom je primjeru statis-
ticki model odabran, a hipotezu mozemo iskazati kao podskup distribucija modela
za koji vrijedi nejednakost 6 < 0.2.

Statisticku hipotezu standardno oznacavamo s H. Testirati hipotezu znac¢i donijeti

odluku o tome hoéemo li H odbaciti ili ne.

Odluku u postupku testiranja hipoteza donosimo na temelju odabranog kriterija i
realizacije uzorka. Odabrati kriterij zapravo znaci definirati pravilo za odbacivanje
hipoteze. S obzirom da se odluka donosi na temelju realizacije slu¢ajnog vektora
(Xq,...,X,) statistickog modela, pravilo mora biti iskazano u terminima tog slu-

¢ajnog vektora . U tu svrhu koristimo pojam "statistika".

Definicija 4.6. Neka je (X1,...,X,) slucajni vektor statistickog modela P na te-
melju kojega donosimo zakljucke i neka jet : R(X1,...,X,) — R¥ zadana funkcija.
Slucajni vektor/varijablu T = t(Xy,...,X,) zovemo statistika za taj statisticki
model.
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Uoc¢imo da je i procjenitelj jedna statistika, ali s dodatnim zahtjevom na skup

vrijednosti funkcije ¢.

Sli¢no kao kod definiranja pouzdanih intervala za procjenu nepoznatog parametra,
kod odabira pravila za testiranje hipoteza koristimo svojstva statistike kao slucaj-
nog vektora/varijable, a prilikom donoSenja odluke koristimo odabranu statistiku i

pravilo te realizaciju statistike na podacima.

Pravilo po kojemu odbacujemo postavljenu hipotezu podijelit ¢e skup svih moguéih
realizacija sluCajnog vektora statistickog modela na dva disjunktna dijela. Uob-
¢ajeno ih oznaavamo s C, i Cf, pri ¢emu je C, dio koji odgovara odbacivanju
postavljene hipoteze i kojega zovemo kritiéno podrucdje.

S obzirom da postavljena hipoteza H izdvaja podskup distribucija iz statistickog
modela P, uobi¢ajeno je uvesti i drugu hipotezu u postupku testiranja. Ta hipoteza
obuhvatit ée sve one distribucije koje nisu sadrzane u H. Zbog toga Cesto govorimo o
testiranju dviju hipoteza u statistickom testu. Jednu od njih zovemo nul-hipoteza
i oznacavamo s Hy, a drugu alternativna hipoteza i oznacavamo s H;. Alter-
nativna hipoteza jest ona koju prihvacamo u sluc¢aju odbacivanja nul-hipoteze. Za
statisticki model P vrijedi:

P =HoUH;.

4.5.1 Pogreske statistickog testa

Odluka koja je donesena statistickim testom moze biti pogresna ili ispravna. Pritom

se mogu dogoditi dva tipa pogresne odluke:

pogreska I. tipa:  odbaciti H, ako je ona istinita,
pogreska II. tipa: mne odbaciti Hy ako je H; istinita.

Vjerojatnosti pogreske prvog tipa i pogreske drugog tipa ovise o stvarnoj distribu-
ciji slu¢ajne varijable o kojoj testiramo hipotezu, tj. te su vjerojatnosti zapravo
funkcije koje distribuciji iz P pridruzuju broj, ali one nisu definirane na istoj do-
meni. Vjerojatnost pogreske prvog tipa moze se raCunati za svaku distribuciju iz
Ho, dok se vjerojatnost pogreske drugog tipa ra¢una za svaku distribuciju iz H;.

Tlustrirajmo taj postupak na primjeru.

Primjer 4.52. Pretpostavimo da Zelimo zakljucivati o proporciji pusaca izabranog podrudja na
temelju jednostavnoga sluéajnog uzorka iz Bernoullijeve distribucije s parametrom 6 € (0,1) (pri-
mger 4.51). Neka je P = {Fp : Fyp Bernoullijeva, 8 € (0,1)} pripadn: statisticki model. Taj model
parametarski je, pa i hipoteze mozZemo izraZavati u terminima parametra. Imamo slutnju da je
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proporcija puSaca manja ili jednaka 20%. Statisticka hipoteza koja opisuje ovu slutnju jest podskup
od P za koji vrijedi 6§ < 0.2. Dakle,

Ho: 0 <0.2,

Hi: 60>0.2.

Za taj parametarski model podjela P na Ho © H1 ekvivalentna je podjeli skupa dozvoljenih vrijed-
nosti parametra (0,1) na dva dijela: (0,0.2] i (0.2,1). Vijerojatnost pogreske prvog tipa i vjerojat-
nost pogreske drugog tipa sada moZemo promatrati kao funkcije od nepoznatog parametra. Ako je
odabran postupak za odbacivanje nul-hipoteze, znadi da je definirano kriticno podrucje Cr, pa se
te funkcije mogu definirati na sljedeéi nacin:

- wjerojatnost pogreske prvog tipa a:

a:(0,0.2] = [0,1], «(f) = Po{(X1,...Xn) € Cr},
- wjerojatnost pogreske drugog tipa B:

B:(02,1) = [0,1], B(0) = Po{(X1,... Xn) € C7}.

U prehodnom primjeru uo¢imo da se funkcija § moze prikazati kao

B(O) =1 — Pp{(X1,...X,) € Cr-}.

Objedinjeni prikaz obiju funkcija vjerojatnosti pogreske postize se definiranjem

funkcije jakosti testa.

Funkcija jakosti testa, u oznaci 7, definirana je za svaku distribuciju iz P (od-
nosno za svaku dozvoljenu vrijednost parametra ako je statisticki model parametar-
ski) kao

m(F) = Pr{(Xy,...,X,) €C,}, FeP,

odnosno za parametarski statisticki model
m(0) = Pp{(Xy,..., Xn) €C,}, 0€06.

Uo¢imo da je
a(F)=n(F), VF € Hoy,
B(F)=1—m(F), VFe€H,.

Ilustrirajmo primjerom funkciju jakosti testa i njezinu vezu s vjerojatnostima po-
greske.
Primjer 4.53. U problemu zakljucivanja o proporciji puSaca na nekom podrudju (primgeri /.51

i 4.52) Zelimo testirati hipotezu da je proporcija pusacda manga ili jednaka 20%. Statisticki model
i hipoteze opisani su u primjeru 4.52:

Ho: 0<0.2,
Hi: 60 >0.2.

Odaberimo sljedeée pravilo odbacivanja nul-hipoteze:
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Cy: odbacit éemo nul-hipotezu ako je relativna frekvencija pusaca u uzorku veéa od 22%.

Uz standardnu oznaku f1 za frekvenciju puSaca, funkcija je jakosti za takav test dana izrazom
w(0) = Pp{(X1,...,Xn) €Cr} =Py {é > 0.22} )
n
Pod pretpostavkam statistickog modela znamo da je fi ~ B(n,0). Dakle, vrijedi:

Py {% > 0.22} =Py{fi >022n} = > <Z>9k(1 — g+,

k>0.22n

Graf te funkcije za n=100 prikazan je slikom /.19.

y

; ; ; ; X
0.2 0.4 0.6 0.8

Slika 4.19: Funkcija jakosti testa za kriti¢no podrugje 1 > 0.22.

n

S obzirom da je w(0.2) = 0.261067, vidimo da je maksimalna vjerojatnost pogreske prvog tipa

max «(f) = 0.261067,
6cHo

dok je maksimalna vjerojatnost pogreske drugog tipa za tako definirano kriticno podrudje

max 3(0) =1 — 0.261067 = 0.738933
0cHq

Odabirom drugog kriticnog podrudja tako da granicu za odbacivanje nul-hipoteze pomaknemo u
vecée vrijednosti, npr.

Cyr: odbacit éemo nul-hipotezu ako je relativna frekvencija pudacda u uzorku veéa od 30%,

mozZemo smangiti maksimalnu vjerojatnost pogreske prvog tipa, ali ée se povecati maksimalna
vjerojatnost pogreske drugog tipa. Grafovi funkcija jakosti testa za oba navedena kritiéna podrucja

i n = 100 prikazani su slikom 4.20.
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y
A
0.8}
O'6f fi/n>0.22
04l _ fi/n> 0.3
0.2
‘ ‘ ‘ x

0.2 0.4 0.6 0.8

Slika 4.20: Funkcije jakosti testa za kriti¢na podrudja % >0.221 % >0.3.

Za novo je kriticno podrudje

max a(0) = 0.00605934
6cHo

max () =1 — 0.00605934 = 0.993941.
0cH,

Povecéanje maksimalne vjerojatnosti jedne pogreske ako zelimo smanjiti maksimalnu
vjerojatnost druge pogreske, ilustrirano prethodnim primjerom, nije neuobicajno.
Dapace, moZe se pokazati da je nemoguée odabrati kriticno podrucje koje bi mi-
nimiziralo maksimalnu vjerojatnost obiju pogreSaka po svim mogué¢im kriti¢nim
podrucjima. Zbog toga se odabir kriti¢nog podrucja vrsi tako da se dopusta istra-
zivaCu izbor maksimalne vjerojatnosti pogreske prvog tipa koju Zzeli prihvatiti. Te
se vrijednosti uglavnom biraju izmedu brojeva 0.01, 0.05 ili 0.1. Odabrana maksi-
malna vjerojatnost pogreske prvog tipa zove se razina znacajnosti testa ili nivo
signifikantnosti testa i standardno oznacava s a. Uz izabranu razinu znacajnosti
testa, test se dizajnira uz nastojanje da se maksimalna vjerojatnost pogreske dru-
gog tipa uéini §to manjom. Dakle, maksimalna je vjerojatnost pogreske drugog tipa
temelj za teorijsku analizu testa i odabir test-statistike, no najcesée se ne iskazuje
u primjeni testa. Primjena se oslanja na ¢injenicu da je odabrani test kreiran kao

optimalan za dani skup pretpostavki.

Uzimajuéi u obzir da ¢emo biti u moguénosti birati maksimalnu vjerojatnost po-
greske prilikom odbacivanja nul-hipoteze, to je informacija koju u primjeni testa
referiramo. Npr. reé¢i ¢emo da odbacujemo nul-hipotezu na nivou znacaj-
nosti a, tj. da odbacujemo nul-hipotezu uz vjerojatnost najvise o da smo pri tome
pogrijesili. Ako pravilo testa primijenjeno na podatke sugerira da ne odbacimo

nul-hipotezu, prilikom primjene testa obi¢no nemamo dostupnu informaciju koliko
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iznosi maksimalna vjerojatnost da smo pogrijesili. Zato éemo tada re¢i kako podaci
ne podupiru tvrdnju da Hg treba odbaciti.

Takav neravnopravan odnos izmedu nulte i alternativne hipoteze prilikom kreiranja
statistickog testa upucéuje na ¢injenicu da nije svejedno kako smo izbrali nultu i
alternativnu hipotezu i pripadni test. Ukoliko je moguée, uputno je u primjeni
birati statisticki test kojemu alternativna hipoteza odgovara tvrdnji koju Zelimo
dokazati.

Tako je teorija odabira optimalne test-statistike vrlo razvijena (vidi npr. [18], [2],
[21]) ovdje se neéemo baviti metodama za odabir optimalnih statistika za testiranje
hipoteza odabranog modela. U nastavku samo ilustriramo intuitivohu metodu oda-
bira postupka za testiranje hipoteza na nekoliko primjera bez analize maksimalne
vjerojatnosti pogreske drugog tipa. Zainteresirani ¢itatelj vise o tom problemu moze
pronadi u literaturi koja opsirnije obraduje teme iz matematicke statistike kao npr.
2], [9], 116, [21], [22], [24].

4.5.2 Testiranje hipoteze o ocekivanju za velike uzorke

U ovom poglavlju ilustrirat ¢emo jedan od statistickih testova koji mozemo koristiti
prilikom testiranja hipoteza o iznosu ocekivanja distribucije slu¢ajne varijable na
temelju koje je formiran statisticki model jednostavnoga sluc¢ajnog uzorka. Problem

ilustriramo sljede¢im primjerom.

Primjer 4.54. Pretpostavimo da Zelimo provjeriti je li ocekivana vrijednost vremena cekanja u
redu studentske menze u vrijeme rucka veéa od pet minuta. U tu svrhu, od sto slucajno izabranih
studenata koji odlaze na rucak u studentsku menzu prikupljamo podatke o vremenu cekanja. Tako
dolazimo do podataka (z1,...,z100). Na temelju tih podataka aritmetickom sredinom procijenili
smo ocekivanje slucajne varijable iz koje potjecu podaci - procjena je iznosila 6.5 minuta. Znajudci
iz prethodnih proucavanja te slucajne varijable da je njezina varijanca 25, Zelimo testirati slutnju

da je ocekivano vrijeme cekanja veée od 5 minuta.

Test kojim mozemo testirati takvu slutnju izvest ¢emo na temelju statistickog mo-
dela jednostavnog slu¢ajnog uzorka (X, ..., X,,) iz distribucije F' kojoj je varijanca

2

poznata i iznosi 0“, a ocekivanje p jest nepoznato.

Postavimo nultu i alternativnu hipotezu na sljede¢i nacin:

Ho: pp= pio
Hi: p> po.
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Ako je Hq istinita hipoteza, a uzorak velik, onda je distribucija artmeticke sredine
uzorka priblizno normalna s o¢ekivanjem j i varijancom o2 /n (centralni graniéni

teorem!). Dakle, pod pretpostavkom je istinitosti nul-hipoteze distribucija od

X —
Z/ — lu‘o\/ﬁ

g

priblizno standardna normalna i o¢ekuje se realizacija od Z’ blizu ili manje od nule
(slika 4.21). Uoc¢imo primjerice da se realizacije vece ili jednake 1.64 pojavljuju s

vjerojatnoséu priblizno 0.05, tj. da je

P{Z' >1.64} ~ 0.05.

A f(@)

P{Z >1.64} =0.05

>
1.64

Slika 4.21: Povrsina ispod grafa funkcije gustoée standardne normalne distribucije

nad intervalom [1.64, c0).

Pretpostavimo da se u naSem sludaju Z’ realizirala brojem 2. U uvjetima istini-
tosti hipoteze Hg ofekujemo realizacije od Z’ bliske 0 ili manje od 0. Veéi iznosi
realizacija od Z’ idu u prilog alternativnoj hipotezi, ali to ne zna¢i da se ne mogu
dogoditi i ako je Hy istinita hipoteza. Naime, ako je Hy istinita hipoteza, vjerojat-
nost da se slu¢ajna varijabla Z’ realizira brojem veéim ili jednakim 2 iznosi priblizno
P{Z > z}.

Sada zaklju¢ujemo na sljedeéi na¢in. Ako je Hq istinita hipoteza, realizacije vece ili
jednake Z mogu se pojaviti, a vjerojatnost je za to priblizno P{Z > 2}. Dakle, ako
odbacimo nul-hipotezu, vjerojatnost je da ¢emo time pogrijesiti najvise P{Z > z}.
Ukoliko je taj broj manji od standardno prihvaéenih vrijednosti za maksimalnu

vjerojatnost pogreske prvog tipa (tj. nivoa znacajnosti testa), hipotezu Hy moZzemo
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odbaciti. U suprotnom kazemo da nemamo dovoljno argumenata za odbacivanje

hipoteze Hyg.

Na sli¢an bismo na¢in bismo proveli postupak testiranja u slu¢aju da je alternativna
hipoteza oblika H1 : p < po. Tada vjerojatnost p = P, {Z' <2}~ P{Z <2}, Z ~
N(0,1), usporedujemo s razinom zna¢ajnosti o, koja je u tom slu¢aju povrsina ispod
grafa funkcije gustoce standardne normalne distribucije nad intervalom (—oo, z4]
(slika 4.22).

)

P{Z < z,}

—
Za
Slika 4.22: Povrsina ispod grafa funkcije gustoce standardne normalne distribucije

nad intervalom (—o0, z,].

Objasnjeni postupak opcenito zapisujemo na sljedec¢i nacin:

e Nul-hipoteza:
HO M= Mo,

o Test-statistika:

Xn — Mo
o/vn

Ovdje je n veli¢ina uzorka, X,, aritmeticka sredina uzorka, a o poznata stan-

AR

dardna devijacija.

e U uvjetima istinitosti nul-hipoteze ocekujemo da je realizacija od Z’ (ozna-
¢it éemo je 2) blizu ili veéa od 0 jer varijabla Z’ ima priblizno standardnu
normalnu distribuciju. Ako ozna¢imo Z ~ A(0,1), na osnovu realizacije 2

statistike Z’ na podacima mozemo odrediti takozvanu p-vrijednost kao:

p = P{Z > z}, ako je alternativna hipoteza oblika H : p > po,
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p = P{Z < z}, ako je alternativna hipoteza oblika H1 : u < po.

e Tako izracunatu p-vrijednost usporedujemo s razinom znacajnosti a. U slu-
¢aju da je p < «, odbacujemo nul-hipotezu na razini znacajnosti . Ako je
p > «, zaklju¢ujemo da nemamo dovoljno informacija koje bi poduprle odluku

o odbacivanju nul-hipoteze.

Treba napomenuti da je pretpostavka o poznatoj varijanci iz te procedure nerealna
za primjene. S obzirom da je taj rezultat izveden za velike uzorke, moze se takoder
dokazati da ¢e koristenje korigirane varijance uzorka umjesto varijance u izvodu
formule za test-statistiku dati analognu asimptotsku distribuciju. Iz tog se razloga
u praksi koristi procjena za varijancu umjesto stvarne vrijednosti varijance ako je

ona nepoznata.

Primjer 4.55. (kolokvij.xls)

Promotrimo ponovno diskretnu slucajnu varijablu X kojom modeliramo ukupan broj bodova koje
je student ostvario na dvama kolokvijima iz nekog kolegija. Iz primjera /.38 znamo da je procjena
njezinog ocekivangja realan broj 96.9. Koristenjem istih podataka testirajmo hipotezu da je oceki-
vani ukupni broj bodova ostvaren na tim dvama kolokvijima manji od 100. U tu svrhu postavimo
statisticke hipoteze na sljedeéi nacin:

Ho : p =100,

Hi: p < 100.
Da bismo donijeli odluku na nivou znadajnosti a = 0.05, racunamo vrijednost 2 test-statistike Z'
temeljenu na podacima iz varijable bodovi ukupno:

T70 — MO _ 96.9 — 100 _
s70/V/70  44.19/4/70

Odavde upotrebom kalkulatora vjerojatnosti slijedi da je pripadna p-vrijednost

—0.59.

2=

p=P{Z < 2} =0.28,

Sto je veée od zadane razine znacajnosti a = 0.05. Zakljucujemo da, na razini znacajnosti o =
0.05, ne moZemo turditi da je ocekivani ukupni broj bodova ostvaren na tim dvama kolokvijima
mangi od 100.

Primjer 4.56. (djelatnici.xls)

Neka je X neprekidna slucajna varijabla iz primjera 4.39 kojom modeliramo godisnju placu dje-
latnika jedne tvornice. U primjeru 4.39 pokazali smo da je Tioo = 24522 procjena njezinog
ocekivanja, a u primjeru 4.41 da je 3%00 = 26069208.1 procjena varijance na temelju odabranog
uzorka.

Zelimo provjeriti je li ocekivanje od X veée od 23000 na razini znacajnosti o = 0.05. U tu svrhu
postavljamo statisticke hipoteze:

Ho : p = 23000,
Hi: p > 23000.
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Da bismo donijeli odluku, racunamo vrijednost 2 test-statistike Z' na temelju podataka za varijablu

placa_prije:

N 100 — MO 24522 — 23000
z = =

= ~ 2.98
5100/10 1/26069208.1/10

Odavde upotrebom kalkulatora vjerojatnosti slijedi da je pripadna p-vrijednost

p=P{Z>3}=0.0014,

Sto je manje od zadane razine znacajnosti oo = 0.05. Stoga zakljucujemo da, na nivou znacajnosti
a = 0.05, prihvaéamo alternativnu hipotezu, tj. tvrdimo da je ocekivangje godisnje place djelatnika

u promatranoj tvornici veée od 23000.

4.5.3 Testiranje hipoteze o proporciji za velike uzorke

O proporciji ¢éemo, u ovom primjeru statistickog testa, zaklju¢ivati na temelju n-
dimenzionalnoga jednostavnog slu¢ajnog uzorka iz Bernoullijeve distribucije. Neka
je sluéajni pokus modeliran Bernoullijevom slu¢ajnom varijablom s tablicom distri-
bucije

01

ap

X = , pe(0,1), g=1-p.

Testirat éemo hipotezu o vrijednosti parametra p koji ima znacenje vjerojatnosti re-
alizacije "uspjeha" (tj. jedinice) u jednom izvodenju danog pokusa. U tom postupku
koristimo relativnu frekvenciju realiziranih "uspjeha" (jedinica) kao procjenitelj za

nepoznatu vjerojatnost p i oznacavamo ju s p.

Postavimo nul-hipotezu na sljedeé¢i nacin:

Ho: p=po.

Iskoristimo test-statistiku
Z/ — p - pO

/ po(1—po) ’

U uvjetima istinitosti nul-hipoteze centralni grani¢ni terem garantira da slucajna
varijabla Z’ ima priblizno standardnu normalnu distribuciju za velike n. Ako je
Z ~ N(0,1), na osnovu realizacije 2 test-statistike Z’ na naSem uzorku moZemo

odrediti p-vrijednost kao:
e p = P{Z > z} ako je alternativna hipoteza oblika H; : p > po,

e p = P{Z < %} ako je alternativna hipoteza oblika H; : p < po.
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Tako izra¢unatu p-vrijednost usporedujemo s razinom znacajnosti a. U slucaju da
je p < «, na razini znacajnosti o odbacujemo nul-hipotezu Hy. Ako je p > «,

nemamo dovoljno informacija koje bi poduprle odluku o odbacivanju nul-hipoteze.

Veli¢ina uzorka za provodenje tog testa treba biti najmanje takva da interval

po(1 —po) po(1 —po)
— 3¢/ o) g4 /200" T F0)
Po " ;Po + i

Primjer 4.57. Iskoristimo podatke o ocjeni studenata na usmenom dijelu ispita izabranog kolegija

ne sadrzi ni 0 ni 1.

iz primjera 4.37. Zanima nas je li proporcija studenata koji taj usmeni ispit polaZu ocjenom
izurstan manja od 0.2. Iz tablice 4.1/ znamo da je relativna frekvencija studenata koji su ispit
polozili izvrsnom ocjenom p = 0.16. Postavljamo statisticke hipoteze:

Ho: p=0.2,
Hi: p<O0.2.

Da bismo donijeli odluku, racunamo vrijednost 2 test-statistike Z':

.16 — 0.2
2:70 6-0 = —0.81.

/0.2(1—0.2)
65

Odavde slijedi da je pripadna p-vrijednost
p=P{Z <z} =0.21,

Sto je veée od zadane razine znacajnosti a = 0.05. Zakljucujemo da na razini znacajnosti o = 0.05
ne mozZemo poduprijeti hipotezu da je proporcija studenata koji taj usmeni ispit polaZu ocjenom

izvrstan manja od 20%.

Primjer 4.58. (kolokvij.xls)

Vratimo se bazi podataka kolokvij.xls i testirajmo je li proporcija studenata kojgi su na kolokvijima
ostvarili ukupno barem 100 bodova veéa od 50% na razini znacajnosti o = 0.05. Iz primjera /.49
znamo da je relativna frekvencija takvih studenata p = 0.56, pa su statisticke hipoteze oblika

Ho: p=0.5,
Hi: p>0.5.
Racunamo vrijednost 2 test-statistike Z':
5= 090205 ) ooy

0.25
70

p=P{Z>2}=0.16

Odavde slijedi da je pripadna p-vrijednost

Sto je wveée od zadane razine znacajnosti o« = 0.05. Stoga zakljucujemo da ne odbacujemo nul-
hipotezu na razini znacajnosti o = 0.05, tj. na nivou znacajnosti o« = 0.05 ne mozZemo tvrditi da

vise od 50% studenata postiZe barem 100 bodova na kolokvijima.
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Primjer 4.59. (djelatnici.xls)
Vratimo se primgjeru 4.39 i testirajmo je li proporcija zaposlenika koji imaju godisnju plaéu manju
od 30000 veéa od 75% na razini znacajnosti o = 0.05. Iz tablice frekvencija za varijablu placa _prije
vidimo da je relativna frekvencija takvih djelatnika p = 0.86, pa su statisticke hipoteze oblika

Ho : p=0.75,

Hi: p>0.75.

Racunamo vrijednost 2 test-statistike Z':

N 0.86 — 0.75
Z= ———— = 2.54.

[0.75(1—0.75)
100

Odavde slijedi da je pripadna p-vrijednost
p=P{Z > 2} = 0.0055,

Sto je manje od zadane razine znacajnosti a = 0.05. Stoga zakljucujemo da odbacujemo nul-
hipotezu na razini znadajnosti a = 0.05, tj. na razini znacajnosti « = 0.05 moZemo turditi da vise
od 75% djelatnika te tvornice ostvaruje godisnju plaéu manju od 30000.

4.5.4 Testiranje hipoteze o jednakosti ocekivanja

Do sada prezentirani testovi kreirani su na temelju najjednostavnijega statistickog
modela, tj. modela jednostavnog slu¢ajnog uzorka iz zadane jednodimenzionalne
distribucije. U ovom poglavlju navodimo dva testa koja se na prvi pogled ne ukla-

paju u takav model, ali se prikladnim pristupom problemu mogu svesti na njega.
Zavisni uzorci

Za ilustraciju problema navodimo prvo primjer.

Primjer 4.60. Farmaceutska tvrtka Zeli testirati ucinkovitost novog lijeka na smanjenje razine
triglicerida w krvi. U tu svrhu odabire osobe u reprezentativnu skupinu za testiranje i izvodi
mjerenje razine triglicerida prije uzimaja lijeka. Iste osobe koriste lijek u zadano vrijeme. Nakon
toga se ponovo mjeri razina triglicerida. Dobiveni podaci prikazani su sljedecom tablicom:

pacijent ‘ prije ‘ poslije

1 z1 Y1
2 x2 Y2
n In Yn

IstraZivaci bi htjeli dobiti odgovor na pitanje dolazi li do promjene razine triglicerida nakon uzi-

manja lijeka.

Analogni problemi pojavljuju se ¢esto u primjenama. KaZemo da u takvim sluca-

jevima analiziramo istu karakteristiku (varijablu) prije i nakon tretmana.
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Statisticki model za zaklju¢ivanje moZzemo postaviti koriStenjem sluc¢ajnog vektora
tako da parove (z;,¥;), i = 1,...,n, smatramo medusobno nezavisnim realizacijama
slu¢ajnog vektora (X,Y’), gdje komponenta X opisuje varijablu na populaciji prije
tretmana, a Y varijablu na populaciji nakon tretmana. Tako nastao sluc¢ajni uzorak
(X1, Y1), (X2,Y2),...,(X,,Y,)) niz je nezavisnih jednako distribuiranih slu¢ajnih
vekotra ¢ije komponente X; i Y;, i € {1,...,n}, ne moraju biti nezavisne, §to kom-
plicira statisticki model. Medutim, problem analize razlika u distribuciji varijable
prije i poslije tretmana moze se postaviti i tako da formiramo slu¢ajnu varijablu
razlike:
D=X-Y.

Ako je ocekivanje sluCajne varijable D razli¢ito od nule, to je svakako dokaz da su
razlike u distribuciji izmedu X i Y bitne. U tu svrhu proSirimo tablicu podataka
novom varijablom "razlike" i promatramo statisti¢ki model jednostavnoga sluc¢ajnog

uzorka iz distribucije sluc¢ajne varijable D.

br | tretman 1 | tretman 2 razlike
& U1 dy =21 -1
2 T Y2 dy =1 — Y2
n L Yn dn =1 — Yn
Postavimo hipotezu:
7‘[0 UD = 0.

Ukoliko je uzorak dovoljno velik, u poglavlju 4.5.2 opisali smo proceduru za tes-
tiranje te hipoteze u kombinaciji s alternativnom hipotezom pup > 0 ili up < 0.
U tom slu¢aju za varijancu od D mozemo koristiti korigiranu varijancu uzorka iz

distribucije od D, kao §to je navedeno u poglavlju 4.5.2.

Primjer 4.61. (djelatnici.xls)

U bazi podataka djelatnici.xls raspolaZemo podacima o godisnjim plac¢ama za uzorak od 100 djelat-
nika jedne tvornice (tvornice A). Varijabla placa_prije sadrZi iznose godisnjih placa za djelatnike
iz uzorka prije reorganizacije poslovnog sustava, a varijabla placa_poslije iznose godisnjih placa za
isti uzorak djelatnika nakon reorganizacije. Buduéi da se ovdje radi o istom uzorku djelatnika cije
godisnje place pratimo prije i poslije reorganizacije posla, kaZemo da se radi o zavisnim uzorcima.
Oznacimo s XU slucajnu varijablu kojom modeliramo godisnju placu djelatnika tvornice A prije
reorganizacije, a s X2 sluéajnu varijablu kojom modeliramo godisnju placu djelatnika te tvornice
poslije reorganizacije. Zanima nas razlikuju li se na nivou znacajnosti o = 0.05 ocekivanja placa
djelatnika te tvornice prije i poslije reorganizacije posla. Prije nego postavimo potrebne statisticke
hipoteze, procijenimo, na temelju realizacija jednostavnih slucajnih uzoraka iz distribucija od X (1)
% X(z), ocekivanja i varijance od X(l), X®@ ;p=x0_x®, Procjene su dane u tablici 4.17.
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sluajna varijabla | procjena ocekivanja | procjena varijance

x@) 24522 26069208.1
x () 24986.85 26252789.5
D —464.85 116302.63

Tablica 4.17: Procjene ocekivanja i varijanci slu¢ajnih varijabli X (1) i X(2),

Postavimo statisticke hipoteze:

Ho: up =0,
Hi: pp <O0.

Da bismo donijeli odluku o tome odbacujemo li na nivou znacajnosti o = 0.05 nul-hipotezu ili
ne, racunamo vrijednost 2 test-statistike Z' temeljem procjena odekivanja i varijance slucajne
varijable D i vrijednosti pg = 0:

—464.85 _
V/116302.63/10

Odavde, upotrebom kalkulatora vjerojatnosti, slijedi da je pripadna p-vrijednost

—13.63.

2=

p=P{Z <2} <1078,

Sto je manjge od zadanog mivoa znadagjnosti a = 0.05, stoga odbacujemo nul-hipotezu na nivou
znacagnosti o = 0.05 @ prihvacamo alternativnu hipotezu, tj. turdimo da je ocekivanje godisnje
place djelatnika tvornice A prije reorganizacije bilo manje od oéekivanja godisnje place djelatnika

iste tvornce nakon reorganizacije.

Nezavisni uzorci

Za ilustraciju problema prvo navedimo jedan primjer.

Primjer 4.62. Ured za kvalitetu na nekom fakultetu Zeli provjeriti je It doslo do bitne promjene
u distribuciji ocjene iz kolegija Matematika 1 koju su ostvarili studenti generacije 2009./2010. u
odnosu na generaciju 2008.,/2009. U tu svrhu prikuplja podatke o ocjenama na uzorcima studenata
i modelira ocjenu iz tog kolegija kao slucajnu varijablu i to X za generaciju 2008./2009., a Y za
2009./2010. Takoder, pretpostavlja da su X 1Y nezavisne slucajne varijable. Prikupljeni podaci
o ocjenama (z1,...,Zn) % (Y1,--.,Ym) realizacije su jednostavnih slucajnih uzoraka iz distrbucije
od X, odnosno iz distribucije od Y.

Statisticki model opisan u tom primjeru sastoji se od distribucija slu¢ajnog vek-
tora (X1, Xa,...,Xn, Y1,Ys,...,Y,,) nezavisnih, ali ne nuzno jednako distribuira-
nih slu¢ajnih varijabli. Medutim, prvi dio vektora, tj. (X1, Xs,...,X,) jest jed-
nostavni sluc¢ajni uzorak iz distribucije slu¢ajne varijable X, dok je drugi dio,

(Y1,Ys,...,Y,,), jednostavni slu¢ajni uzorak iz distribucije slu¢ajne varijable Y.

Jednostavan na¢in potvrde postojanja razlike u distribucijama potvrda je postojanja
razlike u oc¢ekivanjima tih distribucija. Ovdje ¢emo navesti jedan test kojim mozemo

testirati upravo takve hipoteze, tj. hipoteze o razlici u oc¢ekivanjima.
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U tu svrhu pretpostavimo da su veli¢ine uzoraka (n i m) velike te uoéimo da su

X, iY,, dvije sludajne varijable s asimptotski normalnim distribucijama. Osim
J— J— J— 2 J— 2 J— J—

toga, E(X,) = px, dok je E(Y,,) = py, Var X, = 2%, VarY,, = 2, a X, 1Y,

nezavisne su slucajne varijable.

Neka je D = X,, — Y ,,. Uocimo da je
2 2
ED=pux —py, VarD:U—XJrU—Y.
n m

Sada mozemo testirati slutnju o postojanju razlika u ocekivanjima koristenjem dis-

tribucije sluc¢ajne varijable D. Postavimo statisticku hipotezu:
7‘[0 UD = 0.

Statisticka teorija dokazuje da, u uvjetima istinitosti Hg, standardizirani oblik slu-
¢ajne varijable D, tj. slu¢ajna varijabla

D
0'2 0'2
Vi

ima asimptotski standardnu normalnu distribuciju. Ukoliko varijance nisu unaprijed

7 =

poznate (to je u praksi slucaj), moramo modificirati Z’ kori§tenjem varijance uzorka
kao procjenitelja za varijancu, pa koristimo statistiku

D
[5% st
=t

koja takoder ima asimptotski standardnu normalnu distribuciju ako je Hy istinita

Z// —

hipoteza.

Koristenjem statistike Z” testiramo hipotezu Hy u kombinaciji s alternativnom

hipotezom Hi:up > 0 ili Hy:up < 0 analognim postupkom kao u poglavlju 4.5.2.

Primjer 4.63. (djelatnici.xls)

U bazi podataka djelatnici.xls raspolaZemo podacima o godisnjim placéama za uzorke od po 100 dje-
latnika iz dviju konkurentskih tvornica - tvornice A (varijable placa_prije 4 placa_poslije, pogledati
primjer 4.61) i tvornice B (varijabla placa__konkurencija). Buduéi da se radi o uzorcima djelatnika
iz dviju razlicitih tvornica, zakljucujemo da se radi o mezavisnim uzorcima.

Oznacimo ponovno s XU 4 X2) slucajne varijable kojima modeliramo godisnje place djelatnika
tvornice A prije i poslije reorganizacije posla, redom, te s Y sludajnu varijablu kojom modeliramo
godisnju placu djelatnika tvornice B. U varijablama placa_prije, placa_poslije i placa__konkurencija
sadrZane su realizacije jednostavnih slucajnih uzoraka

xOxE x @ x @y (v, L Yaeo)
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iz distribucija slucajnih varijabli X(l), X@ 4 Y, redom. Zanima nas razlikuje li se, na nivou
znacajnosti a = 0.01, ocekivange place djelatnika tvornice A prije reorganizacije posla od ocleki-
vanja placée djelatnika tvornice B. PotraZimo takoder i odgovor na analogno pitanje za ocekivanje
plaée djelatnika tvornice A nakon reorganizacije.

Procjene ocekivanja i varijanci slucajnih varijabli X1 i X2 dane su u tablici 4.17. Procjene
ocekivanja i varijanci slucajnih varijabli Y, D1 = Y(lt)o —Yi00 it D2 = Y%)O — Y100 dane su u
tablici 4.18.

sluajna varijabla | procjena ocekivanja | procjena varijance

Y 25432.24 316895.23
Dy —910.24 26004549.7
Do —445.39 26215378.2

Tablica 4.18: Procjene o¢ekivanja i varijanci slu¢ajnih varijabli Y, Dy i Da.

Postavimo statisticke hipoteze:

Ho: pp, =0,
Hi: pp,; <0,

gdje je i € {1,2}. Da bismo donijeli odluku o tome odbacujemo li na nivou znadajnosti o = 0.01
nul-hipoteze ili ne, racunamo vrijednosti 2; test-statistike Z' na temelju procjena ocekivanja i
varijanci slucajnih varijabli D1 i Da:

—910.24 —445.39

N e a— Y Sg=———00 = _08T.
1/26004549.7/100

21 =

\/26215378.2/100

Odavde, upotrebom kalkulatora vjerojatnosti, slijedi da su pripadne p-vrijednosti redom
p1 = P{Z < 21} =0.038, p2 = P{Z < 22} = 0.19.

Buduéi da je pa veéi od 0.01 na nivou znadajnosti o = 0.01, ne moZemo turditi da je ocekiva-
nje godisnje place djelatnika tvornice A nakon reorganizacije mangje od ocekivanja godisnje place
djelatnika tvornice B. Osim toga, p1 je takoder veéi od 0.01, pa takvu tvrdnju ne mozZemo podu-
prijeti niti ako usporedujemo godisnje place djelatnika tvornice A prije reorganizacije s godisnjim
plaé¢ama djelatnika tvornice B. Uodimo da pz ima veéu "teZinu" od p1 u meodbacivanju hipoteze

Ho.

4.6 Zadaci

Zadatak 4.2. (tlak.xls)
Baza podataka tlak.xls sadrzi podatke o krvnom tlaku dobivene anketiranjem reprezentativnog

uzorka pacijenata jedne lije¢nicke ordinacije:
varijable spol i dob sadrze informacije o spolu i broju godina za svakog ispitanika,

varijable sistolicki-tlak i dijastolicki-tlak sadrze vrijednosti sistolickog i dijastolickog tlaka za svakog
ispitanika,
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varijabla tlak klasificira vrijednosti sistolickog i dijastolickog tlaka u tri kategorije: N - nizak tlak,

O - normalan tlak, P - poviSen tlak,

varijabla puls sadrzi broj otkucaja srca u minuti (puls) za svakog ispitanika,

varijabla opce-stanje sadrzi subjektivnu ocjenu (u standardnoj skali od 1 do 5) vlastitog zdravs-

tvenog stanja svakog ispitanika.

Na temelju podataka sadrzanih u toj bazi rijesite sljedec¢e zadatke.

a)

Odredite tablice frekvencija i relativnih frekvencija, nacrtajte i proanalizirajte histograme
frekvencija i relativnih frekvencija te kruzni dijagram s prikazom relativnih frekvencija za
podatke sadrZzane u varijabli opce-stanje. Kolike su frekvencija i relativna frekvencija ispi-
tanika koji su svoje opée zdravstveno stanje ocijenili barem ocjenom 47

Rjesenje: 39 ispitanika, tj. njih je 78% svoje opée zdravstveno stanje ocijenilo barem ocje-

nom 4.

Odredite tablice frekvencija i relativnih frekvencija za podatke sadrZane u varijabli opce-
stanje posebno za kategoriju ispitanika Zenskog spola i kategoriju ispitanika muskog spola
te nacrtajte pripadne histograme frekvencija i relativnih frekvencija. Takoder, nacrtajte
histograme frekvencija i relativnih frekvencija za podatke sadrzane u varijabli opce-stanje
kategorizirane po vrijednostima varijable tlak (N, O, P). Proanalizirajte dobivene histo-

grame.

Odredite i ukratko protumacite sljede¢e numericke karakteristike podataka sadrzanih u
varijabli dob: aritmeti¢ku sredinu, medijan, donji i gornji kvartil, mod, raspon i standardnu
devijaciju. Je li mod jedinstven? Koliko iznosi maksimalno odstupanje podataka sadrzanih
u varijabli dob od njihove aritmeticke sredine? Nacrtajte i detaljno proanalizirajte kutijasti
dijagram na bazi medijana za podatke sadrzane u varijabli dob. Obrazlozite svoj odgovor.
Rjesenje: Tso = 40.22, Tmin = 11, by = 23, zf, = 43, 255 = 51, Tmaz = 83, s50 = 17.69.

Nacrtajte i detaljno proanalizirajte kutijasti dijagram na bazi medijana za podatke sadrzane
u varijabli dob. Obrazlozite svoj odgovor.

Crtanjem i analizom kutijastog dijagrama na bazi medijana neosjetljivog na strsece vri-
jednosti i kutijastog dijagrama na bazi medijana osjetljivog na strSece vrijednosti donesite
zaklju¢ak o tome pojavljuju li se medu podacima sadrzanima u varijabli puls striec¢e vri-
jednosti ili ne. Ako ste se uvjerili u njihovo postojanje, koristenjem kategoriziranih tablica
frekvencija odredite sve prisutne striece vrijednosti medu podacima u varijabli puls. Kako
biste neutralizirali njihov utjecaj na numericke karakteristike podataka?

Rjesenje: striece su vrijednosti varijable puls 800 i 1006.

Zadatak 4.3. (glukoza.xls)

Baza podataka (glukoza.xls) za reprezentativan uzorak pacijenata jedne internisticke klinike sadrzi

informacije o dobi (varijabla dob), koncentraciji glukoze u krvi (varijabla koncentracija) i tome

je li izmjerena koncentracija glukoze normalna ili poviSena (varijabla kategorija: N - normalna

koncentracije, P - poviSena koncentracija). Rijesite sljedeée zadatke i sva rjeSenja interpretirajte

u kontekstu promatranog problema.

a)

Procijenite proporciju pacijenta promatrane klinike koji su stariji od 30 godina te proporciju
pacijenata starih barem 50 ali manje od 60 godina.

Rjesenje: proporcija je pacijenta starijih od 30 godina 90/102 = 0.88, a proporcija pacijenata
starih barem 50, ali manje od 60 godina jest 21/102 = 0.21.
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b)

Intervalom pozdanosti 95% procijenite proporciju pacijenata koji imaju poviSenu koncen-
traciju glukoze u krvi.
Rjesenje: [0.61,0.79].

Procijenite oc¢ekivanje, varijancu i standardnu devijaciju slu¢ajne varijable kojom modeli-
ramo koncentraciju glukoze u krvi pacijenata.
RjeSenje: T102 = 7.69, 52y, = 0.75, s102 = 2.78.

Intervalom pozdanosti 95% procijenite o¢ekivanu koncentraciju glukoze u krvi pacijenata.
Rjesenje: [7.15,8.24].

Mozete li na nivou znacajnosti a = 0.01 tvrditi da je proporcija pacijenata koji imaju
poviSenu koncentraciju glukoze manja od 0.87 Koji ste test koristili i zasto?
Rjesenje: p = 0.0044.

Mozete li na nivou znacajnosti o = 0.05 tvrditi da je ocekivana koncentracija glukoze u krvi
veca od normalne, tj. 6 mMol/L? Koji ste test koristili i zasto?

Rjesenje: p = 0.

Mozete li na nivou znacajnosti o = 0.05 tvrditi da je ocekivana dob pacijenata koji imaju
poviSenu koncentraciju glukoze u krvi veéa od ocekivane dobi onih koji imaju normalnu
koncentraciju glukoze? Koji ste test koristili i zasto?

Rjesenje: p = 0.59.

Zadatak 4.4. (zdravlje.xls)

Baza podataka zdravlje.xls sadrZi neke podatke o zdravstvenom stanju reprezentativnog uzorka

stanovnika jednog mjesta:

varijable godine i spol sadrze podatke o starosti u godinama i spolu ispitanika;

varijabla zdravlje sadrZi subjektivne ocjene vlastitog zdravstvenog stanja ispitanika;

varijabla broj-pregleda sadrzi informacije o ukupnom broju zdravstvenih pregleda svakog ispita-

nika u tekucoj kalendarskoj godini;

varijabla dodatno-zdravstveno sadrzi podatke o dodatnom zdravstvenom osiguranju svakog ispi-

tanika (1 - ispitanik je dodatno osiguran; 0 - ispitanik nije dodatno osiguran);

varijabla cijena sadrzi cijenu u kunama najskupljeg zdravstvenog pregleda svakog ispitanika (u

tekucéoj kalendarskoj godini).

Rijesite sljedece zadatke i sva rjeSenje interpretirajte u kontekstu promatranog problema.

a)

Procijenite proporciju stanovnika promatranog mjesta koji su svoje zdravstveno stanje oci-
jenili ocjenom vec¢om od dva, ali manjom of pet.

Rjesenje: proporcija stanovnika koji su svoje zdravstveno stanje ocijenili ocjenom veéom od
dva, ali manjom od pet 30/51 = 0.59.

Intervalom pozdanosti 97% procijenite proporciju stanovnika koji nemaju dodatno zdravs-
tveno osiguranje.
Rjesenje: [0.59, 0.86].

Procijenite ocekivanje, varijancu i standardnu devijaciju slu¢ajne varijable kojom modeli-
ramo subjektivnu ocjenu zdravstvenog stanja stanovnika.
RjeSenje: T51 = 3.27, s2; = 1.36, s51 = 1.17.

Intervalom pozdanosti 95% procijenite o¢ekivanu ocjenu zdravstvenog stanja stanovnika.
Rjesenje: [2.95,3.6].
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e) Mozete li na razini znacajnosti « = 0.01 tvrditi da je proporcija stanovnika koji imaju
dopunsko zdravstveno osiguranje manja od 0.157 Koji ste test koristili i zasto?
Rjesenje: p = 0.421.

g) MoZete li na nivou znacajnosti & = 0.05 tvrditi da je oekivana dob stanovnika koji nemaju
dopunsko zdravstveno osiguranje manja od o¢ekivane dobi onih koji imaju dopunsko zdrav-
stveno osiguranje? Koji ste test koristili i zasto? Sto zakljucujete ako za razinu znacajnosti
testa uzmete o = 0.01 i zasto?

Rjesenje: p = 0.03.

Zadatak 4.5. (matematika.xls)

Baza podataka (matematika.xls) sadrzi podatke prikupljene anketiranjem reprezentativnog uzorka
studenata jedne generacije nakon odrZanih predavanja, vjezbi, kolokvija te usmenog ispita iz jednog
matematickog kolegija. Prikupljeni podaci organizirani su na sljede¢i nacin:

varijabla prosjek sadrzi podatke o prosje¢noj ocjeni na studiju za svakog od anketiranih studenata,

varijabla polozeno za svakog anketiranog studenta sadrzi informaciju o tome je li poloZio usmeni
ispit iz promatranog kolegija (oznaka 1) ili nije (oznaka 0),

varijable predavanja i vjezbe sadrZe informaciju o redovitosti pohadanja nastave iz promatranog
kolegija (oznaka 1 - student s p/v nije nikada izostao, oznaka 2 - student je s p/v izostao

samo jednom, oznaka 3 - student je s p/v izostao barem dva puta),

varijable tezina kolegija i materijali sadrze subjektivne ocjene (u standardnoj skali od 1 do 5)
promatranih studenata za teZinu kolegija i dostatnost dostupnih materijala za pripremanje
ispita iz promatranog kolegija.

Rijesite sljedece zadatke i sva rjeSenja interpretirajte u kontekstu promatranog problema.

a) Procijenite proporciju studenata ¢ija je prosje¢na ocjena na studiju veéa od tri.
RjeSenje: proporcija studenata ¢ija je prosjeéna ocjena studiranja veca od tri jest 42/49 =
0.86.

b) Intervalom pozdanosti 95% procijenite proporciju studenata ¢ija je prosje¢na ocjena na
studiju najviSe tri.
Rjesenje: [0.045,0.24].

¢) Procijenite o&ekivanje, varijancu i standardnu devijaciju slu¢ajne varijable kojom modeli-
ramo prosje¢nu ocjenu na studiju kojeg pohadaju ispitanici.
RjeSenje: T49 = 3.98, 529 = 0.565, s49 = 0.752.

d) Intervalom pozdanosti 95% procijenite o&ekivanu prosje¢nu ocjenu na studiju kojeg poha-
daju ispitanici.
Rjesenje: [3.76,4.19].

e) Mozete li na razini znaajnosti o = 0.01 tvrditi da je proporcija studenata koji su redovito

pohadali predavanja veéa od 0.77 Koji ste test koristili i zasto?

Rjesenje: p = 0.413.

Zadatak 4.6. (komarci.xls)
Baza podataka komarci.xls sadrzi dio rezultata proucavanja komaraca u jednom modévarnom po-

drudju (dostupni su podaci za 210 mjerenja na istoj lokaciji):
varijable brojM i brojZ redom sadrze broj muskih i Zenskih jedinki komaraca uhvacenih u klopku;

varijabla mjesec sadrzi mjesecevu mijenu (M - mladak, U - ustap) za svako mjerenje;
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varijabla doba-dana sadrzi doba dana u kojem je mjerenje obavljeno (P - predveéerje, N - no¢, S
- svitanje);

varijabla svjetlost sadrzi tip osvjetljenja pri mjerenju;
varijabla temperatura sadrzi temperaturu zraka pri kojoj je mjerenje izvrseno;
varijabla rel-vlaznost sadrzi relativnu vlaznost zraka za vrijeme mjerenja.
Rijesite sljedece zadatke i sva rjeSenja interpretirajte u kontekstu promatranog problema.

a) Procijenite proporciju mjerenja u kojima je izbrojeno manje od 50 muskih jedinki komaraca
te proporciju mjerenja u kojima je izbrojeno vise od 50 Zenskih jedinki komaraca.
RjesSenje: proporcija mjerenja u kojima je izbrojeno manje od 50 muskih jedinki komaraca
jest 202/210 = 0.962, a proporcija je mjerenja u kojima je izbrojeno vise od 50 Zenskih
jedinki komaraca je 39/210 = 0.186.

b) Intervalom pozdanosti 95% procijenite proporciju mjerenja u kojima je izbrojeno barem 50,
ali manje od 100 Zenskih jedinki komaraca.
Rjesenje: [0.022,0.083].

¢) Procijenite o&ekivanje, varijancu i standardnu devijaciju slu¢ajne varijable kojom modeli-
ramo temperaturu zraka tijekom jednog mjerenja.
Rjesenje: T210 = 21.89, s2,, = 6.76, s210 = 2.6.

d) Intervalom pozdanosti 97% procijenite ofekivanu temperaturu tijekom jednog mjerenja.
Rjesenje: [21.51,22.29].

e) Mozete li na nivou znacajnosti @ = 0.05 tvrditi da je proporcija mjerenja u kojima je
izbrojeno manje od 50 mugkih jedinki komaraca ve¢a od 0.95?7 Koji ste test koristili i zasto?
Rjesenje: p = 0.2.

f) Mozete li na nivou zna¢ajnosti o« = 0.01 tvrditi da je o¢ekivani broj muskih jedinki komaraca
izbrojenih u mjerenju manji od 207 Koji ste test koristili i zasto?
RjesSenje: p = 0.99.

g) Mozete li na nivou znaéajnosti o = 0.05 tvrditi da se o¢ekivani broj muskih jedinki komaraca
izbrojenih u jednom mjerenju razlikuje od ocekivanog broja zenskih jedinki izbrojenih u
jednom mjerenju? Koji ste test koristili i zasto?

Rjesenje: p = 0.009.

Zadatak 4.7. (gradjevina.xls)
Baza podataka gradjevina.xls sadrzi neke informacije o reprezentativnom uzorku koji se sastoji od
100 srednje velikih gradevinskih poduzeéa u jednoj tranzicijskoj zemlji:

varijabla godina osnivanja za svako od 100 poduzeca iz uzorka sadrzi godinu kada je poduzece

osnovano,

varijable zaposleni2007, zaposleni2008 i zaposleni2009 sadrze podatke o broju zaposlenika u tih
100 poduzeéa u 2007., 2008. i 2009. godini,

varijabla prosjecna starost sadrzi prosjecnu dob zaposlenika u 2009. godini,

varijable motivacija_ placa i napredovanje redom sadrze subjektivne ocjene kadrovske sluzbe podu-
zeta o tome u kolikoj je mjeri visina plac¢e motivacijski faktor za uspjesno obavljanje posla te
u kolikoj mjeri uspjesno obavljanje poslovnih zadataka utje¢e na moguénost napredovanja
na bolje radno mjesto unutar poduzeca,



246

STATISTIKA

varijable placa2007, placa2008 i placa2009 sadrze iznose prosje¢nih pla¢a zaposlenika u 2007.,

2008. i 2009. godini,

varijable troskovi2007, troskovi2008 i troskovi2009 sadrZe iznose troskova poduzecéa u 2007., 2008.

i 2009. godini,

varijable prihodi2007, prihodi2008 i prihodi2009 sadrZe iznose ostvarenih prihoda u 2007., 2008. i

2009. godini,

Rijesite sljedece zadatke i sva rjeSenja interpretirajte u kontekstu promatranog problema.

a)

b)

Odredite tipove i pripadne skupove vrijednosti slucajnih varijabli kojima modeliramo broj
zaposlenika, njihovu prosje¢nu dob, prosjeénu godi$nju pla¢u zaposlenika u poduzeéu, go-

disnje troskove poduzeca te godiSnje prihode poduzeca.

Procijenite vjerojatnost da slu¢ajno odabrano srednje veliko gradevinsko poduzeée u pro-
matranoj zemlji ima vise od 50 zaposlenika u 2007., 2008. te 2009. godini?
Rjesenje: proporcije su 0.83 za 2007., 0.93 za 2008. te 0.95 za 2009. godinu.

Procijenite ocekivanje i varijancu slu¢ajne varijable kojom se modelira prosje¢na placa za-
poslenika u srednje velikom gradevinskom poduzeéu u toj zemlji u 2009. godini.
Rjesenje: T100 = 600.13, s100 = 194.63.

Kategorizirajte podatke kojima raspolazete te odlucite ima li smisla modelirati prosje¢nu
godis$nju pla¢u u 2009. godini kao normalnu sluc¢ajnu varijablu. Ako smatrate da ima, kori-
Stenjem normalne distribucije s procijenjenim vrijednostima ocekivanja i varijance odredite
vjerojatnost da je u 2009. godini u slu¢ajno odabranom poduzec¢u srednje veli¢ine u toj
zemlji prosje¢na placa bila visa od 500 eura. Istu vjerojatnost izracunajte i koristenjem
procijenjene (empirijske) distribucije te slu¢ajne varijable te usporedite rezultate.

Rjesenje: Iz histograma relativnih frekvencija vidimo da normalna distribucija nije prikladna
za modeliranje tih podataka, a to sugeriraju i izraCunate trazene vjerojatnosti: iz empirijske
distribucije te slu¢ajne varijable, ozna¢imo ju s X, slijedi da je P(X > 500) = 0.66, a ako
X modeliramo kao N(600.13,194.632), slijedi da je P{X > 500} = 0.3.)

Intervalom pouzdanosti 95 % procijenite proporciju srednje velikih gradevinskih poduzeca u
toj zemlji u kojima je prosje¢na mjeseCna placa vec¢a od aritmeticke sredine placa zabiljeZenih
u varijabli placa2009.

Rjesenje: [0.343,0.537].

Procijenite ocekivanje, varijancu i standardnu devijaciju sluc¢ajne varijable kojom modeli-
ramo prosje¢nu pla¢u u 2009. godini.
Rjesenje: Z100 = 600.13, 53, = 37879.1, s100 = 194.63.

Intervalom pouzdanosti 95 % procijenite ocekivanje slu¢ajne varijable kojom se modelira
prosje¢na mjesecna placa zaposlenika u 2009. godini.
Rjesenje: [561.51,638.75].

Mozete li na razini znacajnosti o = 0.05 tvrditi da je proporcija zaposlenika koji u 2009.
godini imaju plac¢u viSu od ocekivane manja od 0.57 Koji ste test koristili i zasto?
Rjesenje: p = 0.12.

Mozete li na razini znacajnosti a = 0.05 tvrditi da je ocekivana plac¢a u 2009. godini veéa
od 650 eura? Koji ste test koristili i zasto?

RjeSenje: p = 0.012.
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Mozete li na razini znac¢ajnosti a = 0.05 tvrditi da postoji razlika u o¢ekivanoj prosje¢noj
pla¢i u gradevinskim poduzeéima srednje veli¢ine u toj zemlji u 2008. i 2009. godini pod
pretpostavkom da razlike prosje¢nih plac¢a u 2008. i 2009. godini moZemo modelirati nor-
malnom sluc¢ajnom varijablom? Koji ste test koristili i zasto?

Rjesenje: p = 0.164.

Mozete li na razini znacajnosti o = 0.05 tvrditi da je proporcija srednje velikih gradevinskih
poduzeca u toj zemlji, koja imaju viSe od 150 zaposlenih, veéa za 2009. nego za 2008. godinu?
Koji ste test koristili i zasto?

Rjesenje: p = 0.4245.






Poglavlje 5

Dodatak

5.1 Osnove algebre skupova
Skup A podskup je skupa B (A C B) ako je svaki element skupa A ujedno element i skupa
B.
Skup A jednak je skupu B ako je AC Bi B C A.
Unija skupova Ai Bskup je AUB={w€Q:we€ AVwE B}.
Presjek skupova Ai Bskup je ANB={w€N:we AAwE B}.
Razlika skupova Ai Bskup je A\B={w€eQ:we AAw¢ B}
Simetriéna razlika skupova A i B skup je AAB = (AUB)\ (ANB)=(A\B)U(B\ A).

Komplement skupa (dogadaja) A C Q skup je A® = {w € Q: w ¢ A} kojeg nazivamo suprotan
dogadaj dogadaja A.

Komplement prostora elementarnih dogadaja jest prazan skup, tj. Q¢ = (. Cijeli prostor
elementarnih dogadaja €2 nazivamo siguran dogadaj, a njegov komplement nemogué

dogadaj.
Konac¢na unija skupova (dogadaja) A1, Az,... An C Q skup je
n
AlUAs U UAp=JAi={weQ:weA VwEA V.. . VwE A} =
i=1
={weQ:3Fe{l,2,...,n}tdwe A}
Konacan presjek skupova (dogadaja) A1, As,... An C Q skup je

n
AlNAsn. . NAp=(JAi={weER:wEAAWE A A.. . AwE A} =

=1
={weR:we A, ,Viec{l,2,...,n}}.

Osnovna svojstva skupovnih operacija

249
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AUB=BUA

ANB=BNA Komutativnost
(AUB)UC = AU (BUC) -
(ANB)NC=AN(BNC) Asocijativnost

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ) Distributivnost
(AU B)Y = A° N B¢
(ANB)C = A°UBC° De Morganovi zakoni

S B R N ol ol B e

Tablica 5.1: Osnovna svojstva skupovnih operacija.

5.2 Osnovni kombinatorni rezultati

Najpoznatiji su kombinatorni principi prebrojavanja:

Princip jednakosti
Neka su S i T kona¢ni skupovi. Ako postoji bijekcija medu njima, tada su skupovi S i T
jednakobrojni, tj. k(S) = k(T'), gdje su k(S) i1 k(T) oznake za kardinalne brojeve skupova
S iT, redom.

Princip sume
Neka sun € NiSy,...,S, konaéni skupovi takvi da je S;NS; =0, i # j (dakle, disjunktni
su). Tada je (S1 US2U...U Sy) konadan skup i vrijedi:

k(S1US2U...USy) =k(S1) +k(S2) + ...+ k(Sn).

Princip produkta
Nekasun € NiSt,..., S, kona¢ni skupovi (ne nuzno disjunktni). Tada je njihov Kartezijev
produkt konacan skup i vrijedi:

k(51 X SQ X ... X Sn) = k(Sl) . k(Sg) e k(Sn)
Teorem 5.1 (Teorem o uzastopnom prebrojavanju). Neka su A1, ..., An konacni skupovi i neka
je T C (A1 X ... x Ay) skup uredenih n-torki (a1,...,an) definiranih na sljedeéi nacin: prva

komponenta a1 moZe se birati na k1 nacina (dakle, medu k1 razlicitih elemenata skupa A1); za
svaku veé izabranu prvu komponentu drugu komponentu az mozZemo birati na kg razli¢itih nacina
itd. Za svaki izbor komponenata ai,a2,...an—1 n-tu komponentu a, moZemo odabrati na ky
razli¢itih nacina. Tada je kardinalni broj skupa T jednak:

E(T)=Fki- ... -kn.
Primjer 5.1. Ako Zelimo odabrati jedan par, mladiéa i djevojku, iz razreda koji se sastoji od 21
djevojke i 2 mladicéa, broj nacina na koji to moZemo uciniti jednak je broju elemenata kartezijevog

produkta skupa koji se sastoji od 21 elemenata i skupa koji se sastoji od 2 elementa. Dakle, prema
principu produkta, to moZemo udiniti na 42 nadina.

Uredeni razmjestaji nazivaju se permutacije, a neuredeni razmjestaji kombinacije.
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Definicija 5.1. Neka je A = {a1,...an} skup koji se sastoji od n elemenata i neka je r € N,
r < n. Varijacija r-tog razreda u skupu A svaka je uredena r-torka medusobno razliditih

elemenata iz skupa A. Broj varijacija r-tog razreda n-célanog skupa je

n!

V= nm) nmr) =

n

Primjer 5.2. Neka je A skup koji se sastoji od deset elemenata. Svaka uredena trojka elemenata
skupa A jedna je varijacija tredeg razreda skupa A. Takvih varijacija ima
10!

Ve = —— =1720.
107 (10 - 3)!

Definicija 5.2. Svaku uredenu n-torku skupa od n elemenata zovemo permutacija. Broj je

permutacija n-célanog skupa
ppn=V¢i¢=n-(n—1)-...-2-1=nl

Napomena 5.1. Permutacija je u n-élanom skupu svaka varijacija n-tog razreda tog skupa,

odnosno permutacija n-célanog skupa svaka je bijekcija tog skupa na samog sebe.

Primjer 5.3. Ako se pitamo na koliko nacina pet ljudi moZe stati u red, zapravo se pitamo koliko

permutacija ima peteroclani skup. Broj je permutacija peteroclanog skupa V55 = 5! = 120.

Definicija 5.3. Neka je A = {a1,...an} skup koji se sastoji od n elemenata i neka je r € N,
r < n. Kombinacija r-tog razreda u skupu A svaki je r-clani podskup skupa A. Broj je

kombinacija r-tog razreda skupa od n elemenata

AT n!
On = <r> ol (n—r)

Primjer 5.4. U razredu ima 15 djecaka ¢ 10 djevojcica. Na primgjer:

Tri djecaka moZemo odabrati na onoliko nacina koliko ima razlicitih kombinacija treceg
razreda skupa od 15 elemenata, dakle na

0?5 _ (135)

nacina.
Prema principu produkta slijedi da tri djecaka i dvije djevojdice moZemo odabrati na

0?5 . C%o _ (135) ) (120>

nacina.
Jednak broj djecaka i djevojéica moZemo odabrati na

10 10

15 10
k k

2015'010=Z<k) : (k)

k=1 k=1
nacina.

Definicija 5.4. Neka je A = {a1,...an} skup koji se sastoji od n elemenata. Varijacija s

ponavljanjem r-tog razreda skupa od n-elemenata svaka je uredena r-torka elemenata iz

skupa A. Broj je takvih varijacija s ponavljenjem n'.
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Primjer 5.5. Ako se pitamo koliko ima binarnih nizova (nizova &iji su elementi samo nule i jedi-
nice), zapravo se pitamo koliko ima razlicitih varijacija sedmog razreda s ponavijanjem dvoclanog

skupa. Takvih varijacija s ponavijanjem ima 27 = 128.

Definicija 5.5. Neka je A = {a1,...an} skup koji se sastoji od n elemenata. Permutacija s
ponavljanjem r-tog razreda svaka je uredena r-torka elemenata iz skupa A medu kojima je ni
elemenata medusobno jednakih, na elemenata medusobno jednakih, ..., ni elemenata medusobno

jednakih, pri éemu je n1 +n2 + ...+ ng = r. Broj je takvih permutacija s ponavljenjem

ni,no n r!
P’r ) s e

nil-ngl- ... ng!
Primjer 5.6. Ako nas zanima koliko se razli¢itih rijeci, smislenih i besmislenih, moZe napisati
od slova rijeci "matematika”, tada nas zapravo zanima broj permutacija s ponavljanjem desetog
razreda, pri demu imamo tri slova A, dva slova M i dva slova T. Takvih permutacija s ponavljanjem
ma

10!
—— = 151200.
31-21.2!
Dakle, od slova rijeci "matematika" moZe se napisati ukupno 151200 razlicitih rijeci.

3,22
Pyt =

5.3 Ponovljeni red

U diskretnoj je teoriji vjerojatnosti Eesta potreba za radunanjem sume tzv. ponovljenog reda'. Da
bismo pojasnili razliku izmedu ponovljenog reda i obi¢nog reda, podsjetimo se da je red uredeni
par dvaju nizova ((an), (sn)) od kojih drugi niz nastaje sumiranjem prvih n ¢lanova prvog niza,
tj.

Sp=a1+a2+...an.
Pritom kaZemo da red konvergira ako konvergira niz parcijalnih suma (s») [13].
Ponovljeni red nastaje tako da prvo napravimo jednu particiju? skupa prirodnih brojeva (M;, € N)
pa posebno zbrojimo one ¢lanove niza ¢iji indeksi pripadaju u M;, a zatim sve tako dobivene sume,
ako takve sume postoje.

1 1

Primjer 5.7. Neka je zadan geometrijski red s kvocijentom 3 i prvim ¢lanom 3 tj.
>(:)
= \2
Taj red konvergentan je i suma mu je 1. Isti rezultat dobit éemo ako podijelimo skup indeksa N na
parne i neparne brojeve, tj. ako promatramo particiju {N, P} skupa prirodnih brojeva, pri demu
je

N={2n—-1:n€eN}, P={2n:neN}

1Pod pojmom "ponovljeni red" ovdje porazumijevamo samo dvostruki red.
2Familija skupova {M;,i € N} ¢ini particiju skupa A ako su zadovoljena sljedec¢a svojstva:

1. M; C A, VieN,
2. MiﬂMj:Q)zasveiij,

3. U M =A.
€N
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Buduéi da je N = P U N, sumu spomenutog geometrijskog reda moZemo izracunati tako da prvo
zbrojimo sve ¢lanove niza s parnim eksponentima, zatim sve élanove niza s neparnim eksponen-
tima, a zatim te dvije sume:
3 = R
on on—1 1= 3
nenN 2n n=1 2% 1- 1 3
= R S|
P D B e
nepP n=1 4
Ocito vrijedi:
Z 1 1 n 1 2 n 1 1
2% neN 2n nepP 2% 3 3

Za zadavanje ponovljenog reda treba nam niz (an) i particija skupa N: {M;,: € N}. Ako za svaki

i € N konvergiraju redovi Y. a; i sume im oznac¢imo

JEM;
Ai = E ag,

tada definiramo ponovljeni red kao
D 4= A
i€ENjEM; ieN

ail ai2 ai3z ai4q

Primjer 5.8. Neka je zadana beskonacéna matrica realnih brojava:
a21 a22 a23 G24 ..

A= | a31 a2 a3z az

Takve matrice desto koristimo za zadavanje ponovljenih redova s obzirom da se particije skupa N
cesto mogu lakSe prikazati koristenjem dvaju indeksa. Iz beskonacéne matrice moZemo definirati

mmnogo ponovljenth redova. Navedimo nekoliko primgera:

e Sumirajmo prvo clanove matrice po redovimas:

oo
A; = Z Q.
=1
Ako te sume postoje, tj. ako je A; < oo, Vi € N, moZemo definirati ponovljeni red

i=1j=1

o Sumirajmo prvo clanove matrice po stupcima:

=)
Aj = E Qgj-
1=1

Ako te sume postoje, tj. ako je A; < oo, Vj € N, moZemo definirati ponovljeni red

j=1i=1
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e Osim zbrajanja po stupcima ili recima, moZemo particiju praviti i na druge nacine, npr.

po pavilima koji su slikovito prikazani u sljedecoj matrici:

fizp  Gzz O3z | Uzq

S obzirom da se iz istog niza (ay) brojeva moze definirati mnogo razli¢itih ponovljenih redova,
pitanje je koliko se toga u konacnici "preslagivanjem" mijenja. Npr. ako jedan ponovljeni red
konvergira, moze li se "preslagivanjem" dogoditi da novonastali ponovljeni red ne konvergira, moze
li se uopce definirati ponovljeni red za bilo koju particiju skupa indeksa, itd. Da tako postavljena

pitanja imaju smisla, potvrduje sljedeé¢i primjer:

Primjer 5.9. Neka je zadana beskonacna realna matrica

0-1 1-1 1-1...
1 0-1 1-1 1..
A—|-1 1 0-1 1-1..
1-1 1 0-1 1...

Svi redovi koji mastaju sumiranjem elemenata iz jednog retka te matrice divergentni su, tj. za

E Agj.
J

Dakle, ponovljeni red ne moZe se definirati tako da se prvo sumira po redovima zadane beskonacne

svaki 1 € N divergentni su redovi

matrice. Sli¢no vrijedi i ako se prvo sumira po stupcima. Medutim, ako particiju pravimo po bilo

kojoj od dviju shema oznacenih u matricama:

1 1 ] [ 1] -1 ]
11 1)1

1 -1 A= 1 -1
11 L -1 1 0 —1] 1

vidimo da sume wvijek postoje. Dakle, ponovljene redove po tim particijama mozZemo definirati.

Sljedeci teorem daje nuzne i dovoljne uvjete koji jamce da se "preslagivanjem" neée promijeniti

suma ponovljenog reda.

Teorem 5.2. Neka je s (an,n € N) dan niz realnih brojeva i neka je {M;,i € N} jedna particija

Z lan]

neN

skupa prirodnih brojeva. Red



DoODATAK 255

konvergira onda i samo onda ako konvergira red
> > lajl-
ieEN jeM;

U slucaju konvegencije sume su im iste.

Dokaz. Pretpostavimo da red
D 2 layl
ieENjEM;

konvergira i ozna¢imo njegovu sumu L. Red 3 |an| red je s pozitivnim ¢lanovima i o€igledno
neN
je njegov niz parcijalnih suma ogranicen realnim brojem L. Dakle, i taj red konvergentan je

(pogledati npr. [13]). Nadalje, s obzirom da je apsolutno konvergentan red realnih brojeva ujedno

i konvergentan (pogledati npr. [13]), slijedi da je i red > an konvergentan.
neN

> lan|

neN
i njegovu sumu oznac¢imo s L. Tada za svaki element M; particije skupa prirodnih brojeva pripadni

red
> lajl

JjEM;

Pretpostavimo sada da konvergira red

predstavlja red realnih brojeva s pozitivnim ¢lanovima ¢iji je niz parcijalnih suma ograni¢en. Dakle,
za svaki je ¢ € N takav red konvergentan. Oznacimo:
D> lajl=A;, deN
JjEM;
Dokazimo da i red
> Ai
i€N
konvergira te da mu je suma L. U tu svrhu ozna&imo (b1;,% € N) podniz niza (|a;|,i € N) koji
¢ine oni elementi s indeksima iz M;. Analogno, za svaki k € N definirajmo odgovarajué¢i podniz
(bki, ¢ € N) niza (a;|,? € N) koji ¢ine oni elementi s indeksima iz Mj. Uocimo da je tako nastali
skup podnizova od (]a;|,¢ € N) pokupio sve njegove ¢lanove te da se niti jedan ¢lan ne pojavljuje
viSe od jednom. S obzirom da se radi o pozitivnim brojevima, posljedica je toga da za svaki n € N
vrijedi:
l l !
Ay 4 Ag+ -+ Ap = lim Zblﬁlggo;bzmmﬂg@o;bm

l—00 4
i=1

! !
im Dbt 4> bui| <L
i=1 i=1
Dakle, red s pozitivnim ¢lanovima ograni¢en je, pa je time i konvergentan. Oznacimo njegovu
sumu V. Oc¢igledno je da je i V < L s obzirom da je L gornja meda pripadnog niza parcijalnih
K
suma. PokaZimo da je istovremeno i V > L. Naime, za svaku k-tu parcijalnu sumu reda > |a;|

i=1
mozZemo naci dovoljno veliki n tako da je

n k
D Az lail
=1 =1

Pripadne ¢e grani¢ne vrijednosti onda takoder zadovoljavati istu nejednakost, $to znadi da je
V > L. Dakle, mora biti V = L.
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Teorem 5.3. Neka je s (an,n € N) dan niz realnih brojeva i neka je {Mj,i € N} jedna particija
skupa prirodnih brojeva. Ako jedan od redova

> lanl, > > layl
neN ieN jeM;
konvergira, onda konvergiraju i redovi
dan D D> q
neN ieN jeM;
1 sume su m iste.
Dokaz. Koristec¢i prethodni teorem i ¢injenicu da je apsolutno konvergentan red realnih brojeva

ujedno i konvergentan, da bismo dokazali tvrdnju teorema dovoljno je dokazati da konvergencija

reda Y |an| povladi konvergenciju reda - > a; te da je tada

neN iENjeEM;
doan=2_ > a
neN ieNjeM;

U tu svrhu uoimo da iz pretpostavke o konvergenciji reda > |a,| mozemo zakljuéiti:
neN

e > ay konvergentan je. Oznacimo:
neN

V:Zan.

neN

e > |a;| konvergentan je za svaki i € N pa je timei > a; konvergentan. Oznacimo:
JEM; JjEM;

Z a; = A;.
JEM;

Sliéno kao u dokazu prethodnog teorema, za svaki ¢ € N definirajmo odgovaraju¢i podniz (b;x, k €
N) niza (a;,j € N) koji ¢ine elementi s indeksima iz Mj, tj.
keN

Uocimo da je tako nastali skup podnizova od (aj,j € N) pokupio sve njegove ¢lanove te da se niti
jedan ¢lan ne pojavljuje vise od jednom.

Iz apsolutne konvergencije reda > ay znamo da za svaki € > 0 postoji ko € N takav da je

neN
oo
> eyl <e, (5.1)

Jj=ko+1
odakle slijedi da je
ko oo oo
VeSal=| S el S lul<e
Jj=1 Jj=ko+1 Jj=ko+1

Neka su ng i lp dovoljno veliki prirodni brojevi da izraz

ng lo ko

S >

i=1k=1 j=1
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predstavlja sumu ¢lanova reda > a; s indeksima ve¢im od ko. Tada za svaki n > ng il > lp
JEN
vrijedi:
n l ko
S Yo <=
i=1k=1 j=1

pa prijelazom na limes po I — oo vidimo da je

n ko
ZAi — Z aj| <e.
i=1 j=1

Koristeéi prethodnu nejednakost i nejednakost (5.1) vidimo da je

n

d A -V

=1

<2, VYn>nog,

Dakle, red > > a; konvergira i suma mu je V.
ieNjeM;
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neprekidne slu¢ajne varijable, 67 Maksimalno odstupanje podataka od aritmeticke
slucajne varijable, 63 sredine, 194
slucajnog vektora, 130 Maksimum podataka, 194
Funkcija gustoce Marginalne distribucije
dvodimenzionalnog slu¢ajnog vektora, 148 dvodimenzionalnog diskretnog sluc¢ajnog vek-
marginalna, 149 tora, 134
slucajne varijable, 61 Matematicko ocekivanje
Funkcija jakosti testa, 228 diskretne slucajne varijable, 85
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dvodimenzionalnog slucajnog vektora, 160
neprekidne slucajne varijable, 99
Matrica kovarijanci slu¢ajnog vektora, 160

Medijan
podataka, 193

Minimum podataka, 194

Mod podataka, 195

Modeliranje vjerojatnosti
klasi¢an pristup, 4
statisticki pristup, 6

Moment
r-ti apsolutni diskretne sl. var., 89
r-ti centralni diskretne sl. var., 89
r-tog reda diskretne sl. var., 89
centralni reda (k,1), 154
ishodi¢ni reda (k,1), 154
korelacijski, 154

Monotonost
vjerojatnosti, 13

Multinomna distribucija, 138

Nekorelirane sluc¢ajne varijable, 156
Nezavisnost
diskretnih slu¢ajnih varijabli, 145
dvaju dogadaja, 33
familije dogadaja, 33
slu¢ajnih varijabli, 161
Nivo signifikantnosti testa
pogledati razina znacajnosti testa, 230
Niz nezavisnih i jednako distribuiranih sluc¢ajnih
varijabli (n. j. d. niz), 165
Normalan slu¢ajni vektor
dvodimenzionalan, 148
marginalne distribucije, 149
uvjetne distribucije, 151
Numericke karakteristike
podataka, 192

sluGajne varijable, 85

Ocekivanje

pogledati matematicko ocekivanje, 85

Parametarske distribucije, diskretne, 69
Bernoullijeva, 70
binomna, 71
diskretna uniformna, 69
geometrijska, 76
hipergeometrijska, 77

Poissonova, 73
Parametarske distribucije, neprekidne, 78
dvostrana eksponencijalna, 81
eksponencijalna, 80
normalna ili Gaussova, 82
uniformna, 78
Permutacija, 251
s ponavljanjem, 252
Podskup, 249
Pogreska
drugog tipa, 227
prvog tipa, 227
Pokus
deterministicki, 2
slucajan, 3
Ponovljeni red realnih brojeva, 252
Populacija, 181
Postotna vrijednost podataka
dvadeset pet postotna, 194
pedeset postotna, 194
sedamdeset pet postotna, 194
Potpun sustav dogadaja, 35
Pouzdani interval, 220
za procjenu oc¢ekivanja, 221
za procjenu proporcije, 224
Presjek skupova, 249
Princip
jednakosti, 250
produkta, 250
sume, 250

Prostor elementarnih dogadaja, 2

Raspon podataka, 194
Razina znacajnosti testa, 230
Razlika skupova, 249
simetri¢na, 249
Relativna frekvencija
dogadaja, 7
kategorije kvalitativne varijable, 186

Skup elementarnih dogadaja

vidi prostor elementarnih dogadaja, 2
Slabi zakon velikih brojeva, 164
Slika

diskretne slucajne varijable, 57

dvodimenzionalnog diskretnog slu¢ajnog vek-

tora, 134



Slu¢ajna varijabla
diskretna, 55
neprekidna, 60
Sluc¢ajni interval, 220
Slu¢ajni uzorak
pogledati pod model jednostavnoga slucaj-
nog uzorka, 201
Sluc¢ajni vektor, 130
diskretan dvodimenzionalan, 132
neprekidan dvodimenzionalan, 148
Standardizacija sluajne varijable, 103
Standardna devijacija
podataka, 195
slucajne varijable, 91
Statisticka hipoteza, 226
alternativna hipoteza, 227
nul-hipoteza, 227
Statisticka stabilnost relativnih frekvencija, 8
Statisticki model, 201
jednostavnoga slu¢ajnog uzorka, 201
neparametarski, 214
parametarski, 202
Statistika, 226
Strseca vrijednost, 197
Stupcasti dijagram
distribucije diskretne sluc¢ajne varijable, 59
Stupcasti dijagram
frekvencija, 186, 189
relativnih frekvencija, 186, 189

Sylvesterova formula, 16

Tablica distribucije, 57
diskretne slucajne varijable, 57
dvodimenzionalnoga diskretnog slucajnog

vektora, 134

Teorem o uzastopnom prebrojavanju, 250

Transformacija slu¢ajne varijable, 103
bijektivna diskretne sl. var., 105
bijektivna neprekidne sl. var., 106
nebijektivna, 108

standardizacija, 103

Unija skupova, 249
Uvjetna distribucija
dvodimenzionalnoga diskretnog slu¢ajnog
vektora, 143

Uvjetna gustoca slucajne varijable, 151

Uvjetna vjerojatnost
uz uvjet da se dogodio dogadaj A, 31
Uvjetno oc¢ekivanje, 151
Uzorak, 181
realizacija slu¢ajnog uzorka, 201
reprezentativan, 181
slucajni, 182

Varijabla, 181

numericka diskretna, 183

numericka kontinuirana, 183
Varijacija

r-tog razreda, 251

r-tog razreda s ponavljanjem, 251
Varijanca

diskretne slucajne varijable, 89

neprekidne sluc¢ajne varijable, 100

podataka, 195
Vjerojatnosni prostor, 12

diskretan, 22

induciran slu¢ajnom varijablom, 58
Vjerojatnost

aksiomatski definirana, 11

na diskretnom €2, 21

na skupovima R? i R3, 29

na skupu R, 25

odredena klasi¢nim pristupom, 5

odredena statistickim pristupom, 7

praznog skupa, 13

suprotnog dogadaja, 12

unije dogadaja, 15

Zakon razdiobe
vidi tablica distribucije, 57
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